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Aufgabe 1.

Eine Uberlegung vorab, die zu einer leicht vom Standardmuster abweichenden Form des Induktionsbeweises fiihrt: Der In-
duktionsschritt, den wir verwenden méchten, wird so aussehen, dafl wir fiir ein gegebenes n im Wesentlichen die folgende
Rechnung durchfiihren werden:
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Hier haben wir die Rekursionsformel a,,+1 = % - (@p—1 + ay) verwendet, die fiir alle n € N gilt; auflerdem die zu

beweisende Aussage in den Fillen n — 1 und n (denn wir haben die Formel fiir a,,_1 und fiir a,, verwendet).

Das bedeutet, dafl wir einen Induktionsschritt nicht der Form n — n + 1, sondern der Form (n — 1,n) — n + 1 fithren
miissen, der fiir n > 1 funktioniert. Insbesondere muf} fiir den Induktionsanfang die Giiltigkeit der Aussage fiir die ersten
zwei Fille n = 0 und n = 1 nachgewiesen werden, damit die erste Anwendung des Induktionsschrittes dann die Form
0,1 — 2 haben kann.

Induktionsanfang. Fiir n = 0 ist ay = 0 sowie

(1 + (—1)0“%) = ; (1-1)=0,
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die Aussage stimmt also.
Firn = 1ist a; = 1 sowie
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auch hier ist die Formel also korrekt.
Induktionsschritt (n — 1,7) — n+ 1. Sei nun n € N und die Formel fiir a,,_; und a,, bereits bewiesen,
also
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— n _ n+1
(n-1= 3 (1 + (—1) 2n1) und a, = 3 (1 +(—1) —Qn) :



Dann gilt nach der Rekursionsformel
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und dies zeigt die Behauptung, da (—1)" = (—1)™+D+1 gilt wegen (—1)% = 1.
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Aufgabe 2.

a) Fiir n = 0 liefert die linke Seite den Wert O (leere Summe), die rechte den Wert (0 + 1)! — 1 =
1 —1 =0, die Behauptung stimmt also in diesem Fall.

Den Induktionsschritt fithren wir diesmal in der Form n — 1 — n: Sei also n > 1 und bereits

bekannt, daf§ Zz;i(k' - k) =n! — 1 gilt. Dann ist

n n—1

S (k) =nl-n+> (K- k)

k=1 k=1
=nl-n+nl -1
=nl-(n+1)—1
=(n+1)-1,

was zu beweisen war.

b) Diese Aussage hingt von zwei Variablen k, n ab, wobei immer 0 < & < n verlangt wird. ,Induktion
nach n“ bedeutet hier also: Wir fithren fiir jedes (als festgehalten zu denkende) £ > 0 einen
Induktionsbeweis fiir alle n > k.

Der Induktionsanfang ist dann der Fall n = k: die linke Seite liefert hier (k) = 1, die rechte

(k’-i-l b

' +1) = 1, so daf§ die Aussage in diesem Fall stimmt.

Sei nun n > k und bereits bekannt, dafd Z (é) = (Z_—:: 1) gilt. Fiir den Fall n + 1 erhalten
j=k
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wobei im Schritt (*) die Rekursionsformel fiir die Binomialkoefhzienten aus der Vorlesung ver-
wendet wurde.

wir dann



Aufgabe 3.

a)

b)

Wir beweisen die Formel durch Induktion nach n: Fiir n = 2 liefert die linke Seite den Wert
x5 = 12 = 1, die rechte den Wert 21 - 73 — (—1)> = 1-2 — 1 = 1. In diesem Fall stimmt die
Formel also.

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 sei n > 2 und bereits bewiesen, daf§ 22 = x, 1 - 2,11 —
(—1)" gilt. Um nun zu beweisen, daf8 dann auch 22, = x,, - Zp42 — (—1)"** gilt, sollten wir
versuchen, den Term x,,_1 aus der Induktionsvoraussetzung loszuwerden. Wir schreiben ihn also
(unter Verwendung der Definition der Fibonaccifolge) um zu z,, 11 — x,, (anstatt beispielsweise
Zpy1 durch x,, + 2,1 zu ersetzen): Das liefert

J;i = (Tnt1 = Tn) * Tpa — (=1)"
= x721+1 — Ty Tpy1 — (—1)7,
also durch Auflésen nach z2_;:
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=T - (Tp + Tpgr) + (—1)"
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=Tn * Tn+2 — (_
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was zu beweisen war.

Die explizite Formel fiir die Glieder der Fibonaccifolge lautet

1 1+v5\  [1-v5)
l’n—ﬁ 9 - 9
~ L@y furallenel,
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wobei wir zur Abkiirzung a und b definiert haben durch

1+6 1-+5
a=—7 und b:= 5

Fiir unsere Rechnungen wird es niitzlich sein, sich zu merken, daf§

1+v6 1-v5 1-5

“ 2 2 4
ist. Damit ergibt sich einerseits
1
v = R (a2” + 7" — 2a”b”)
1 n n n
—g<a2 +67 =2 (=1)")
und andererseits fiir n > 2
Tpo1 Tnpl = an—l - bn—l) (an—i-l - bn—i—l)
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Da aber
(1-V5)2+(1++5)? 2-1+2-5

v +a® = 3
+a 1 1
ist, ergibt sich damit
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wie behauptet.

Aufgabe 4.
a) Esist w, = ay; + Bz1 = aa + Bbund wy = ays + Bz = aa® + b2, so daf wir das
Gleichungssystem
aa+ b=1
aa® 4+ b =1

lésen miissen. Multiplikation der ersten Gleichung mit a liefert aa® + Sab = a, und Abziehen
dieser Gleichung von der zweiten Gleichung liefert 3(b* — ab) = 1 — a, also

1—a 1—a

ﬁ:bQ—ab:b(b—a)
und damit
L_l=pb _1-5% b-a—(1-a)  b-1 _ 1-b
~a  a  alb—a)  alb—a) ala—0b)

b) Um die Formel w,, = ay,, + Bz, = aa™ + Bb" explizit zu machen, miissen wir nur noch o und
3 etwas weniger verklausuliert aufschreiben: Es ist

1—b 1- 15 Lo 1
ala—0b) 145, <1+\/5 _ 1—\/5> 5 /5 /5
2 2

und
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Damit ergibt sich
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w, = aa +Bb—%(a b)—\/5<< 5 ) ( 5 >>

Hier ist also fiir w,, die aus der Vorlesung bekannte Formel fiir die Glieder der Fibonaccifolge
entstanden — wir wissen nur noch nicht, daff (w,,) die Fibonaccifolge ist. Dies wird im nichsten
Schritt bewiesen.




c) Ich behaupte, dafy w,, = x, fiir alle n > 1 gilt. Dies beweisen wir per Induktion: Fiir n = 1
und n = 2 stimmt die Aussage, da wir o und 3 genau so gewihlt hatten, daf§ wy = 1 = 27 und
wy = 1 = x5 gilt. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, daf§ n > 2 ist und schon bewiesen,
dall w,,_; = z,,—1 und w,, = x,,. Dann ist

Wyt = WYyt + Bongr ((yn) und (z,) sind verallg. Fibonaccifolgen. . .)
- a(yn + yn—l) + 6(2n + Zn—l)
= (ayn + ﬁzn) + (aynfl + 5Zn71)

= W, + Wp_1 (Induktionsvoraussetzung anwenden. . .)
=2y + Tpn_1 (Definition der Fibonaccifolge. . .)
- xn+17

was zu beweisen war.



