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Aufgabe 1. Das Prinzip der vollstindigen Induktion ldft sich beispielsweise folgendermaflen formulie-

I'Cl‘llt

Ist A(n) fiir jedes n € N eine Aussage, und gelten die beiden Aussagen
A(l) und Vn>2 : (A(n—1) = A(n)),
so gilt A(n) fiir allen € N.

Um dieses Prinzip zum Beweis der behaupteten Gleichung anzuwenden, erkliren wir fiir jedes n € N die

Aussage A(n) durch
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Zum Beweis der Aussage A(1) (Induktionsanfang) schreiben wir sie aus
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und berechnen beide Seiten der behaupteten Gleichung: Die linke Seite liefert (—1) = 1, die rechte

Seite (—1)? 2 = 1, also stimmen beide Seiten tatsichlich iiberein.
Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n sei n > 2 fest und die Aussage A(n — 1) bereits bewiesen

(Induktionsvoraussetzung), also
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Zu beweisen ist, dafy dann auch
i<—1)k+1]€2 = (—1)"*! n(n+1)
2
k=1

\Wie man sieht, entscheide ich mich wieder einmal fiir die Variante mit dem Induktionsschritt n — 1 — n; mathematisch
ist es egal, ob ich diese nehme oder diejenige aus der Vorlesung mit dem Induktionsschritt n — 1 + 1, aber da die rechte Seite
der in dieser Aufgabe zu beweisenden Gleichung den Faktor n enthilt, ist — Faustregel! — diese Version des Induktionsprinzips
niitzlich.



gilt. Aber es ist

(—1)k+1k2> + (=1)"p? (Induktionsvoraussetzung anwenden)
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und wir sind fertig.
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Aufgabe 2.  Fiir den Induktionsanfang n = 2 ist

n
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so daf} die Behauptung stimmt. Fiir den Induktionsschritt 7 — n 4 1 sei n > 2 und bereits bewiesen,
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gilt (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, dafy dann auch
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gilt, aber es ist
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wie behauptet.
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Aufgabe 3. Um eine Vermutung fiir eine explizite Darstellung der Folge (a,) zu erhalten, berechnen
wir ihre ersten Glieder zu Fufi: Es ist
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Bis hierhin erkenne ich noch keine RegelmifSigkeit. Rechnen wir also weiter:

2a4 2-2 1
a5: = 2:—7
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2a5 2.5 2
aﬁz = 1:—7
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Jetzt (spitestens) kann man einige Gesetzmifligkeiten erkennen — beispielsweise, dafl die Zihler der
Briiche jeweils abwechselnd 1 und 2 sind. Ganz augenfillig wird die Struktur, wenn wir die Briiche so
erweitern, dafl sie a/le als Zihler 2 haben:

Jetzt kommen wir sofort zur Vermutung, daf§ a,, = %H tir alle n € N gilt. Diese versuchen wir nun

mittels vollstindiger Induktion zu beweisen.

Den Induktionsanfang n = 1 kdnnen wir uns inzwischen eigentlich sparen, da ja unsere Vermutung so

gebaut ist, dafl sie fiirn = 1,2, ..., 8 auf jeden Fall stimmt. Fiirs Protokoll vermerken wir trotzdem, daf$

ap = 1= 5 gilt.

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 nehmen wir an, daf fiir ein festes n € N bereits bekannt ist, daf}
2 2

. . . . . . 2 o
an = 57 ist (Induktionsvoraussetzung). Zu beweisen ist nun, dafl dann auch a,, 11 = D~ nie

gilt. Aber es ist nach der rekursiven Definition der Folge (ay,)

2a, .
Qpy1 = a (Induktionsvoraussetzung verwenden)
24+ a,
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wie behauptet. Nach dem Induktionsprinzip ist damit unsere Vermutung bewiesen, d.h. es ist a,, = %H

fiir allen € N.



Aufgabe 4. Fiir den Induktionsanfang n = 0 lautet die Behauptung: Ist |M| = 0, also M die leere
Menge, so ist [P(M)| = 2° = 1. Dies ist korrekt, denn es ist P(()) = {()} mit genau einem Element.
Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 sei n € Ny und schon bewiesen, dafl die Potenzmenge einer
n-elementigen Menge 2" Elemente besitzt. Sei nun M eine Menge mit |M| = n + 1. Wie im Hinweis
vorgeschlagen, fixieren wir ein Element € M (dies geht, dan 4+ 1 > 0 ist und M deshalb nicht leer
ist!) und machen nun einige Beobachtungen:

a) Es gibt genausoviele Teilmengen von M, die = enthalten, wie Teilmengen, die x nichr enthalten;
formal gesagt: die Teilmengen

A={XePM)|zeX}CP(M) ud B:={Y eP(M)|zgY}CPM)

haben die gleiche Michtigkeit.

Denn aus einer Teilmenge X des ersten Typs kann man eine Teilmenge X U {x} des zweiten Typs
machen, und aus einer Teilmenge Y des zweiten Typs eine Teilmenge Y\ {x} des ersten Typs, und
beide Vorginge sind invers zueinander.

Fiir einen formalen Beweis geben wir zueinander inverse (also bijektive) Abbildungen f: A — Bundg: B — A
an durch die Vorschrift f(X) := X U{z} und g(Y') := Y \ {z}. Beides sind zulissige Abbildungen, da sie nach
Definition Teilmengen des ,richtigen“ Typs hervorbringen. Nun gilt aber

(g0 /)(X) =g(f(X)) =g(XU{a}) = (X U{z}) \{z} =X
fiir alle X € A (beachte, dafl x ¢ X gilt!) sowie
(fog)Y)=f(g(Y)) =f(¥Y \{z}) = (Y \{z}) U{z} =Y
fir alle Y € B (beachte, dall z € Y gilt). Also ist go f = id4 und f o g = idg, d.h. f und ¢ sind invers
zueinander, also jeweils bijektiv, und das zeigt |A| = |B].
b) Esist |P(M)| = |A| + |B|.

Denn jede Teilmenge von M enthilt entweder das Element x, oder sie enthilt es nicht, d.h. jedes
Element von P(M) liegt entweder in A oder in B. Formal bedeutet das P(M) = A U B und
AN B =0, und daraus folgt

[P(M)| = |AUB| = [A] +|B| - \\J‘Lf,;_lil = Al + 18]

c) Esist B = P(M \ {z}) nach Definition, und wegen |M \ {z}| = |M| — 1 = n folgt nach
Induktionsvoraussetzung
1B = |P(M \ {z})| =2".
Insgesamt ergibt sich damit

P(M)| 2 A+ (B 22 1B L 22" =2+,

so dafd der Induktionsschritt beendet ist.



