Mathematisches Institut der Universitit Miinchen Daniel Rost
Wintersemester 2013/14 Lukas-Fabian Moser

Grundlagen der Mathematik I
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Aufgabe 1.
a) Der Euklidische Algorithmus besteht in einer wiederholten Division mit Rest:

6.706 = 10 - 623 + 476
623 = 1-476 + 147
476 =3 - 1474 35

147 = 4 - 35 +[7]

35=5-7T+0.

b) Der letzte Rest > 0, der sich im Euklidischen Algorithmus ergibt, ist ein groffter gemeinsamer
Teiler von @ und b, in diesem Fall also d = 7. Zur Bestimmung von z und y mit 7 =2 -a+y - b
kann man die Rechnung aus dem Algorithmus riickwirts lesen:

7 =147 —4-35 = 147 — 4 - (476 — 3 - 147)
= 13147 —4-476 = 13- (623 — 1 - 476) — 4 - 476
—13-623 — 17476 = 13- 623 — 17 - (6.706 — 10 - 623)

= 183-@—17-@19@,
=b =a
also kénnen wir x := —17 und y := 183 nehmen.
c) Laut Vorlesung ist
v = %b = —6‘7067' 023 _ 506.834

ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von @ und b.

Aufgabe 2. Laut Vorlesung gibt es Zahlen x1,y; € Z mit dy = z1a + yic und Zahlen x5,y € Z mit
dy = x9b 4 yoc. Dann ist

di - dy = (z1a + yic) - (220 + yac)
= T125 - ab + x1y2ac + x2y1bC + ylyQCQ.

Da nach Voraussetzung c ein Teiler von ab ist, teilt ¢ jeden Summanden im letzten Ausdruck, also ist ¢
ein Teiler von d; - ds.

Aufgabe 3.

a) Der Hinweis lautet, die Werte a? + k und a? — k? miteinander zu vergleichen: Letzterer lifit sich
faktorisieren als (a — k)(a + k), ist also stets durch a + k teilbar. Andererseits ist

(@®+k)— (> k) =k +k=k-(k+1),

also ist die Zahl a + k genau dann ein Teiler von a® + k, wenn sie ein Teiler von k - (k + 1) ist.

(Der Kern dieses Arguments lautet: Ist a+b = ¢, und ist d ein Teiler von b, so giltd | a <= d | c.)



b) Nach a) (fiir £ = 6) gilt fuir alle a # —6

(a+6) | (a®+6)
— a+6e€T(6-7) =T(42)
= a+6¢€{Fl,4+2 43 46,7, £14, 21, £42}
— ac{-48,-27,-20,-13,-12,-9, -8, —7,—5,—4,—-3,0,1,8,15,36} .

¢) Wieder nach a) (fiir K = —6) gilt fiir alle @ # 6

(a —6) | (a* - 6)
—— a—6¢eT((—6)-(=5)) = T(30)
& a—6¢ {£],+2, 43,45, +6,+10, +15, £30}
— aec{-24,-9,-4,0,1,3,4,5,7,8,9,11,12,16,21,36} .

Aufgabe 4.

a) Esist zum einen zu tiberpriifen, dafl z * y wirklich fiir alle , y € G ein sinnvoller Ausdruck ist (in
diesem Fall also: daf§ niemals durch 0 dividiert wird), und zum anderen, dafd sein Wert tatsichlich
wieder ein Element von G ist.

Fiir ersteres zeigen wir (wie im Hinweis vorgeschlagen) sogar, dafl 1 + zy > 0 fiir 2,y € G ist:
Wegen |z, |y| < 1 folgt |zy| = |x| - |y| < 1, also insbesondere —1 < zy und damit zy + 1 > 0.

Zum Nachweis, dafd fiir x,y € G auch x xy € G gilt, konnen wir nun (da wir wissen, dafl der
Nenner xy + 1 positiv ist), dquivalent umformen:

rxy €
_l’_
T Y -1,
1+ay
— —1<x+y<1
1+ay
— —-l-ay<z+ty<liuzy

Nun gilt aber
r+y<l4zy < z-(1—-y)<1l-—y,

und die letzte Aussage ist wahr wegen 1 —y > 0 und & < 1; ebenso gilt
—l—azy<z+y <= —-1—-y<(l+yzr << —(1+y)<(l+4y)-uz,
und die letzte Aussage ist wahr wegen 1 +y > O und z > —1.

b) Wir wissen schon, daf§ * eine Verkniipfung auf G ist; ihre Kommutativitit (fiir das Adjektiv
sabelsch®) ist offensichtlich, weil

gilt.



Die Assoziativitit von * sicht man anhand der folgenden Rechnung: Fiir z,y, 2 € G gilt

Tty
Lz
) s — T+ oy — Ty
Yy Tty
1+azy 1+ 782

r+y+(14+zy) -z

l+zy+(v+vy)- =
rT+y+z+xyz

l+ay+yz+zx

§ Y+ z _ x+f/+——;
1+yz 1+x-f’jyzz

r-(1+yz)+y+=z

l+yz+z-(y+2)
rT+y+z+aryz

1+ 2y +yz+ 22

sowie Tx(yxz) =1

also ist tatsichlich (z % y) % 2z = x x (y x 2).

Ich behaupte, daff die Zahl 0 € G neutrales Element von (G, %) ist: Denn fiir alle x € G ist

.0 z+0 T
aj :—:—:l’
1+z-0 1
0+
und Oxr= g ==

wobei man sich die zweite Zeile aufgrund der Kommutatitivit von * auch sparen kénnte.

Fiir die Existenz von Inversen sei * € G gegeben; wir miissen ein y € G finden mitz xy = 0 =
y * x. Ein offensichtlicher Kandidat (man betrachte den Zihler des Bruches, der * definiert!) ist
y := —x, und tatsichlich gilt mit dieser Festlegung sowohl y € G als auch

T+ (—x) 0

= = :O
T*xY 1tz (—a) 1— 22

(und ebenso y * x = 0, schon wegen der Kommutativitit von *).

Also ist (G, ) eine Gruppe, genauer: eine abelsche Gruppe, weil die Verkniipfung * ja kommutativ
ist.

Fiir Interessierte: Wie kann man eine solche merkwiirdige Gruppenstruktur finden?

Die Grundidee ist es, die Struktur einer schon bekannten Gruppe — in diesem Fall ist das die Gruppe (R, +) — mittels einer
bijektiven Abbildung f : R — G auf die Menge G zu ,iiberspielen, und zwar durch die Festlegung, daf§ fiir z,y € G
gelten soll

wxy = f(f7H @)+ 7)),

also in Worten: Um @,y € G zu verkniipfen, ziche man sie mittels f~! in die Menge R, addiere sie dort und schiebe
das Resultat mittels f wieder in die Menge G zuriick. Man kann sich relativ leicht iiberlegen, daff man auf diese Art
automatisch eine Gruppenstruktur auf G erhilt, deren neutrales Element f(0) ist.

Die in unserer Aufgabe angegebene Gruppenstruktur entsteht nun durch die Wahl von f(t) := tanh(t), wobei tanh der
sogenannte ,, Tangens hyperbolicus® ist, der definiert ist durch

el —e?

tanh: R —|-1,1[, t—» ——.
et + et

Diese Funktion ist bijektiv, und fiir sie gilt das sogenannte ,,Additionstheorem®

tanh(s) + tanh(t)
1 + tanh(s) tanh(t)’

tanh(s +¢) =



und damit ergibt sich

2%y = tanh(tanh~ () + tanh (1)) = tanh(tanh ™' (2)) + tanh(tanh ™' (y))  z+y
v YITTT tanh(tanh ! (z)) tanh(tanh~'(y)) 1+ 2y’



