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Aufgabe 1.
a) Die Formel besagt, daff die Summe der umrahmten Zahlen im Pascalschen Dreieck (hier fiir & = 1,
n =4)
1
1
_l’_

1 5 10 5 1

die fettgedruckte umrahmte Zahl ergibt, und Analoges fiir jede andere Summe entlang einer solche
Diagonalen, die am rechten Rand des Dreiecks beginnt.

(ﬂJ*(Z) - <n21)

wurde in der Vorlesung schon fiir 1 < k < n bewiesen, so dafl wir uns nur noch um den Fall

k > 1, n < k kimmern miissen. Dann ist aber (Z) = 0 nach unserer Festlegung, und es ist nur zu

zeigen, dafS (,:1) = (nzl) gilt. Hier gibt es nun zwei Fille: Ist n < k — 1, so giltauchn + 1 < £,

und beide Seiten ergeben 0. Andernfalls ist n = k — 1, und dann liefert die linke Seite (Zj) =1
sowie die rechte (Z) = 1, so daf die beiden Seiten auch hier {ibereinstimmen.

b) Die behauptete Formel

Das Pascalsche Dreieck ist durch unsere zusitzliche Dimension nach rechts durch einen (unend-
lichen) Haufen von Nullen erginzt worden; die Formel besagt nun, daf§ auch in diesem erginzen
Dreieck jeder Eintrag die Summe der beiden direkt dariiberstehenden ist:

1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0

1 2 (1] + [0] 0 0 0 0
1 3 3 // 0 @+//@ 0



¢) Da die Rekursionsformel fiir die Fibonacci-Folge immer auf die letzten zwei Folgenglieder zuriickgreift,
werden wir auch den Induktionsanfang fiir die ersten zwes Fille bereitstellen miissen: Fiir n = 0 ist

" - o /0—i 0
()2 () =) e
=0 t =0 t

und fiir n = 1 ist

S50 () e

Fiir den Induktionsschritt 0,1, ...,7 — n + 1 sei nun n > 1 und die Behauptung fiir 0,1,...,n
bewiesen. Zu untersuchen ist nun das Folgenglied (,1)+1 = Zpn+2, und unter Verwendung der
Rekursionsformel fiir die Fibonacci-Zahlen kénnen wir rechnen:

Tpio = Tp + Tpia (Induktionsvoraussetzung anwenden. . .)
(=1 =i\ < [n—i
= ‘ < ; ) + Z ( ; ) (Indexverschiebung. . .)
=0 =0
= Z <(n ) (i + Z (n , Z) (Summen zusammenfassen. . . )
, 1—1 1

und das ist die behauptete Gleichung fiir n + 1. Im Umformungsschritt (*) haben wir dabei

verwendet, daf
1:<n+1—0) und <n+1—(n+1)):0
0 n+1

Fiir die Veranschaulichung dieser Aussage lasse ich die in b) eingezeichneten Nullen weg, weil sie
den Wert einer Summe nicht mehr dndern. Dann bedeutet unsere Formel:

gilt.



Aufgabe 2.

a) Genau zu jeder Menge von zweien der 20 Personen findet ein Hindedruck statt; es gibt also so viele
Hindedriicke wie zweielementige Teilmengen einer Menge mit 20 Elementen, und deren Anzahl

betrigt
20 20-19
= —— =190.
<2) oor

b) Eine mégliche Art zu zihlen wire die folgende: Verabschiedet sich ein Ehepaar von einem anderen,
werden 2 - 2 = 4 Hindedriicke ausgetauscht. Das passiert genau so oft, wie Mengen aus zwei
Ehepaaren gibt, also (') mal. Insgesamt werden also

g () 2y 22
2 21

Hindedriicke ausgetauscht.

Alternative Zihlweise: Die Situation ist wie in a) mit 30 Personen, mit dem Unterschied, daf$ sich Eheleute nicht

voneinander verabschieden, weil sie ja gemeinsam nach Hause gehen. Von allen (%) méglichen Hindedruckpaaren

finden also 15 nicht statt, so daf§ zu insgesamt

Hindedriicken kommt.

Verschiedene Moglichkeiten, die selbe kombinatorische Gréfie zu zihlen, fiihren oft zu eleganten Beweisen fiir For-
meln mit Binomialkoeffizienten: Verallgemeinern wir von 15 auf n Ehepaare, so beweisen unsere beiden Zihlvarianten

die Formel )
n n
4. = — i >
(2) <2) n  firallen >0

(die man natiirlich auch direkt rechnerisch tiberpriifen, aber vielleicht nicht so leicht entdecken kénnte).

¢) Bei jedem Abschied eines Ehepaars von einem anderen werden 4 Kiiflchen ausgetauscht (zwei unter
den Damen, jeweils einer vom einen Herrn an die andere Dame und umgekehrt). Da wir schon
gesehen haben, daf§ (125) Abschiede von Ehepaaren stattfinden, werden insgesamt

4. 15 — 4. H — 490
2 2.1
Kiiflichen gegeben.

Ebenso finden bei jedem Abschied zweier Ehepaare drei Hindedriicke statt (nidmlich je einer zwi-
schen allen Kombinationen aufler den beiden Damen). Damit werden insgesamt

15 15-14
. p— R — 1
3 <2> 3 51 315

Hindedriicke getauscht.

Aufgabe 3.

a) (i) Bei unterscheidbaren hat jeder Autofahrer nacheinenader die freie Wahl zwischen den drei
Spuren; insgesamt gibt es dafiir 3!% = 1.594.323 Moglichkeiten.

Begriindung am Urnenmodell: Die Entscheidung eines Autofahrers fiir eine Spur ist das Ziehen einer Kugel
aus einer Urne mit drei Kugeln = Spuren mit Zuriicklegen (denn eine Spur wird nicht ,verbraucht®, wenn
ein Autofahrer sich fiir sie entschieden hat) mit Beachtung der Reihenfolge (denn wir vermerken, welches
Auto sich gerade fiir eine Spur entschieden hat). Fiir das Ziehen von k = 13 Kugeln aus einer Urne mitn =

3 Kugeln mit Zuriicklegen und Beachtung der Reihenfolge gibt es laut Vorlesung nk =313 Maoglichkeiten.



(ii)

b) (@)

(ii)

Aufgabe 4.

Bei nicht unterscheidbaren Autos wird eine Konfiguration nur dadurch beschrieben, an wel-
cher Spur wieviele Autos stehen (ohne daf} es darauf ankime, welches Auto nun genau auf
welcher Spur steht); im Urnenmodell von (i) dufert sich diese Anderung darin, daf§ nunmehr
ohne Beachtung der Reihenfolge gezogen wird. Fiir das Ziehen von k& = 13 Kugeln aus einer
Urne mit n = 3 Kugeln mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge gibt es aber laut

Vorlesung
n+k—1 3+13—-1 15 15 15-14
k 13 13 2 2-1
Maoglichkeiten.
Bei unterscheidbaren Autos hat der erste ankommende Fahrer die freie Wahl zwischen drei

Spuren; der nichste nur noch die Wahl zwischen den beiden Spuren, die noch frei sind, und
der dritte ankommende Fahrer fihrt dann an die noch freie Spur. Danach steht an jeder
Spur genau ein Auto, und fiir die nichsten Autofahrer wiederholt sich das Spiel (fiir ihre
Entscheidung ist es egal, wieviele vollstindige Reihen schon vorne an der Ampel stehen).
Insgesamt gibt es also

3:-2-1-3-2-1-3-2-1-3-2-1-3=23"-2*.1"=3.888

~
13 Autos

mogliche Konfigurationen.

Bei nicht unterscheidbaren Autos wird der Vorgang genauso ablaufen, wie unter (i) beschrie-
ben — am Ende werden also die ersten 12 Autos sich gleichmifig auf die drei Spuren verteilt
haben (dafiir gibt es, bei nicht unterscheidbaren Autos, nur eine einzige Méglichkeit!), und
das dreizehnte Auto hat die Wahl zwischen einer der Spuren. Insgesamt gibt es hier also
3 Moglichkeiten, die sich nur durch die Spur unterscheiden, auf dem das dreizehnte Auto
steht.

a) Esist

sowie

(123456 (12
T°0=15 416 3 2 2 5

(Insbesondere sicht man, dafl 0 o 7 # 7 o ¢ ist.) Auflerdem ergibt sich

. (123456 . . (123456
9 T\4165 23 O T\365 21 4)

b) Wir erhalten

0_1

(123456
“ 77 \2 5614 3)

123456 123456 123456
= 0000 = O fry

256 14 3 256 1 4 3 54321 6)°
) 123456 123456 123456
= 0 00 = O fry

54321 6 256 14 3 4165 2 3)°
oo (12345 06) (123456)_(123456)_,,
—7°%=1{416 5 2 3 256143 1 2345¢6) "



Damit ergibt sich weiter 0° = 0% 0 0 = idooc = o, entsprechend 0® = &2

usw., und die
allgemeinen Formeln lautet: Fiir alle £ € Ny ist

o't = (o) = id* = id,
ot =% 65 =idoo =0,
o2 = g% 6 5? =idoo? = o,
o3 — 54k 5 53 _id o o3 = o3

Fiir die Potenzen von 7 erhalten wir

o _(123456) (123456 _(12345¢6
TETOT= 5 416 3 2 541632 36521 4)
5_ o, _(123456) (123456)_(123456)\__
TETCPTT\3 65 21 4 541632 \12345¢6) "
Fiir alle & € Ny heif3t das

7k = () = id*F = id,

P 23k o —idor =1,

T2 = o =idor? =72



