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Aufgabe 1.
a) Esist
a)p = 1,
ay 1 1
Ao = = = —
T +2 142 3
ST a2 ly2 0 T
a2 Iy2 18
1
= 1
a5 = a4 15 = —

b)

a+2 42 30

Es fillt auf, dafd die errechneten Werte immer Briiche mit Zihler 1 sind, und der Nenner ist immer
um 1 kleiner als eine Zweierpotenz — genauer kann man vermuten, daf a,, = 5= gilt, denn fiir
n = 1,...,5 stimmt diese Formel. (Wer dieses Bildungsgesetz nicht erkannt hat, sollte einfach
weitere Werte berechnen, bis sich ein Muster abzeichnet.)

Wir wollen beweisen, daf tatsichlich a,, = 2n—1_1 fir alle n € N gilt. Einen Induktionsanfang

(formal n = 1) benétigen wir nicht mehr, da die Formel ja so ausgewihlt ist, daf$ sie fiir n =
1,..., 5 tatsichlich stimmt. Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 nehmen wir an, daf$ n € N fest
ist und schon bekannt ist, daff a,, = 57— gilt (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, daf$ dann
auch a, 1 = 2,&—1171 gilt. Aber nach der Rekursionsformel fiir die Folge ist

(nt1 = ana—T— 5 (Induktionsvoraussetzung anwenden)
2%171 . 1 B 1 B 1

was zu beweisen war.

Aufgabe 2.  Es ist linkerseits

sowie rechterseits

n—1\ (n—1)! B n!
"(k;—1> T D (D) - -1 G-Dl-(n—&)

also haben tatsichlich beide Seiten den gleichen Wert.



Damit gilt nun

~ (1 & kN n—1\ n—k
Zk(k)x (1—-x)""=>» n k_1>x (1—x)
k=1 k=1
~ —1
=nx- Z <Z 1)xk1(1 — x)=D=¢=D(Indexverschiebung. . .)
k=1
n—1 n—1
=nux Z < I )xk(l — 2)""Y=%  (Binomische Formel...)
k=0
=nz-(z+(1—x)""!
=nx- 17!
=nx.

Diese Formel ist in der Stochastik von Bedeutung: Nehmen wir an, ein Elfmeterschiitze erzielt mit einer Wahrscheinlichkeit
von = € [0, 1] tatsichlich ein Tor. Wieviele Tore sind zu erwarten, wenn er n Versuche hat? Formal gesagt: Was ist der
Erwartungswert der Zufallsvariable X = Anzahl der erzielten Treffer in 1 Versuchen?

In der Schule zeigt man (Stichwort ,,Binomialverteilung®), daff die Wahrscheinlichkeit fiir ,,genau k Treffer"

P(X =k) = (Z) zf (1 —z)n*

ist. Der Erwartungswert von X ist dann

ék.P(X —k) = ik@)zk 1-2)"* = na.

k=1

In n Versuchen erwartet man also na Treffer, was auch anschaulich iiberzeugt.

Aufgabe 3. Wir beweisen jede dieser Formeln durch vollstindige Induktion nach n.

a) Fiir n = 1 liefert die linke Seite den Wert 2y = 1, die rechte den Wert 23 — 1 = 21 + 29 — 1 =
1+1—1=1, die Behauptung stimmt in diesem Fall also.

Fiir den Induktionsschritt n — n+1 nehmen wiran, dai n € Nfestistund >, 23 = Zy0—1
gilt. Dann formen wir folgendermaflen um:

n+1 n
E Tk = Tpy1 + E Tk
k=1 k=1

V)
= Tp+l T Tpy2 — 1

= Tpy3 — 1
= Tn+1y42 — 1,

wodurch die Behauptung bewiesen ist.

b) Fiir n = 1 liefert die linke Seite den Wert x5 = 1, die rechte den Wert 291,71 — 1 = 23 — 1 =
2 —1 =1, die Behauptung stimmt in diesem Fall also.

Fiir den Induktionsschrittn — n+1sein € Nund >_}_, T2 = Z2,41 — 1 schon bekannt. Dann
gilt
n+1 n

E Togp = Top42 + E Tok
k=1 k=1

LV
= Topto + Topy1 — 1

= Top43 — 1

= To(n+1)+1 — 1,



was zu beweisen war.

c) Fiir n = 1 liefert die linke Seite den Wert 259.;_; = 21 = 1, die rechte Seite den Wert 25,1 = 25 =
1. Die Behauptung stimmt also in diesem Fall.

Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 sei n € N und schon bekannt, dafd EZ:I Tok—1 = Ty gilt.

Dann ist
n+1 n
Z Tok—1 = To(n+1)—1 T Z Tok—1
k=1 k=1
(V)
= Topt1 + Ton
= T2n+2
= T2(n+1)»
was zu zeigen war.
Aufgabe 4. Es muf fiir jedes n > 2 gelten
anJrl — an 4 anfl
b
oder dquivalent (durch Ausklammern von a™ 1)
a”ta?=a""1 (a+1). (1)

Dies ist sicher dann stets erfiillt, wenn a = 0 ist; damit ist ag := 0 eine mdgliche Losung. Fiir a # 0 ist
die Gleichung (1) dquivalent zu a®> = a + 1 (man beachte das Verschwinden der Variable n!), so dafl die
Losungen dieser quadratischen Gleichung genau die méglichen Werte von a sind.

Die Losungen der Gleichung a’=a+1, dquivalent a? — a — 1 =0, sind aber nach der Quadratischen
Losungsformel

1++5
2

a2 =

Es gibt also genau drei solche Zahlen, nimlich ag = 0, a; und as.



