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Einfiihrung

Bereits in der Antike wurden intensiv die Moglichkeiten der Losung geometrischer Probleme
nur mit Zirkel und Lineal studiert, und die entsprechenden Begriffe und Resultate (das Fillen
von Loten, Winkelhalbierung, Thaleskreis usw.) sind bis heute fester Teil des mathematischen
Schulstoffes. Einige Probleme konnten jedoch weder in der Antike noch spiter gelost werden;
die berithmtesten sind:

e Das Problem der Wiirfelverdoppelung: Konstruiere die Seitenldngen zweier Wiirfel, deren
Volumina sich verhalten wie zwei zu eins.

(Angeblich wurde diese Aufgabe den Bewohnern der Insel Delos vom Delphischen Ora-
kel gestellt, als diese um Rat zur Bekdmpfung einer Pestepidemie fragten; man nennt es
daher auch das Delische Problem.)

e Die Konstruktion eines regelméfliges n-Ecks fiir vorgegebenes n > 3.

(Die Fille n = 3,4,5 sind klassisch und bis auf n = 5 auch heute Schulstoff. Durch
Winkelhalbierung ist es auflerdem stets moglich, aus einem n-Eck ein 2n-Eck zu ma-
chen, so dafd man sich auf ungerades n beschranken kann. Mit elementaren Argumenten
kann man noch weiter reduzieren auf den Fall, daf§ n eine Primzahlpotenz ist.)

e Die Drittelung eines beliebigen Winkels.

(Ist sie moglich, so kann man aus einem n-Eck auch ein 3n-Eck konstruieren; insbeson-
dere ist dann beispielsweise das regelméflige Neuneck konstruierbar.)

e Die Quadratur des Kreises, also die Kontruktion eines Quadrates und eines Kreises mit
gleichem Flacheninhalt.



Erst im 19. Jahrhundert konnte man beweisen, daf3 alle diese Probleme (in ihrer allgemein-
sten Form) nicht 16sbar sind. Dies kann natiirlich nur gelingen, wenn man sich von der Un-
tersuchung spezifischer Konstruktionsvorginge verabschiedet und vielmehr die prinzipiellen
Moglichkeiten und Begrenzungen dieses Werkzeuges untersucht. Wie das moglich ist, soll im
folgenden erklart werden.

1 Formalisierung

Die ,,Spielregeln“ sind folgendermaf3en festgelegt: Das Lineal darf nur zum Zeichnen der Ge-
raden durch zwei schon bekannte Punkte verwendet werden, der Zirkel nur zum Zeichnen
des Kreises um einen schon bekannten Mittelpunkt, dessen Radius gleich dem Abstand zwei-
er ebenfalls schon bekannter Punkte ist. Ein Punkt gilt dabei als bekannt, wenn er seinerseits
Schnittpunkt von schon konstruierten Kreisen bzw. Geraden ist. Indem wir unser Augenmerk
weg von den Kreisen und Geraden und hin zu den Punkten richten, kann man die Spielregeln
folgendermafien zusammenfassen: Eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal ist ein Vorgang,
mit dem in jedem Schritt neue Punkte gewonnen werden, und zwar als Schnittpunkte von
Kreisen bzw. Geraden, die durch schon frither konstruierte Punkte gegeben sind. Wie kann
man das nun formalisieren?

Wir bezeichnen mit £ die Zeichenebene. Fiir 1 # x5 € E bezeichnen wir mit L(x, z5) C F
die Gerade, die durch x; und x5 verlduft. Sind u, 21, x5 € F, so bezeichnet K (u; z1,x2) C F
den Kreis mit Mittelpunkt u, dessen Radius durch den Abstand der Punkte z; und x5 gegeben
ist.!

Definition. Es sei 7" C FE eine Punktmenge in der Ebene. Ein Punkt a € E heif3t aus T" direkt
konstruierbar, wenn a € T gilt (,,Was schon konstruiert ist, ist konstruierbar!), oder wenn eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

i) Esgibtty, 1o, 81,50 € T mitty # to und s; # S9, so dad L(ty,ta) # L(s1, s2) gilt und a
in beiden enthalten ist.

ii) Es gibt 1,19, 81,80, u € T mit $; # s9, so dafl a sowohl in C'(u;ty,t5) als auch in
L(s1, s2) enthalten ist.

iii) Es gibt t1, 9, 51, 89, u,v € T, so dall C'(u;tq,t2) # C(v;s1,$2) gilt und @ in beiden
enthalten ist.

Die Menge der direkt aus 7" konstruierbaren Punkte bezeichnen wir mit #1(T').

!Die Bedingung x1 # 2 kann man zusitzlich verlangen, aber das dndert nichts an dem erhaltenen Konstruier-
barkeitsbegriff. — Man kann sich auch auf den Fall © = x; beschridnken, also verbieten, den Zirkel erst ein-
zustellen und dann neu einzustechen. Es stellt sich aber heraus, dafl diese Einschrankung der Moglichkeiten
nur die Zahl der nétigen Konstruktionsschritte erh6ht; darum verzichten wir auf sie.



Nach Definition gilt 7" C #'(T). Wir schreiben #*(T) := (Y (T)) fir die in zwei
Schritten aus 7" konstruierbaren Punkte und allgemein rekursiv 2" (T) := ' (¢ " 1(T)).
Dann haben wir eine aufsteigende Kette von Teilmengen

T=x°T)c #NT)cx*T)C....

Definition. Die Menge % (T) := | J,,., " (T') nennen wir die Menge der aus 1" konstruier-
baren Punkte.

Jede Konstruktion mufd mit irgendwelchen gegebenen Punkten beginnen: Es ist schnell zu se-
hen, dafl 7' () = 0 ist, und aulerdem, daf aus |T'| = 1 folgt #*(T) = T, also induktiv
A ™(T) = T und damit # (T') = T. Man kann also nur dann wirklich zu konstruieren be-
ginnen, wenn man mindestens zwei Startpunkte gegeben hat (und dann ergibt sich tatsdchlich
eine ganze Welt konstruierbarer Punkte, denn man kann schnell zeigen, daf aus |7'| > 2 folgt

| Z(T)] = o0).

2 Algebraisierung: Die komplexen Zahlen

Um nun zu entscheiden, welche Konstruktionsaufgaben mit Zirkel und Lineal l6sbar sind (und
wenn ja, wie?), missen wir die Struktur der Menge . (T') fir eine gegebene Startmenge T’
untersuchen. Dies gelingt mit algebraischen Methoden, wobei der Weg zur Verkniipfung mit
der Algebra darin besteht, auf der Zeichenebene E algebraische Operationen zu definieren.

Stellen wir uns also F von nun an als die Ebene EZ = R? vor. Dann haben wir nicht nur einen
ausgezeichneten Ursprungspunkt (0, 0), sondern konnen auch Punkte mit Vektoren identifi-
zieren und sie folglich addieren und vervielfachen. Leistungsfahig wird diese Theorie durch
eine weitere Rechenoperation, die wir auf der Ebene F definieren konnen, namlich die Mul-
tiplikation: Dazu beschreiben wir einen Punkt a der Ebene nicht nur durch seine Koordi-
naten (z,y), sondern durch seinen Betrag |a| und sein Argument £a, den Winkel von der
positiven z-Achse im Gegenuhrzeigersinn zu a (wobei man pragmatischerweise £0 := 0 defi-
niert; der Zusammenhang zwischen Koordinaten und Betrag/Argument ist durch die Formeln
x = |a| - cos La, y = |a| - sin La gegeben).

Definition. Das Produkt zweier Punkte a,b € E ist der (eindeutig bestimmte) Punkt ¢ € F
mit |¢| = |a| - |b] und Lc = £La + £b. Man schreibt ¢ =: a - b =: ab.

2.1 Satz. Fiir die Verkniipfungen + und - auf I gelten die folgenden Rechenregeln fiir alle a, b, c €
E:

i) ab = ba, a + b = b+ a (Kommutativitiit)

ii) (a+b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(bc) (Assoziativitiit)



iii) a(b+ ¢) = ab + ac (Distributivitit)
iv) Fiir die Punkte 0 :== (0,0) und 1 := (1,0) gilt 0+ a=aund 1 - a = a.

v) Ist a # 0, so gibt es ein (automatisch eindeutig bestimmtes) d mit ad = 1; wir schreiben
1.y
L =d.

Beweisskizze. Der einzige Punkt, der etwas Miihe erfordert, ist die Distributivitdt — dies ist aber
(so gefahrlich solche Wertungen sind) die wichtigste Rechenregel, denn erst durch sie wird ein
Zusammenhang zwischen Addition und Multiplikation hergestellt, die ansonsten vollig un-
abhingig voneinander existieren wiirden. Zum ihrem Beweis kann man sich auf die zwei Fille
beschrinken, daf |a| = 1 oder £a = 0 ist; im einen Fall muf man dann die Drehinvarianz, im
anderen die Streckinvarianz der geometrischen Definition der Vektoraddition beweisen. [

Man formuliert den Satz so, da3 £ mit den Verkniipfungen + und - einen sogenannten Korper
bildet, den Korper der Komplexen Zahlen (die iibliche Notation, wenn man nicht wie wir Ele-
mentargeometrie treiben mochte, lautet C := F). In einem Korper kann man beziiglich aller
Grundrechenarten hantieren wie mit den gewohnlichen rationalen oder reellen Zahlen. Der
Korper E besitzt sogar, im Unterschied zu R, zu jedem Element eine Quadratwurzel, wie man
geometrisch sehen kann: namlich durch Wurzelung des Betrages und Halbierung des Argu-
ments der gegebenen Zahl!

Wir wir gesehen haben, bendtigen wir sinnvolle Konstruktionen immer mindestens zwei gege-
bene Startpunkte — welche, ist im Prinzip egal, da man durch Drehen und Strecken aus einem
gegebenen Punktepaar ein beliebiges anderes gegebenes Punktepaar machen kann. Wir ver-
einbaren daher, immer 0,1 € 7" anzunehmen. Unter dieser Voraussetzung lassen sich die (ja
ebenfalls geometrisch definierten) komplexen Grundrechenarten alle mit Zirkel und Lineal
durchfiithren:

2.2 Satz (Rechnen mit Zirkel und Lineal). Es sei 1" C C eine beliebige Teilmenge mit 0,1 € T,
und es sei & := ¢ (T). Dann gilt fiir alle a, b € ¢ :

at+bex, —aeX,

a-bex, %E%(fallsa#O).

A ist also ebenfalls ein Korper (ein Unterkorper von E).

Beweis. Wir geben teilweise nur Beweisskizzen:
i) Negatives: —a ist (firr a # 0) der zweite Schnittpunkt von C'(0; 0, a) und L(0, a).

ii) Summe: a + b ist einer der beiden Schnittpunkte von C'(a;0,b) und C(b;0, a), sofern
a # 0und a # bist. a + a = 2a ist der zweite Schnittpunkt von C(a; 0, a) und L(0, a).



iii) Produkt: Die Richtung des Vektors von ab erhilt man durch Winkeliibertragung, eine
Strecke der Linge |a| - |b| mittels zentrischer Streckung (also durch Konstruktion einer
Parallelen).

iv) Kehrwert: Die Richtung des Vektors von a ! ergibt sich wieder durch Winkeliibertragung,
und die Linge ebenfalls durch zentrische Streckung. 0

2.3 Satz (Wurzelziehen mit Zirkel und Lineal). Es sei ' C C eine beliebige Teilmenge mit
0,1 €T, und essei # := # (T). Dann ist fiir jedes a € X auch \/a € K .

Beweisskizze. Zum Wurzelziehen benotigt man zum einen eine Winkelhalbierung, zum ande-
ren die Konstruktion einer Strecke der Linge +/a. Ersteres ist klassischer Schulstoff; letzteres
ermoglicht der Hohensatz des Pythagoras, der wiederum durch den Satz von Thales anwend-
bar wird. O

Wir vereinbaren, von nun an unter einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal stets eine von
den beiden Punkten {0, 1} ausgehende Konstruktion zu verstehen, und schreiben kurz ¢~ :=
({0, 1}). Die Struktur eines Korpers auf der Menge .#~ ermdoglicht nun eine viel genauere
Beschreibung ihrer Struktur; dazu miissen wir jedoch mehr iiber Korper wissen.

3 Korper und quadratische Erweiterungen

Ein Korper ist, wie gesagt, eine Teilmenge F' C E mit 0,1 € F, fir die mit a,b € F auch
a+b,—a,a-bund (falls a # 0) auch i in F' liegen. Beispiele fiir Korper sind F selbst und 7,
aber auch Q und R (wobei wir eine reelle Zahl a als das Element (a, 0) von E auffassen).

3.1 Proposition. Ist F' C I ein Korper, so gilt Q C F.

Beweis. Aus 1 in F folgt induktiva € F' fir alle a € N und dann auch fiir alle a € Z. Weiter
ergibt sich% € Ffiralle 0 # a € Z und schlieflich § = a% € Ffirallea,be Z,b#0. [

3.2 Beispiel. Die Menge {a + W?2|a,be Q} ist ein Korper, den man als Q(v/2) bezeichnet.

Beweis. Nicht offensichtlich sind nur die Abgeschlossenheit unter Multiplikation und die Exi-
stenz von Inversen. Fiir ersteres geniigt die Rechnung (a 4 bv/2) - (¢ + dv/2) = ac + 2bd +
(ad + bc)/2, fiir letzteres die etwas trickreichere Darstellung

1 —bv2 b
_a-W2 + V2
at+bv/2 az—2b2  a?-—20%  a?— 202

fir a+bv2 # 0. Damit diese Rechnung korrekt ist, diirfen wir nicht mit 0 erweitert haben, wir
miissen also @ — by/2 nachweisen. Ist b = 0, so sind wir nach Voraussetzung fertig; andernfalls



wiirde aus a — bv/2 = 0 folgen V2 = 7 € @, und schon die alten Griechen wuften, dafl v/2
keine rationale Zahl ist.? O
Dieses Beispiel laf3t sich ausdehnen zu einem allgemeinen Verfahren, um Korper zu vergrofern:

3.3 Satz. Es sei F' C E ein Korper, und es sei o« € E Losung einer quadratischen Gleichung
22 + pr +q = O mit p,q € F. Dann ist die Menge F'(a) := {a + ba | a,b € F} wieder ein
Korper.

Man nennt den Korper F'(«) eine quadratische Erweiterung von F.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille: Ist & € F, so gilt F'(«r) = F, so daf3 nichts zu beweisen
ist. Wir konnen uns also auf den interessanteren Fall beschrianken, dafd o & I ist.

Der Beweis verlduft nun dhnlich wie im letzten Beispiel, nur noch etwas trickreicher: Fiir Pro-
dukte ergibt sich

(a+ba) - (c+ da) = ac + bda® + (ad + be)a = (ac — bdq) + (ad — be — p)a € F(a),

wobei wir die Beziehung a? = —q — pa verwendet haben. Fiir die Existenz von Inversen
verwenden wir einen Trick: Es sei  := —p — «a; nach dem Satz von Vieta ist 3 ebenfalls eine
Nullstelle des gleichen Polynoms, und es gilt a- 8 = q. Fiir a+ba # 0 konnen wir nun rechnen

I a+bg B a—"b(p+ ) ~ (a—1bp) —ba
a+ba  (a+ba)(a+b3) a?+b2aB +abla+B)  a®+ qb? — pab
a—bp b

= — a.
a? + gb*> — pab  a? + qb* — pab

Dieser letzte Ausdruck liegt nun sicher in F'(«); wir miissen nur wieder sicherstellen, dafl wir
nicht mit Null erweitert haben: Wire aber a + b3 = 0, so folgt (wegen a + ba # 0) auf jeden
Fall b # 0, daraus aber 8 = —% € I'und weiter « = —p — 3 € I, aber diesen Fall haben wir
oben schon behandelt. O

4 Die algebraische Charakterisierung konstruierbarer Punkte

Mit diesen Begriffen konnen wir eine prézise Charakterisierung des Korpers der konstruierba-
ren Zahlen geben:

2Auch ohne die Kenntnis dieses Satzes wire die Aussage richtig: Denn dann wire einfach Q(v/2) = Q.
3Fiir Kenner: Man beachte, dafl wir — in der iiblichen Terminologie — eigentlich eine Erweiterung vom Grad
hochstens 2 definiert haben.



4.1 Satz (Hauptsatz iiber konstruierbare Zahlen). Ein Punkta € F liegt genau dann im Korper
A der konstruierbaren Zahlen, wenn es eine Kette

Q=FRCK, Cc---CF,CFE

von Korpern gibt, so daf$ a € F,, gilt und jedes F; eine quadratische Erweiterung von I;_ ist, d.h.
F, = F,_1(«) fiir eine Zahl o; € E, die Losung einer quadratischen Gleichung mit Koeffizienten
in F;_q ist.

Mit etwas mehr algebraischem Aufwand kann man daraus folgern:

4.2 Folgerung. Ist eine Zahl a € E konstruierbar, so ist a Losung einer Polynomgleichung mit
rationalen Koeffizienten. Ist der Grad dieser Polynomgleichung minimal gewidhlt, so ist er eine
Zweierpotenz.

Beweisskizze. Man zeigt, daf} in einer Korperkette wie im Hauptsatz der Korper F; ein Vektor-
raum iiber dem Kérper Q von der Dimension 2¢ ist. Insbesondere ist diese Dimension endlich;
die Potenzen 1, a, a?, ... eines Elementes a konnen also nicht Q-linear unabhingig sein, und
das bedeutet genau die Existenz einer Gleichung wie angegeben.

Fiir die Aussage tiber den Grad der Gleichung zeigt man allgemein: Liegt a in einem Korper,
der als Q- Vektorraum n-dimensional ist, so ist der minimale Grad einer rationalen Gleichung
fiir a ein Teiler von n (dies ist der Gradsatz). O

4.3 Folgerung. Das Problem der Wiirfelverdoppelung ist nicht losbar.

Beweis. Aufgrund der Volumenformel A% = 2a? ist die Méglichkeit der Konstruktion dquivalent
zur Giiltigkeit der Aussage /2 € # . Ich behaupte aber, daf die Gleichung > — 2 = 0, die
/2 als Losung besitzt, minimalen Grad unter allen solchen Gleichungen hat: da 3 keine Zwei-
erpotenz ist, folgt damit /2 ¢ 7.

Angenommen, f wire ein Polynom iiber Q vom Grad < 3 mit f(3/2) = 0. Wire deg f = 1,
so wire v/2 € Q, und das ist (wie schon die alten Griechen wufiten) falsch. Wire deg f = 2,
so kénnten wir schreiben 2 —2 = ¢ f +h mit deg h < 2. Einsetzen von v/2 liefert 0 = h(+/2),
aber wegen deg h < 2 folgt h = 0. Also ist 23 — 2 = g f, und es folgt deg g = 1. Aber damit
besitzt g eine rationale Nullstelle, die damit auch eine Losung von 2* —2 ist — Widerspruch. []

4.4 Folgerung. Das Problem der Quadratur des Kreises ist nicht losbar.

Beweis. Die Moglichkeit einer solchen Konstruktion ist aufgrund der Flichenformel a? = 72w
dquivalent zur Giiltigkeit der Aussage /7 € ¢, die wiederum dquivalent zur Aussage T € £~
ist. Aber 7 ist niemals Losung einer Polynomgleichung mit rationalen Koeffizienten; dies hat
Ferdinand Lindemann (spater Professor am Mathematischen Institut der Miinchener Univer-
sitdt) im Jahr 1882 bewiesen. OJ



Eine weitere Anwendung betrifft die Moglichkeit der Konstruktion des regelméafligen n-Ecks.
Diese ist sicherlich dquivalent zur Konstruktion der Zahl (,, mit |(,| = 1 und £¢, = 27 /n.
Nun kann man aber beweisen:

4.5 Lemma (tber die Kreisteilungsgleichung). Der minimale Grad einer rationalen Gleichung
fiiir G, ist die Zahl p(n) == n - ], (1 — %), wobei sich das Produkt iiber alle Primteiler von n
erstreckt.

Istn =pi*-...-pS (mite; > 1) die Primfaktorzerlegung von n, so gilt

n

o(n) = [Twr =i = TTp " 0= 1),

i=1

Wann ist diese Zahl einer Zweierpotenz? Es diirfen keine ungeraden Faktoren vorkommen. Ist
also p; eine ungerade Primzahl, so mufl e; — 1 = 0 sein, also ¢; = 1, und auflerdem muf3 p; — 1
eine Zweierpotenz sein. Ist p; gerade, also die Primzahl 2, so ist der Faktor 2¢~! - 1 stets eine
Zweierpotenz. Das bedeutet:

4.6 Folgerung. Damit das regelmifSige n-Eck konstruierbar sein kann, muffn =2¢-p;-...-p,
sein, wobei die p; paarweise verschiedene ungerade Primzahlen sind, fiir die p; — 1 eine Zweier-
potenz ist.

4.7 Folgerung. Das regelmiifSige Neuneck ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Insbeson-
dere ist die Dreiteilung des Winkels im Allgemeinen mit Zirkel und Lineal nicht maoglich.

Beweis. Die Zahl n = 9 enthilt den ungeraden Primfaktor 3 doppelt. L

Die Frage lautet nun jedenfalls: Fiir welche ungeraden Primzahlen p ist p—1 eine Zweierpotenz,
also p = 2° + 1? Man kann die Suche einschrinken, wenn man beobachtet, daf3 der Exponent
s selbst eine Zweierpotenz sein mufs: Denn besitzt s einen ungeraden Teiler u > 3, also s = ut,
sogilt2® +1 = (2)* 4+ 1" = (2" + 1) - (...) nach der geometrischen Summenformel, und
1 <2'+1 < 2%+1,s0dafl 2° + 1 nicht prim sein kann. Wir suchen also Primzahlen der Form
Fy = 22" | 1, sogenannte Fermatsche Primzahlen. In der folgenden Tabelle

lojij2]|3 | 4 | 5
|3 )5 1725765537 | 4.294.967.297 = 641 - 6.700.417

sind die ersten fiinf Zahlen tatsichlich Primzahlen, und Fermat vermutete deswegen im Jahre
1637, die Zahlen F seien stets Primzahlen. Leonhard Euler fand jedoch im Jahre 1732 den
Teiler 641 von F5, womit die Vermutung widerlegt war. Erstaunlicherweise sind bis heute keine
weiteren Fermatschen Primzahlen gefunden worden — auf jeden Fall sind F3 bis Fjy nicht
prim.



Tatsichlich ist die Aussage in der Folgerung sogar eine Aquivalenz: Fiir jedes n der angegebe-
nen Form ist das regelméflige n-Eck tatsdchlich konstruierbar. Dies hat als erster Gauf3 bewie-
sen; fiir einen Beweis wiirden wir jedoch mehr algebraische Techniken bendtigen, um bewei-
sen zu konnen, dafl Korperketten wie im Hauptsatz in diesem Fall tatsdchlich stets existieren.
Heute formuliert man diese Sitze und Beweise mit Hilfe der sogenannten Galoistheorie. Insbe-
sondere gilt:

4.8 Satz (Gaufd). Das regelmiifSige Siebzehneck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

5 Der Beweis des Hauptsatzes

Die Hauptarbeit beim Beweis des Satzes verschieben wir in das folgende Lemma. Dazu bendtigen
wir noch eine Notation: Fiir einen Punkt a € £ bezeichnet man mit @ den Punkt, der entsteht,
wenn man a an der z-Achse spiegelt; mit a = (x,y) ist also @ = (x, —y). Fiir eine Teilmenge
T C E schreiben wir T := {a|a € T} fiir ihr Spiegelbild entlang der z-Achse.

5.1 Lemma. Essei ' C E ein Korper.
i) Gilt ' C X, undist F' C F(«) eine quadratische Erweiterung, so gilt auch F(«) C .

ii) IstT C F eine Teilmenge, so liegt jedes Element von ¢ 1 (T') in einer quadratischen Erwei-
terung von F, sofernt € F undT' C I gilt.

Die unterstrichene Bedingung in (ii) ist leider notwendig. Zum besseren Verstindnis des Argu-
mentes ignorieren wir sie im Beweis des Hauptsatzes zunichst und zeigen hinterher, wie man
sie berticksichtigen kann.

Beweis des Hauptsatzes. Immer dann. Wegen Q C % folgt durch wiederholte Anwendung von
Punkt i) des Lemmas sofort F,, C # und damita € J%".

Nur dann. Wir zeigen durch Induktion nach n, dafl die Aussage fiir jedes Element von .7 ({0, 1})
stimmt, wobei die Aussage fiir n = 0 trivial ist (denn 0,1 € Q). Sei die Aussage nun fiirn — 1
gezeigt, und es sei a € £ ({0, 1}). Dann gibt es eine endliche (genauer: hochstens sechsele-
mentige) Teilmenge 7" C #"1({0,1}) mit a € #(T). Indem wir die Induktionsvoraus-
setzung nacheinander auf jedes Element 7" anwenden, erhalten wir einen Korper F', der Spitze
einer Kette quadratischer Erweiterungen von Q ist, fiir den 7" C F gilt. Teil ii) des Lemmas
zeigt dann (wenn wir die unterstrichene Bedingung ignorieren), dafl @ in einer quadratischen
Erweiterung von F' liegt, und wir sind fertig.

Um die korrekte Form des Lemmas zu verwenden, miissen wir unser Argument ein wenig
verfeinern. Offensichtlich gilt: Ist 7' symmetrisch zur z-Achse, so auch #!(T'); induktiv folgt
daraus, daf jedes #™({0, 1}) symmetrisch zur z-Achse ist. Durch Ersetzen von T durch TUT
konnen wir deswegen erzwingen, dal 7' = T ist, und dann folgt aus 7' C F auch T C F.



SchlieB8lich ersetzen wir noch F' durch F(i) (dies ist wegen i> + 1 = 0 eine quadratische
Erweiterung von /'), um ¢ € [ zu erzwingen — damit sind die Voraussetzungen des Lemmas
tatsachlich erfiillt. d

Beweis des Lemmas.

10

i) Es gentigt zu zeigen, dafy o € % ist. Aber «v ist Losung einer quadratischen Gleichung
X? +pX + ¢ = 0mitp,q € F;nach der quadratischen Losungsformel gilt also

W “PEVP 4
5 .

Wir haben schon gesehen, dal man in /2 Quadratwurzeln ziehen kann; damit folgt aus
p,q € FFC # aucha € 7.

ii) Die Voraussetzung impliziert:Ist ¢ = (t*,t¥) € T,sosind §(t+f) = ¢“ und o (t—1) = t
in F' enthalten.

Ist a € T, so ist nichts zu zeigen. Also ist a Schnittpunkt von Geraden bzw. Kreisen,

die durch Punkte aus 7" definiert werden. Wir unterscheiden Fille, je nachdem, wie a
gegeben ist:

a)

b)

Angenommen, a ist Schnittpunkt der (nicht parallelen) Geraden L(t;,t;) und
L(s1, $2) mit tq,t9, 51,82 € T. Das bedeutet, dafd es A, 1 € R gibt mit

t+ A(ta — t1) = s1+ p(s2 — s1),

oder in Koordinaten:

B\ (ot -\ (n
ty — s¥ ss—st th—t5) \\)~

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, deren (wegen der Nichtparallelitiat der Ge-
raden) eindeutig bestimmte Losung (i, A) sich durch die vier Grundrechenarten
aus den Koeffizienten bestimmen lassen. Die Koeffizienten liegen aber nach unserer
Vorbemerkung alle in F', und damit folgt i, A € F',also aucha = t; + \(ta— ;) €
F'. (In diesem Fall sind wir also ohne eine Korpererweiterung ausgekommen.)

Angenommen, a ist Schnittpunkt des Kreises C'(u; t1, t2) und der Geraden L(s1, s2)
mit u, ty,ta, S1, So € T'. Wir bemerken, dafl der quadrierte Kreisradius

72 = (t; —to) - 1] — by = t1T; + toly — tity — toly

in F" liegt. Die Bedingung lautet nun, daf§ es ein ;1 € R gibt mita = 51+ (s —s1)
und

2 =la—ul® = |s; — u+ p(sy — s1)|°

= [s1 —ul* + p? ss — 51>+ p- (51— u)(s2 — s1) - (51— W) - (32 — 51)-



Das zeigt, dal ¢ Losung einer quadratischen Gleichung ist, deren Koeffizienten
allesamt in F' liegen. Also ist K (1) eine quadratische Erweiterung von F', und es
gilta = s1 + p(sy — s1) € K(p), was zu beweisen war.

¢) Angenommen, a ist Schnittpunkt der (voneinander verschiedenen) Kreise C'(u; t1, t2)
und C(v; s1, s9). Das bedeutet, daf§

2=t —to” = |a — uf’ = |a)® + |ul’ — 2(aw)® (1)

und 5% :=|s; — 55> = |a — v|* = |a]* + [v]* — 2(av)* (ID)

gilt. Subtrahieren wir diese Gleichungen voneinander, heben sich die Terme |a|?
auf, und wir erhalten

r?— s = |ul* — v’ + 2(a(v — u))*. (111)

Schreibt man Gleichung (III) in Koordinaten aus, entpuppt sie sich als Gleichung
einer gewissen Geraden, auf der a liegen muf3, und bei genauem Hinsehen zeigt
sich, daf$ diese Gerade durch zwei Punkte definiert ist, die samt ihren Konjugierten
in F'liegen. Da das Gleichungssystem aus den Gleichungen (I) und (III) 4quivalent
zum urspriinglichen System aus Gleichungen (I) und (II) ist, sind wir damit (ge-
gebenenfalls nach Vergroflern von 77) genau im Fall b), den wir schon behandelt
haben. U

6 Konstruktionen ohne Zirkel und Lineal

Hisashi Abe gab in den 1970er Jahren eine Konstruktion des Drittels eines gegebenen Win-
kels an, die sogar ginzlich ohne die Verwendung von Zirkel und Lineal auskommt: Stattdessen
werden die tiblichen Techniken des Origami, der japanischen Papierfaltkunst, auf das Zeichen-
papier angewandt.

Man kann zeigen, daf$ unsere drei bislang zulédssig Konstruktionsschritte auch mit Origami
durchfithrbar sind (das Falten von Kreisen ist selbstverstindlich nicht moglich, aber Schnitt-
punkte mit ,virtuellen Kreisen konnen durch Falten gewonnen werden). Wenn die Win-
keldrittelung nun mit Origami moglich ist, mufd es Faltschritte geben, die méchtiger sind als
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Es stellt sich heraus, dafy die Konstruktion doppelter
Punkt-auf-Gerade-Spiegelungen dieser entscheidende Faltschritt ist.

Sind g := L(t1,t3) und h := L(s1, s2) zwei verschiedene Geraden, und sind u,v € FE zwei
verschiedene Punkte, so ist eine Spiegelung von u auf g und von v auf h eine Gerade mit der
Eigenschaft, dafl Spiegelung an dieser Gerade den Punkt v auf die Gerade g und den Punkt v
auf die Gerade h abbildet.
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Eine solche simultane Spiegelachse muf3 nicht unbedingt existieren, und falls sie existiert, muf3
sie nicht eindeutig sein. Jede solche Gerade ist jedoch mit einer direkten Origamioperation
durch Falten herstellbar. Solcherart gegebene Geraden gehoren also ebenfalls zu den Objekten,
deren Schnittpunkte in einer Axiomatik des Origamifaltens zuzulassen sind.

Definiert man nun, ganz analog, zu einer Menge 7' C E die Menge 0'(T) der direkt aus
T faltbaren Punkte und allgemein &™(T') := 0*(0" 1(T)) sowie O(T) := |J,, 0™(T) und
O = 0({0,1}), so ist & wieder ein Korper, der Kérper der Origami-faltbaren Zahlen, und es
gilt 7 C 0.

Dann kann man beweisen:

6.1 Satz (Hauptsatz iiber Origami-faltbare Zahlen). Ein Punkt a € FE liegt genau dann im
Korper O der Origami-faltbaren Zahlen, wenn es eine Kette

Q=FKCK,C---CF,CFE

von Korpern gibt, so daff a € F, gilt und jedes F; eine quadratische oder kubische Erweiterung von
F;_qist,d.h. F; = F;_1(«y) fiir eine Zahl o; € E, die Losung einer quadratischen oder kubischen
Gleichung mit Koeffizienten in F;_ ist.

Dabei ist F(a) = {a+ ba + ca?|a,b,c € F}, wenn o Losung einer kubischen Gleichung
mit Koeffizienten in F" ist; auch dies ist stets ein Korper. Insbesondere kann man mit Origami
Kubikwurzeln ziehen, was auch bedeutet:

6.2 Folgerung. Das Delische Problem ist mit Origami losbar.

Mit den gleichen algebraischen Methoden wie im Falle der Konstruktion mit Zirkel und Lineal
kann man auch zeigen:

6.3 Folgerung. Das regelmifSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal faltbar, wenn ¢(n)
nur die Primfaktoren 2 und 3 enthiilt, und dies ist genau dann der Fall, wennn = 2°-3/-p,-.. .-p,,
ist, wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen sind, fiir die p; — 1 nur die Primfaktoren 2
und 3 besitzt.

Primzahlen dieser Form heiflen auch Pierpont-Primzahlen, und es ist nicht bekannt, ob es
unendlich viele von ihnen gibt. Die ersten von ihnen sind

2,3,5,7,13,17,19,37, ...,
so dafd sich ergibt:

6.4 Folgerung. Das regelmiifSige Siebeneck und das regelmidfSige Dreizehneck lassen sich mit Ori-
gami konstruieren, das regelmdfSige Elfeck jedoch nicht.
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