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Aufgabe 1. Man erhilt die folgende Gestalt:

Aufgabe 2. Zunichst ist zu zeigen, dafl < eine Ordnung, d.h. reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Dazu ist es hilfreich zu bemerken, daf§ aus (z,y) < (2, ) stets © < 2’ folgt (denn nach Definition
ist (z,y) < (2/,y') nur dann wahr, wenn z < 2’ oder z = 2’ und eine weitere Bedingung erfiillt sind).

o Reflexivitit. Ist (x,y) € N x N, so gilt (x,y) = (z,y), weil x = z und y < y ist, d.h. die zweite
Hilfte der ,oder“-Bedingung in der Definition von =< ist erfiillt.

o Antisymmetrie. Es seien (z,y) und (2',4') in Nx N mit (z,y) < (2/,9') und gleichzeitig (z', y) <
(x,y). Nach unserer Vorbemerkung oben folgt dann = < 2’ und ebenso 2’ < x5 also gilt 2 = '
Nach Definition von =< gilt dann aber sowohl y < ¢ als auch ' < y, und dies bedeutet y = ¢/'.
Also ist insgesamt (x,y) = (2/, V).

o Tiansitivitit. Es seien (x,y), (2’,y') und (2”,9”) in N x N gegeben mit (z,y) < (2/,%') und
(@', y') = (2”,y"). Es ist zu beweisen, daf§ dann auch (z,y) < (2”,y") ist. Nach unserer Vor-
bemerkung ist # < 2’ < 2”. Ist sogar x < 2’ oder 2’ < 2", so ist insgesamt © < x”, womit
(x,y) < (2",y") automatisch erfiillt ist. Gilt aber keine dieser beiden strikten Ungleichungen, so
ist v = 2’ und 2’ = 2" und damit (nach Definition von <) y < ¢/ sowie ¢’ < y”. Insgesamt folgt
dann z = 2" und y < y”, also (z,y) < (2", y").

Damit ist < tatsichlich eine Ordnung.

e Zum Nachweis, dafl sie total ist, seien (z,y) und (2/,3') in N x N beliebig vorgegeben. Gilt
r < 2/, s0ist (z,y) < (2/,y'); gilt dagegen 2’ < =z, so ist (2/,y') =< (z,y). Es bleibt also nur
noch der Fall zu betrachten, daf§ keine dieser beiden Ungleichungen zutrifft; dann ist aber z = .
Es trifft stets (mindestens) eine der Ungleichungen y < ¢/ und ¢/ < y zu; im ersten Fall gilt dann
(z,y) 2 (2',y'), im zweiten (2', ") < (z,y).



Der Name ,lexikographische Ordnung® erklirt sich durch eine verbale Beschreibung der Definition von
=: Wir sortieren (z,y) dann vor (z/,y') ein, wenn entweder z < z’ ist, oder wenn zwar © = 2’ ist,
jedoch y < 3. Man sortiert also inhand des ersten Eintrags‘ und dann ,,Paare mit gleichem ersten Eintrag

anhand ihres zweiten Eintrags“. Genauso sortiert man im Warterbuch (Lexikographie ist die Wissenschaft
vom Erstellen von Worterbiichern): Nach dem Anfangsbuchstaben, und innerhalb einer Gruppe von

Woértern mit gleichem Anfangsbuchstaben nach dem zweiten Buchstaben. (Da die meisten Lexika aber
aus Eintrigen mit iiberwiegend mehr als nur zwei Buchstaben bestehen, wird das Sortierverfahren dort
auf naheliegende Weise auf lingere Buchstabenfolgen ausgedehnt: Stimmen von zwei Wortern die ersten
n Buchstaben iiberein, so wird ihre Reihenfolge anhand des (1 4 1)-ten Buchstabens ermittelt.)

Aufgabe 3+4.

a) Reflexivitit. Es gilt (a, b) ~ (a,b) wegen a +b = a + b.

b)

Symmetrie. Gilt (a,b) ~ (c,d), also a +d = b+ ¢, so istauch ¢ + b = d + a, also (¢, d) ~ (a,b).

Transitivitit. Gilt (a,b) ~ (¢,d), alsoa +d =b+ ¢, und (¢,d) ~ (e, f),alsoc+ f =d+ e, so
folgt durch Addition beider Gleichungen a +d+c+ f =b+c+d+e,alsoa+ f =b+e,und
das bedeutet (a, b) ~ (e, f).

Der Beweis der Transitivit durch Addition zweier Gleichungen ist besonders leicht zu merken, aber man kénnte
okonomischer vorgehen, indem man nur zur Gleichung a + d = b + ¢ auf beiden Seiten f addiert: Dann folgt
nimlich

a+d+f=b+c+f=b+d+e,
also ebenfalls @ + f = b + e. In jedem Fall jedoch benétigt man die ,Kiirzungsregel“ in N, die besagt, daf aus
a+ x = b+ x bereits a = b folgt.

Es sei [(a,b)] = [(/,V)], also (a,b) ~ (a,b"), und [(c,d)] = [(¢/,d)], d.h. (¢,d) ~ (¢, d).
Zu beweisen ist, daf§ dann auch (a + ¢, b+ d) ~ (¢’ + ¢,V + d') sowie (ac + bd, ad + bc) ~
(a'd +Vd d'd + V) gile.

Die Voraussetzungen bedeuten a + b = b + a’ sowie ¢ + d' = d + ¢’. Damit gilt
(a+c)+ W +d)=a+V+c+d =b+d +d+ =({b+d) + (d+),

also (a+c¢,b+d) ~ (a' + ¢, b + d’), womit die Wohldefiniertheit von ,+* bewiesen ist.
Fiir - besteht ein stark vereinfachender Trick darin, den Austausch von (a, b) durch (¢’,’) und
denjenigen von (¢, d) durch (¢, d’) getrennt zu behandeln, also nachzuweisen, daf§
D (ac+bd,ad+ bc) ~ (dc+bd,d'd+Vc)
und (A) (dc+bd,dd+Vc)~ (dd +bd,dd +b)

gilt (aufgrund der Transitivitit von ~ folgt dann das Gewiinschte).! Es ist aber

I ac+bd+dd+bc=(a+V)c+ (b+ad)d
= (a' +b)c+ (b +a)d
=dc+bd+ad+be

'Ein Indiz dafiir, daf} das die Argumentation tatsichlich vereinfachen kénnte, besteht darin, dafl der Beweis der Transitivitit

nicht ,véllig trivial* war, man also in gewisser Weise schon ,Arbeit investieren“ mufite, die sich nun auszahlen kann. Unter

Mathematikern sind heuristische Uberlegungen dieser Art halb-humorvoll als ,,Gesetz von der Erhaltung der Schwierigkeit*

bekannt.



sowie

(IM) de+bd+add +bd=d(c+d)+V(d+)
=d(d+d)+V(d +c)
=dd +bd +dd+Ve,
womit beide Behauptungen bewiesen sind.
<)
() Nach Definition von ,+“ ist [(z,0)] + [(y,0)] = [(z + y,0+0)] = [(z + y,0)].
(if) Nach Definition von .- ist [(z,0)] - [(y,0)] = [(x -y +0-0,2 -0+ 0-y)] = [(xy, 0)].
(iii) Ist [(z,0)] = [(y,0)], also (z,0) ~ (y,0), so bedeutet das definitionsgemifl z + 0 = 0 + y,

alsoxr = y.

d) Um zu zeigen, daf (Z, +, -) ein kommutativer Ring ist, ist zu iiberpriifen, daf§ + und - assoziative
und kommutative Verkniipfungen sind, die ein neutrales Element besitzen; ferner, daf$ beziiglich
+ inverse Elemente existieren, und daf$ zwischen + und - das Distributivgesetz gilt.

Ans Werk:

e Assoziativitit von 4 und -

Fiir [(a, b)], [(c,d)] und [(e, f)] gilt

([(a,0)] + [(c,d)]) + (e, /)] = [(a + ;b + )] + (e, )l = [(a + ¢+ e, 0+ d + [)]
[(a,0)] + [(c + e, d + f)] = [(a,0)] + ([(c, d)] + [(e, N)]) ,

was die Assoziativitit von + beweist. Fiir die Multiplikation rechnen wir

([(a, 0)] - [(c, d)]) - [(e, )]

[(ac+ bd, ad + be)] - [(e, f)]
[((ac+ bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)]
[(ace + bde + adf + bef,acf + bdf + ade + bee)]

und

[(a,0)] - ([(e, )] - [(e, F)])

[(a,b)] - [(ce + df , cf + de)]
[(a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df))]
[(ace 4+ adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf)],

und die letzten beiden Ergebnisse stimmen {iberein, womit die Assoziativitit von - bewiesen
Ist.

o Kommutativitit

Fiir [(a, b)] und [(c, d)] gilt

[(a, )] + [(c,d)] = [(a + ¢, b+ d)]

[(c+a,d+b)] = [(c,d)] + [(a,D)],
so daf§ + kommutativ ist, sowie
[(a,b)] - [(c,d)] = [(ac+ bd,ad + bc)] = [(ca + db, cb + da)] = [(¢,d)] - [(a, b)],

so daf$ - kommutativ ist.



e Neutrale Elemente

Ich behaupte, dafl [(0,0)] neutrales Element fiir + und [(1, 0)] neutrales Element fiir - ist.
Aufgrund der Kommutativitit ist das jeweils nur einseitig zu tiberpriifen; die Rechnung lautet:

[(0,0)] + [(a,0)] = [(0 + a,0 + b)] = [(a, )]

[(1,0)] +[(a,0)] =[1-a+0-b,1-b4+0-a)] =[(a,b)].

o Inverse Elemente beziiglich +

Ich behaupte, dafy zum Element [(a, b)] ein inverses Element beziiglich + existiert, nimlich

[(b,a)]. Denn es ist
[(@,0)] + [(b,a)] = [(a +b,a + b)] = [(0,0)],

denn allgemein ist [(z,z)] = [(0,0)] fiir alle € Ny wegen © + 0 = x + 0, also (z,z) ~
(0,0).
e Distributivgesetz

Aufgrund der Kommutativitit geniigt wieder eine einzige Form von Distributivitit: Es ist zu
beweisen, daf$

[(a,0)] - ([(c, )] + [(e, [)]) = ([(a, D) - [(c,d)]) + ([(a, ) - [(e, f)])
gilt. Die linke Seite ergibt

[(a,b)] - [(c+e,d+ f)] =[alc+e)+b(d+ f),a(d+ f)+ blc+ e)]
=lac+ae+bd+bf,ad+ af + bc+ bel,

die rechte Seite
[(ac+ bd,ad + be)] + [(ae + bf,af + be)] = [(ac + bd + ae + bf, ad + be + af + be)],
und da beide Ergebnisse iibereinstimmen, ist damit die Distributivitit bewiesen.

e) Essei[(a,b)] € Z gegeben. Dann gibt es drei Moglichkeiten:

e Ista = b, soist [(a,b)] = [(0,0)] = 0, wie bereits bei der Diskussion der inversen Elemente
beziiglich + gezeigt.

e Ist @ > b, so finden wir ein € N mit @ = b + z. Dann ist aber [(a,b)] = [(b+ z,b)] =
[(2,0)] wegen b+ = + 0 = b + x, und dieses Element ist einfach € N (wir fassen ja N als
Teilmenge von Z auf).

e Ist a < b, so finden wir ein x € N mitb = a + z, und dann ist [(a,b)] = [(a,a + z)] =
[(0,2)] = =[(z,0)] = —z.

Es tritt also tatsichlich stets eine der drei angegebenen Méglichkeiten ein. (Die Eindeutigkeitsaus-
sagen in (ii) und (iii) folgen dabei aus Teilaufgabe ¢) (iii).)



