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Grundlagen der Mathematik IT — 2. ["Jbungsblatt

a) Man bestimme die Verkniipfungstafeln fiir + und - in Zg.
b) Man bestimme die Menge (Zg)* sowie, fiir jedes @ € (Zg)*, das Inverse @'.
) Man lsse die Gleichungen 5 - = 3und 4 - z = 2 in Zy.

d) Man bestimme in Abhingigkeit von @ € Zg die Losungsmenge der quadratischen Gleichung z? =
@ in Zg.

Aufgabe 2 (Gruppentafeln). Uber eine abelsche Gruppe (G, +) mit der 5-elementigen Menge G =
{a,b, c,d, e} sei der folgende Ausschnitt ihrer Gruppentafel bekannt:
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Man vervollstindige die Gruppentafel und weise dabei nach, dafl es keine andere Méglichkeit der Ver-
vollstindigung gibt.
(Hinweis: Sudoku unter Ausnutzung der Kommutativitit von G'!)

Aufgabe 3 (Multiplikationstafeln).  Essei (R, +, ) ein endlicher Ring. Wie iiblich, wird sein neutrales
Element der Addition mit 0 bezeichnet, sein neutrales Element der Multiplikation mit 1. Im folgenden
betrachten wir die Multiplikationstafel von R.

a) Man begriinde: Wenn in einer Zeile der Multiplikationstafel keine 1 vorkommt, so muf$ in dieser
Zeile mindestens ein Element mindestens doppelt vorkommen.

b) Man zeige: Wenn in einer Zeile der Multiplikationstafel keine 1 vorkommt, so steht in der gleichen
Zeile mindestens zweimal eine 0.

(Hinweis: Distributivgesetz!)

Diese Aufgabe liefert, im kommutativen Fall, den Beweis fiir die Aussage von Satz 8.5 aus der Vorlesung, der besagt: Ein

Element eines endlichen kommutativen Ringes ist entweder invertierbar oder ein Nullteiler.

Aufgabe 4 (Satz von Wilson). Essei n > 3 eine feste natiirliche Zahl.

a) Man zeige: Die Klasse (n — 1)! im Ring Z,, ist invertierbar <= n ist eine Primzahl.
(Hinweis: Man zeige, dafs jede der beiden Aussagen iquivalent dazu ist, daff jedes Element aufSer 0 in

2L, invertierbar ist.)

Die folgenden Teilaufgaben fiihren in d) zu einer wesentlichen Prizisierung der Aussage aus a).
Sei zunichst (K, +, -) ein beliebiger Kérper und 1 sein neutrales Element der Multiplikation.



b) Man zeige: Die Gleichung 2?2 = 1 hat in K nur die Losung v = £1.
(Tip: Man faktorisiere den Ausdruck x?—1.)

c¢) Man ermittele alle invertierbaren Elemente € K mit der Eigenschaft 27 = .

(Tip: Man verwende b).)

d) Man beweise den Sazz von Wilson, der besagt:

Esist (n — 1) = —1inZ, <= n ist eine Primzahl.

(Hinweise: ,/==" folgt direkt aus a). Fiir ,<==" verwende man, dafS Z,, ein Korper ist, und fasse mit
Hilfe von c) die Faktoren im Produkt (n — 1)! auf geeignete Weise zu Paaren zusammen.)

Die Losungen sind spitestens am Mittwoch, 7. Mai 2014, 12 Uhr im Ubungskasten der Vorlesung (im
1. Stock vor der Bibliothek) einzuwerfen. Bitte die Angabe des eigenen Namens nicht vergessen!



