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Grundlagen der Mathematik II

Losungsvorschlag zum 5. Tutoriumsblatt

Aufgabe 1. Wie im entsprechenden Beispiel der Vorlesung (9.9) erhilt man die folgende Gestalt:
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Aufgabe 2.
a) Reflexivitit. Fiirjedesz € R stz —x =0 € Z, also x ~ z.

Symmetrie. Fir alle v,y € R" mitx ~ y,alsox —y € Z, gilty — 2 = —(v — y) € Z und damit
Y~ .
Transitivitit. Fir alle 2,y,2 € RT mitz ~yundy ~ z,alsor —y € Zundy — z € Z, gilt
r—z=(x—y)+(y—2) €Z,asox ~ z.
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b) Fiir z € RY gilt genau dann z ~ 1, wenn 2 — 1 € Z gilt, und dies ist dquivalent zu = € Z. Also
ist[1]=R*NZ=N.

Fiir z € R* gilt genau dann = ~ 0,25, wenn & — 0,25 € Z ist, wenn es also ein k € Z gibt mit
z =k +0,25. Also ist [0,25] = {0,25, 1,25, 2,25, ... }.

o) Firr eRtgiltx € [72] <= r—-T72€ZL<—=2—-T7-02€Z <= x—0,2 € Z, und dies ist
dquivalent dazu, dafl esein k € Z gibt mit x = k + 0,2. Dami ist [7,2] ={0,2, 1,2, 2,2, ...},
und der kleinste Reprisentant dieser Aquivalenzklasse ist 0,2.

Aufgabe 3.

a) Reflexivitit. Fiir jedes v € M ist & ~ x wegen f(z) = f(x).
Symmetrie. Fiir alle v,y € M mitx ~ y, also f(z) = f(y), gilt natiirlich auch f(y) = f(x), also
Y~ x.
Transitivitit. Fir alle z,y, 2 € M mitx ~ yund y ~ z,also f(z) = f(y) und f(y) = f(2), gilt
auch f(z) = f(y) = f(2), also z ~ 2.

b) Es ist genau dann jede Aquivalenzklasse einelementig, wenn fiir alle 2,y € M aus z ~ ¥ bereits

x = y folgt, wenn also aus f(z) = f(y) bereits x = y folgt. Dies ist nach Definition des Begriffes
genau dann der Fall, wenn f injektiv ist.



Aufgabe 4.  Es ist zu zeigen, daf} fiir alle Elemente ¢, £, ? € Q(alsoa,c,e € Zund b, d, f € Z\ {0})

gilt
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Dazu ist es am einfachsten, von jeder der beiden behaupteten Bezichungen sowohl die linke als auch die
rechte Seite gemif$ der Definition auszurechnen und zu iiberpriifen, dafl die Ergebnisse tibereinstimmen.
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Die beiden Ergebnisse stimmen tiberein, und damit ist die Assoziativitit von ,+“ bewiesen.

Ebenso fiir die Multiplikation:
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Beide Ergebnisse stimmen tiberein, und dies beweist die Assoziativitit von ,,-“.

Man kann noch bemerken, daff die Ergebnisse tatsichlich sogar als ,Paare von Zihler und Nenner” iibereinstimmen, also
als Elemente von M = Z x (Z \ {0}), und nicht erst als Klassen in M/~ = Q. Zur Veranschaulichung: Es wire ja
prinzipiell denkbar, daf beim Ausrechnen beider Seiten der Assoziativititsgleichung nicht zweimal exake der gleiche Bruch
herauskommt, sondern zwei verschiedene Briiche, die erst nach Kiirzen erkennen lassen, daf§ sie den gleichen Wert haben,
also beispielsweise

3ace acef

3bdf 0 bdf?
In diesem Fall wiren zwar die Elemente (3ace, 3bdf) und (acef, bdf?) von M verschieden, ihre Klassen [(3ace, 3bdf)]
und [(acef,bdf?)] in Q = M/~ jedoch gleich. In unserer Rechnung ist dies nicht passiert. Im Prinzip beweist dies, daf}

die entsprechend definierten Operationen + und - auch assoziative Verkniipfungen auf der Menge M ergeben. Allerdings
ist (M, +, -) kein Kérper; warum niche?



