Mathematisches Institut der Universitit Miinchen Daniel Rost
Sommersemester 2014 Lukas-Fabian Moser

Grundlagen der Mathematik II

Losungsvorschlag zum 1. Tutoriumsblatt

Aufgabe 1.

a) Das ,normale“ Verfahren zum Faktorisieren ist aus der Schule bekannt und braucht wohl nicht
vorgefiihrt zu werden (a ist gerade, also ist 2 ein Primfaktor; diesen dividiert man aus und einen
Primfaktor des Ergebnisses usw.). Stattdessen skizziere ich einen trickreichen Weg ohne Suchen von
Primfaktoren: Es ist

a =792 =2800—8 =8-(100—1) = 8-(10*—1%) =8-(10—1)-(10+1) = 8-9-11 = 2°.3%.11.

Die Teiler von a sind damit genau die Zahlen £2° - 3. 11°mit0 < a<3,0<b< 2und
0<c<1.Diessind2-(34+1)-(24+1)-(1+ 1) = 48 Stiick, und zwar ist

T(792) = {£1, £2, 43, +4, 46, £8, +9, £11, £12, +18, 422, +24, +33, +36, +:44, +66,
+72, +88, 499, +132, +198, £264, +396, +792}.

b) Es ist

b=6!-8=(1-2-3-4-5-6)*-7-8
=(2-3.22.5.2.3)2.7.2°
=(2*.32.5)2.7.23
—=928.3%.52.7.93
=21.3t.52.7.

Damit besitzt b genau 2 - (11 4+ 1) - (44+1)-(2+1)- (1+1)=2-12-5-3 -2 = 720 Teiler.

Aufgabe 2. Wie in der Vorlesung gezeigt (und in Aufgabe 1 schon verwendet) wurde, besitzt eine Zahl
a mit der Primfaktorzerlegung

— a1 a
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mit paarweise verschiedenen Primzahlen py, . .., p, und Exponenten a4, ..., a, € Ngenau2- (a; +1) -
... (@, + 1) verschiedene ganzzahlige Teiler. Insbesondere ist die Anzahl der Teiler unabhingig davon,
welche Primzahlen in der Primfaktorzerlegung von a auftauchen!

Um Eindeutigkeit zu erzwingen, ist es in dieser Aufgabe zweckmiflig, sich zueinigen, die Primfaktor-
zerlegung einer Zahl nicht nach den Primzablen, sondern nach den Exponenten zu sortieren, also stets
ay > ag > - -+ > a, zu fordern.

a) Wir miissen alle Moglichkeiten finden, die Zahl 36 in der Form 2 - (a1 + 1) - ... (a, + 1) zu
schreiben, was darauf hinausliuft, alle Méglichkeiten finden, die Zahl 18 = 36/2 als Produkt

irgendwelcher natiirlicher Zahlen > 2 zu schreiben.

Esist 18 = 2-9 = 2- 32, Die Maéglichkeiten, diese Zahl als Produkt natiirlicher Zahlen > 2 zu
schreiben, sind genau

18=9-2=6-3=3-3-2.



Diese Liste kann man systematisch erstellen, indem man sich vornimmt, die Teiler stets nach Gréfle absteigend

anzuordnen, und systematisch die Moglichkeiten fiir die erste Zahl in einer solchen Zerlegung abzuklappern.

Damit gibt es die folgenden vier Moglichkeiten, die Zahl 36 in der Form 2 (a1 +1)-.. .- (a, + 1)
mit a; > as > ... zu schreiben:

r=1,a, =17 (zu 36 =2-18),
r=2,a, =8, as =1 (zu36=2-9-2),
r=2,a,=>5, ag =2 (zu36=2-6-3),
r=3,a,=2,a=2 a3=1 (zu3d6=2-3-3-2).

Die Zahlen mit genau 36 Teilern sind also genau die Zahlen mit den Primfaktorzerlegungen
£y, A% pe,  Ep)-ps, Epi-p3eps
mit paarweise verschiedenen Primzahlen pq, pa, ps.

b) Solche Zahlen gibt es nicht! Dies kann man auf verschiedene Arten einsehen:

e Man kann abschitzen, wie viele Teiler eine Zahl b hchstens haben kann. Die grébste Abschitzung
ist: Die natiirlichen Teiler von b liegen zwischen 1 und |b|, also gibt hchstens |b| natiirliche
und damit hochstens 2 |b| ganzzahlige Teiler.

Diese Abschitzung ist nicht gut genug, um fiir unsere Aufgabe viel auszusagen: Sie liefert die
Ungleichung 200 < 21b], also |o| > 100 — wir miiften also noch alle Zahlen mit 100 <
|b| < 180 iiberpriifen. Verbessern wir also das Argument:

Der betragsgrofite Teiler von b ist stets |b|; der nichstkleinere hat aber hochstens den Wert
1 |b]. Die natiirlichen Teiler von b aufler [b| tummeln sich also alle im Bereich 1,2, ..., 1 |b],
so dafl b hochstens 1 + 3 |b| natiirliche und damit héchstens 2 + |b| ganzzahlige Teiler hat.
Dies liefert in unserer Aufgabe die Ungleichung 200 < 2 + |b], also |b] > 198. Eine Zahl
mit genau 200 Teilern muf also mindestens den Betrag 198 haben, so daf} es keine solchen

Zahlen mit |b] < 180 gibt.

Man kann dieses Argument weiter ausreizen, um noch bessere Abschitzungen fiir die Teileranzahl zu be-
kommen: Die drei grofiten natiirlichen Teiler von b haben héchstens die Werte [b], 5 b und % [b]. Dies
bedeutet, daf b hochstens 2 + % [b| natiirliche und damit héchstens 4 + 2 [b| ganzzahlige Teiler hat.

e Wir fiihren die gleichen Uberlegungen durch wie in a), miissen aber hinterher noch tiberpriifen,
welche Wahl der beteiligten Primzahlen moglich sind, damit sich nur Zahlen mit Betrag
< 180 ergeben.

Es sind die moglichen Produktdarstellungen der Zahl 100 = 200/2 zu bestimmen: Es ist

100=50-2=25-4=25-2-2=20-5=10-10=10-5-2=5-5-4=5-5-2-2.

Dies ergibt die folgenden Méglichkeiten fiir die Verteilung der Exponenten in der Primfak-
torzerlegung von a:

r=1, a; =99 (zu 200 = 2 - 100),
r=2,a,=49, ay =1 (zu 200 =2 -50 - 2),
r=2,a, =24, as =3 (zu 200 =2-25-4),
r=3,a =24, as =1, a3 =1 (zu200=2-25-2-2),
r=2a,=19 a, =4 (zu 200 =2-20 - 5),
r=2,a,=9, a0=9 (zu 200 =2-10 - 10),
r=3,a,=9,a=4,a3=1 (zu200=2-10-5-2),
r=3,a,=4, aa =4, a3 =3 (zu200=2-5-5-4),

r=4, a1, =4, as =4, a3=1, as =1 (zu200=2-5-5-2-2).



Nun darf aber in der Primfaktorzerlegung von a kein Exponent grofler sein als 7: Denn die
kleinste Primzahlpotenz mit einem Exponenten > 7 ist 2° = 256, und uns interessieren
nur Zahlen, deren Betrag < 180 ist. Also miissen wir alle Zerlegungen streichen, die einen
Exponenten > 8 enthalten — und dann bleiben nur die beiden untersten Zeilen iibrig. Die
einzigen in Frage kommenden Méglichkeiten sind also Primzfaktorzerlegungen der Form

+pi-py-py und  E£pi-py-pscpa

mit paarweise verschiedenen Primzahlen py, po, p3, p4.

In beiden moglichen Darstellungen kommt das Produke pj - pj vor. Dieses hat mindestens
den Wert 2* - 3* = 6* = 1296 > 180. Also konnen wir mit keiner der beiden Darstellungen
eine Zahl erzeugen, deren Betrag < 180 ist. Es gibt also keine Zahlen der gewiinschten Art!

e Eine Kurzversion des letzten Arguments, die alle ,iiberfliissigen® Schritte ausklammert: Schreibt
man die Zahl 100 = 200/2 als Produkt natiirlicher Zahlen, so muf§ es entweder einen Faktor
geben, der > 25 ist, oder zwei Faktoren, die > 5 sind (denn irgendwo miissen die beiden
Fiinfer in der Primfaktorzerlegung von 100 ja herkommen). Dies bedeutet: Eine Zahl b mit
200 ganzzahligen (also 100 natiirlichen) Teilern muf$ in ihrer Primfaktorzerlegung entweder
mindestens einen Primfaktor mit Exponent > 24 enthalten, oder aber mindestens zwei Prim-
faktoren mit Exponent > 4. Im ersten Fall ist dann aber |b] > 2%, im zweiten immerhin

noch |b] > 2% - 31 = 1296 — in jedem Fall ein Widerspruch zu |b| < 180.

¢) Nein, eine solche Zahl gibt es nicht — denn die Formel fiir die Anzahl der Teiler aus der Vorlesung
liefert immer ein endliches Resultat.

Aufgabe 3.

a) Fiir jedes 2 < k < n ist k ein Teiler von n! (denn esistjan! =1-2-...-k-...-n); damit ist
n! + k durch k teilbar. Wire nun n! + k eine Primzahl, so miifite folglich n! + k = £ sein, was
wegen n! > 0 nicht sein kann.

b) Dies funktioniert dhnlich wie in Euklids Beweis der Unendlichkeit der Menge der Primzahlen: Es
sei p € N ein Primfaktor von n! + 1. Ich behaupte, dafy p € B, gilt. Offensichtlich ist p < n!+1,
so dafd nur p > n zu zeigen ist. Wire aber p < n, so wire p ein Teiler von n! und kénnte damit
kein Teiler von n! + 1 sein. Also ist doch p > n, d.h. p € B, und das beweist, dafy B,, eine
Primzahl enthilt (nimlich p).

Aufgabe 4.

a) Dies ist die geometrische Summenformel, die nur in der das Gedichtnis am wenigstens belastenden
Form ¢ — y? = (z —y) - (... ) benétigt wird: Ist n = e - d mit d > 1 ungerade, so ist

2n+1 :26-d+1 — (26)d+1d: (Qe)d_ (_1)d
=@2°=(-1)-(..)
= (2°+1)-(...).

Diese Rechnung zeigt allgemein, daff die geometrische Summenformel fiir ungerade Exponenten auch einen Bruder
hat, der fiir Summen gilt, nimlich ¢ + y? = (z +y) - (...) fiir d ungerade. — Fiir gerade Exponenten kann es
keine solche Formel geben, denn beispielsweise ist 2% + 3% = 13 nicht durch 2 + 3 = 5 teilbar.

Wenn wir nun zeigen konnen, daff 1 < 2°+1 < 2" + 1 ist, so sind wir fertig, weil wir damit einen
Teiler von 2™ 4 1 gefunden haben. Natiirlich ist 2¢ > 0 (denn e € N), also ist 2° + 1 > 1 klar.
Wegen d > 1 und e - d = n ist aber e < n, und daraus folgt 2¢ + 1 < 2" + 1.



b) Ist 2" + 1 eine Primzahl, so besitzt n laut a) keinen ungeraden Teiler # 1. Also diirfen in der

Primfaktorzerlegung von n keine ungeraden Primzahlen auftauchen, und das bedeutet n = 2k fiir
ein k > 0.



