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Grundlagen der Mathematik 11

Losungsvorschlag zum 11. Tutoriumsblatt

Aufgabe 1.

a) Die Standardmethode ist das Erweitern des Bruchs £ mit der komplex Konjugierten z: Dies ergibt
(unter Verwendung von z - Z = |z|° = Re(2)? + Im(2)?)

1 z 2—31 2 3.
- = = = — — —1.
z z-zZ 22432 13 13
b) Es ist
147 (14d)-(r+d) r—14+(14r)
w = g g
r—i  (r—i)-(r+1) r2+1
r—1 n r+1 .
= 1.
r24+1 7r2+1
Diese Zahl ist genau dann reell, wenn 7 + 1 = 0, also r = —1 ist, und dann ist w = 121;11 = —1.
Sie ist genau dann rein imagindr, wenn  — 1 = 0, also 7 = 1 ist, und dann ist w = lg—ilz =1

o) Fiirz =z +iy € Cist 22 = (z +1y)? = 2? — y* + 2zyi, also Re(z?) = 2* — y*. Damit gilt
Re(z?) =0
= 22—y’ =0
— g2—y
= y==+x.
Damit besteht M aus allen Vielfachen der Zahlen 1 4+ ¢ und 1 — i:

d) Wir haben keine Losungsformel fiir eine Polynomgleichung 4. Grades (obwohl eine solche existiert,
die allerdings ziemlich kompliziert ist). Wir kommen jedoch auch ohne Losungsformel zum Ziel:
Entweder man rit Nullstellen (man hat hier gute Chancen, immerhin zwei der Nullstellen zu
erraten), oder man formt geschickt mit Hilfe der Binomischen Formel um:

0=2'+2%+22— 222
=22 (+22+1)—2(z+1)
=22 (z+1)2=2(z+1)
=(z+1)-(* - (z+1)—2).



Damit erkennt man, daff z; = —1 schon einmal eine Losung der Gleichung ist. Fiir eine weitere
Losung hilft die Beobachtung, daf} der zweite Faktor 2% - (2 + 1) — 2 fiir 25 = 1 verschwindet! Eine
Polynomdivision ergibt nun

2, 1) —2 3 2_2
@z ]) _z e =...=22422+2,

z—1 z—1
und die Nullstellen dieses quadratischen Faktors erhalten wir mit der quadratischen Lésungsformel:
2418 2472
a 2 2

Also sind z3 := —1 + 4 und 24 := —1 — 7 die beiden letzten Lésungen der Gleichung.

=—1=%u.

23,4

(Allgemein besagt ja der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra, dafl eine Polynomgleichung 4. Grades tatsichlich
stets genau 4 Losungen in C haben muf3, die allerdings nicht alle voneinander verschieden sein miissen: Beispiels-

4

weise hat ja das Polynom 2* nur eine einzige Nullstelle, nimlich 0, die vierfach zihlt.)

Aufgabe 2.

a) Esist

z+w=(1+2i)+(1—1i)=2+14,
z—w=(1+2i)—(1—-1)=3i
zow=(1+2i)-(1—i)=1+42i —i—2i* =3 +1,

z 1420 (1+20)(1+14) 142i+i+2% —1+3 1 3.

— - __ —1,

w  1—i  (A—9)Q+4)  12+12 2 2

w  1—i  (1—9)(1—-2) 1—i—2+2i® —1-—3i 1 3.
—_— = = = ey = —— — —1
z 142 (142i)(1—2i) 12 4+ 22 5 5 5

b) Die Gleichung ist sinnvoll, wenn der Nenner beider Briiche nicht verschwindet. Der Nenner des
Bruchs auf der rechten Seite ist die komplexe Zahl 4 — ¢ # 0 und macht also keine Probleme. Fiir
den Nenner auf der linken Seite gilt

242.-2—-3i=0
— 2.z2=-243%

3
<= z:—1+§i.

Die Definitionsmenge der Gleichung ist also M := C\ {—1 + %z} Fiir jedes z € M gilt nun
l—i+i-z  3+1

242-2—3i 4—7
l—i+i-z  3+i

7 B 3)+2.. 4

= (L—iti-z)-(d—i)=(3+4) ((2—3i)+2-2)

< :

= 3-Bit(1+4i)-2=9—Ti+ (6+20)-z

— —6+2i=(5—-2)-z

L 6F2 (642)(5+2) 342
5-2  (-20(G+2) 29 29"

Damit ist die Lésungsmenge L = {—35 — 2i}.



Entschuldigende Bemerkung: Selbstverstindlich ist dieses Resultat vollkommen gleichgiiltig. Die Aufgabe ist eine
reine Ubung im Rechnen mit komplexen Zahlen; anders gesagt: Der Weg ist das Ziel!

Aufgabe 3.
a) Esist

1
2= —(2+1) ~ 0,89 + 0,451,

V5

, (2402 4-14+4i 3 4 .
- — =2 12206408
: 5 5 5 Tt =00+

\ , 240 3440 2411 2

1~ 0,18 + 0,984,

11
N 5vV5  5V6  5V5

344\ T+ 24i 7 24
4 22 ; )
_ _ _ - 2 =-028+096
z (Z) < 5 > 25 25+25Z s + 0,907,

1 5 5-(2—1 5-(2—1 2—1
sl 2= \f‘: \f_( ) _ V5@ 2~ 0,89 — 0,45i.
z  24i  (241)(2—1) 5 5
In der Gauf8schen Zahlenebene zeichne ich diese Zahlen als Vektoren; genausogut kénnte man aber
nur Punkte (an den Spitzen der Vektorpfeile) markieren:

Hier kann man erkennen:

e Die Vektorpfeile sind alle gleich lang. Dies liegt daran, daff |z| = 1 ist, wie man leicht
nachrechnen kann, und dann ist |2"| = |2z|" = 1" = 1 fiir alle n € Z nach einer Rechenregel

fiir den Absolutbetrag einer komplexen Zahl.

e Die jeweils nichsthohere Potenz von 2 ergibt sich aus der vorangehenden, indem man den
Vektorpfeil um einen bestimmten Winkel ,weiterdreht®. Spiter wird sich herausstellen, dafs
die Multiplikation komplexer Zahlen stets als (Multiplikation der Vektorlingen und) Additi-

on von Winkeln aufgefafyt werden kann.

e Fiir unsere Zahl z gilt 271 = Z ist. Dies gilt fiir eine komplexe Zahl genau dann, wenn

|z| = 1 ist (wie man an der Bezichung |z|* = z - Z erkennen kann).
b) Ahnlich wie in a) erhalten wir
w=2—1,

W 242 i) = = (4 1) = VB A 224,

V5 V5



sowie

u=3+1,
1 1
zou=—=-2+0)341)=——=-(5+51)=vV5-(1+1i)~ 2,24 + 2,24,
\/5( )(3+1) \/5( ) (1+1)
Zu=z-(z-u)=2-V5-(1+4)=241) - (1+14) =1+3i,

wodurch sich folgendes Bild in der Gauf$schen Zahlenebene ergibt:

1 w

Man sieht also, dafl die Vektoren (komplexen Zahlen) zw, 2%w genauso lang sind wie der Vektor
w, nur um einen gewissen Winkel gegen den Uhrzeigersinn gedreht. (Und dieser Winkel ist genau
derjenige zwischen dem Vektor 2 und der reellen, d.h. der ,z-Achse®, vgl. das Bild zu a).) Das
gleiche gilt fiir die Vektoren zu, 224 im Vergleich zu u.

Aufgabe 4.  Fiir jedes z = x 4+ 1y € C mit z # 1 gilt

z+1 1 -
Z_lz‘z_l‘Q-(erl)-z—l
1 ) .
1

- @ (1))
-(:E2—1—2iy+y2)
(2?4 — 1 - 2iy).

Damit ist

z+1 22 +y?—1
Re = ,
(= 1)% + 42

z+1 —2y
Im = .
z—1 (x—1)2 44?2




Also kénnen wir rechnen:

Re (z—l—l) 9
z—1
2+ -1
e
Py =122 ((x—1)°+y7)
2?4y —1>22% — 4o+ 2+ 242
0> 2% —4x + 3 + 1> (Quadratische Erginzung . ..)
1>a2% —do +4+4°
1> (x—2)2+42

111t 1

Damit ist M in der Gauf$schen Zahlenebene die Kreisscheibe mit Mittelpunkt (2,0) = 2 und Radius 1,
allerdings ohne den Randpunkt 1.

Ebenso rechnen wir
Im (z + 1) -
z—1

RGNSV

= —2>2((z-17+y°)

= —y>(r—1)7 4+

= 0>(-12+y*+y (Quadratische Ergiinzung . ..)
1\ 2 1N\ 2

— (5) 2(x—1)2+(y+§) :

Damit ist M> in der Gaufschen Zahlenebene die Kreisscheibe mit Mittelpunke (1, —3) = 1 — 2i und
Radius %, allerdings ohne den Randpunke 1.
In der Gauflschen Zahlenebene ergibt sich damit das folgende Bild:




