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Definition. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so ist ein Charakter von G ein Gruppenhomo-
morphismus G — C*. Ist m eine ganze Zahl, so ist ein Charakter modulo m ein Charakter von
(Z/mZ)*, also ein Gruppenhomomorphismus (Z/mZ)* — C*.

Der ,triviale” Charakter, der also jedes Element der Gruppe auf 1 € C abbildet, heift Hauptcha-
rakter. Die Menge der Charaktere von G, notiert als G, bildet eine Gruppe mit der Verkniipfung,
die durch punktweise Multiplikation gegeben ist, also (x1 - x2)(9) := x1(9) - x2(g). In dieser
sogenannten Charaktergruppe ist der Hauptcharakter das neutrale Element.

Proposition. Die Charaktere modulo m entsprechen eineindeutig den zahlentheoretischen Funk-
tionen x : N — C mit folgenden Eigenschaften:

i) x(a) = x(b), fallsa = b (mod m).
ii) x ist vollstindig multiplikativ.
iii) x(a) =0, falls ggT(a, m) # 1.
) x(a) # 0, falls ggT(a,m) = 1.

Hidufig werden auch solche zahlentheoretischen Funktionen einfach als Charaktere modulo m
bezeichnet.

Beweis. Ist eine Funktion y : N — C gegeben, so definiert x wegen i) eine wohldefinierte Abbildung Z/mZ —
C (durch [a] — x(a)), deren Einschrinkung auf die Einheitengruppe (Z/mZ)* wegen iv) nur Werte in C*
annimmt und wegen ii) ein Gruppenhomomorphismus ist.

Ist umgekehrt ¢ : (Z/mZ)* — C* ein Gruppenhomomorphismus, so definieren wir eine Abbildung x : N —
C durch die Vorschrift

o(la]) fallsggT(a,m)=1.
Dies ist eine wohldefinierte Abbildung, weil [a] € Z/mZ genau dann in (Z/mZ)* liegt, wenn ggT(a,m) = 1
ist. Dann sind i), iii) und iv) nach Definition erfiillt; die vollstindige Multiplikativitit sicht man so: Sind a und b
beide teilerfremd zu m, so auch ihr Produkt ab, und dann folgt x (ab) = ¢([ab]) = ¢([a]) - ¢ ([0]) = x(a) - x(b),

weil x ein Gruppenhomomorphismus ist. Besitzt dagegen a oder b einen gemeinsamen Teiler mit m, so auch ab,
und damit verschwinden sowohl x(ab) als auch x(a) - x(b).

0 falls ggT(a, m) # 1,
x(a) = {

Auflerdem sind die konstruierten Zuordnungen beider Klassen von Abbildungen zueinander invers (!), woraus
die Behauptung folgt. O



Der Satz ist Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes (angewandt fir G = (Z/mZ)*):

Satz. Es ist ’CA? ’ = |G|, die Gruppe G hat also ebensoviele Charaktere wie Elemente.

Folgerung. Die Anzahl der Charaktere modulo m ist genau p(m).

Beweis des Satzes. Wir argumenieren in zwei Schritten:

i)

Ist G sogar zyklisch von der Ordnung n, so entsprechen (laut einem Resultat der Algebra-
vorlesung) die Homomorphismen G — C* genau den Elementen von C*, deren Ord-
nung ein Teiler von n ist (indem namlich, nach Wahl eines Erzeugers g € G mit G = (g),
ein Homomorphismus ¢ : G — C* vollstindig beschrieben ist durch das Bild ¢(g), und
dessen Ordnung ist ein Teiler von n wegen ¢(g)" = ¢(¢9") = ¢(eq) = 1). Dies sind aber
genau die Losungen der Gleichung 2" = 1 in C*, also die n-ten Einheitswurzeln, von
denen es genau n Stiick gibt.

Im allgemeinen Fall ist G nach dem Satz iiber die Struktur endlicher abelscher Gruppen
isomorph zu einem Produkt zyklischer Gruppen:

G=2Gix...xG,

mit endlichen zyklischen Gruppen G; der Ordnung n;. Wegen |G| = g1 - ... - g,, geniigt
es nun zu zeigen, dafl die Anzahl der Homomorphismen G| = [T, é\z ist. Um das zu

beweisen, geniigt es (mittels eines induktiven Arguments), den Fall n = 2 zu betrachten,
und dann hilft das nichste Lemma.

O

Lemma. Sind G'1, Go, H abelsche Gruppen, so entsprechen die Homomorphismen G1 x Ga — H
eineindeutig den Paaren von Homomorphismen G; — H und G — H.

Beweis. In formaler Notation suchen wir eine bijektive Zuordnung zwischen den Mengen

Hom(G: x G2,H) und Hom(G1, H) x Hom(G2, H).

Ist o : G1 X G2 — H gegeben, so definieren wir ¢1 : G1 — H durch v1(g1) := ¢(g1,ec,) und 2 : Go — H
durch p2(g2) := p(eq,, g2). Beides sind, wie man miihelos nachrechnen kann, Homomorphismen.

Sind umgekehrt ¢ : G1 — H und @2 : G2 — H gegeben, so definieren wir ¢ : G1 X G2 — H durch
©(g1,92) == ¢1(g1) - p2(g2). Dall dies wieder ein Homomorphismus ist, ist mithelos nachzurechnen (wobei die
Kommutativitit von H wesentlich ist).

Beide Zuordnungen sind zueinander invers: Sind namlich ¢1, 2 gegeben und ¢ definiert wie oben angegeben,

so ist (g1, ec,) = p1(g1) - p2(ecy) = p1(g1) und ebenso p(ea,,g2) = ... = @2(g2), wie behauptet. Ist
umgekehrt o gegeben und 1, @2 definiert wie ganz oben,’, so gilt

1(91) - p2(92) = @(g1,€6,) - plea, 92) = ©((g1;ea,) - (eay, 92)) = v(g1,92),

was zu beweisen war. O

'Gleichung numerieren!



0.1 Satz (Orthogonalitdtsrelationen). Es sei G eine endliche abelsche Gruppe.

i) Fiir jeden Charakter x von G gilt

|G| falls x der Hauptcharakter ist,
> x(g) =

geq sonst.

ii) Fiir jedes Element g € G gilt

Z (g) = {|G| falls g = eg ist,

pe 0 sonst.
xEG

Bewetis.

i) Ist x der Hauptcharakter, so ist die Aussage klar wegen ) | gec 1= |G|. Andernfalls gibt es
ein go mit x(go) # 1. Aber es ist

> x(9) = x(g0-9) = x(g0) - Y_ x(9),

geqG geG gelG

da auch g - g fiir laufendes g alle Elemente von G durchlauft. Wegen x(go) # 1 muf8 dann
die Summe verschwinden.

ii) Ist g = eg, so ist die Aussage wiederum klar wegen y(ec) = 1 fiir jeden Charakter.
Andernfalls gibt es nach dem nichsten Lemma einen Charakter yo mit xo(g) # 1. Nun
gilt

D x(9) = (xo-x)(9) =x09) - > x(9),

XG@ xe@ XG@

da auch xo - x mit laufendem y alle Elemente der Charaktergruppe G durchlauft. Wie im
letzten Beweis mufl dann aber wegen x((g) # 1 die Summe verschwinden.

O]

Lemma. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, und ist g € G nicht das neutrale Element, so gibt es
einen Charakter x von G mit x(g) # 1.

Beweis. Es sei H = (g) die von g erzeugte Untergruppe von G. Wir zihlen die Charaktere von
G und von G/ H und betrachten das zu die ,,Einschrinkungsabbildung®

T G//?I — {Charaktere von G/H} — {Charaktere von G} = G,

die aus einem Charakter x : G/H — C* den Charakter g — x([g]) von G macht (also die
komponierte Abbildung G — G/H % C*).



Die Abbildung r ist injektiv (formal deswegen, weil die Projektion G — G/ H surjektiv ist). Hat
nun g die Eigenschaft, daf3 fiir jeden Charakter x gilt x(g) = 1, so gilt auch x(H) = 1, so daf3
x nach dem Homomorphiesatz einen Homomorphismus G/H — C* definiert. In diesem Fall
ist die Abbildung r also surjektiv und damit insgesamt bijektiv. Damit folgt aber ’CT/]\'{ ’ = ’@ ,
also nach dem Satz tiber die Anzahl der Charaktere |G/H| = |G|, und das bedeutet |H| = 1,
d.h. g = eq. O




