
Mathematisches Institut der Ludwig-Maximilians Universität München

Rational triviale Torseure und die

Serre–Grothendiecksche Vermutung

Lukas-Fabian Moser

2008

Diplomarbeit

Betreuer: Prof. Dr. Fabien Morel





Zusammenfassung

Es sei k ein Körper. Wir studieren die étale Kohomologie einer glatten k-Varietät mit Werten in einer

(glatten) linearen algebraischen Gruppe über k. Die Serre-Grothendiecksche Vermutung besagt: ist G

eine reduktive lineare Gruppe über k, und ist X eine glatte k-Varietät mit Funktionenkörper K, so hat für

jedes x ∈ X die Abbildung Ȟ1ét(OX,x, G) → Ȟ1ét(K,G) trivialen Kern. Wir beweisen Sätze von Colliot-

Thélène–Ojanguren und Raghunathan, die insbesondere die Vermutung für zerfallendes G über einem

unendlichen Körper k implizieren. Als Nebenresultat erhalten wir den Satz von Quillen–Suslin über die

Trivialität von Vektorbündeln über Ank im Fall eines unendlichen Körpers k.
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Einleitung

Es sei F ein topologischer Raum. Ein Faserbündel mit typischer Faser F ist bekanntlich eine stetige Abbil-

dung π : E→ X topologischer Räume, die lokal (auf X) isomorph ist zur Projektion X× F→ X, für die

es also eine offene Überdeckung X =
⋃
iUi und mit X ′ :=

∐
iUi ein kommutatives Diagramm

X ′ ×X E

π
##HHHHHHHHH ∼=

f // X ′ × F

proj.{{xx
xx

xx
xx

x

X ′

gibt. Ist F = G sogar eine topologische Gruppe, und besitzt E eine stetige G-Rechtsaktion, unter der π

invariant ist, und die von f in die natürliche G-Rechtsaktion auf X ′ × G überführt wird, so nennt man

E→ X ein G-Hauptfaserbündel.

Diese Arbeit handelt von Torseuren, dem Analogon von Hauptfaserbündeln in der algebraischen Geo-

metrie – man könnte einen Torseur ein
”
algebraisches Hauptfaserbündel“ nennen. Die Kategorie der

topologischen Räume ersetzen wir durch die Kategorie der S-Schemata (für eine feste Basis S), und in-

dem wir das Koprodukt offener Teilmengen durch das vorläufig noch undefinierte Wort
”
Überdeckung“

ersetzen, erhalten wir die

Definition. Es sei G ein Gruppenschema über S. Ein G-Torseur auf einem S-Schema X ist ein Mor-

phismus π : E → X von S-Schemata, wobei auf E eine G-Rechtsoperation fixiert ist, bezüglich derer π

invariant ist, und so daß es eine Überdeckung X ′ → X und einen G-äquivarianten Isomorphismus von

X ′-Schemata X ′ ×X E
∼=
−→ X ′ ×SG gibt.

Lesen wir
”
Überdeckung“ als

”
surjektives Koprodukt offener Einbettungen“, so erhalten wir den Begriff

eines Torseurs bezüglich der Zariskitopologie.(i) Es ist aber ein bekanntes Phänomen in der algebraischen

Geometrie, daß die Zariskitopologie für viele Fragen
”
zu grob“ ist.(ii) Man möchte daher den Begriff

der offenen Überdeckung eines Schemas ersetzen durch einen Begriff, der eher die Flexibilität offener

Überdeckungen in der klassischen Topologie bietet. Es stellt sich heraus, daß dies die surjektiven Familien

étaler Morphismen leisten: im komplexen Fall ist ein Morphismus X → Y von Varietäten über C genau

dann étale, wenn er in der klassischen (analytischen) Topologie lokaler Isomorphismus ist ([Mu, Cor. 2

zu Thm. 3]; der entscheidende Punkt ist unsere Proposition 1.2.12). Lesen wir nun in der Definition das

Wort
”
Überdeckung“ als

”
surjektiver étaler Morphismus“, so erhalten wir die Definition eines Torseurs

bezüglich der
”
étalen Topologie“.

Ein Zariski-Torseur ist natürlich insbesondere ein étaler Torseur mit der – nun nicht mehr selbstverständ-

lichen – Eigenschaft,
”
rational trivial“, d.h. auf einer Zariski-offenen Menge trivial zu sein. Die Serre–

Grothendiecksche Vermutung besagt nun, daß ein rational trivialer étaler Torseur unter einer reduktiven

Gruppe bereits ein Zariski-Torseur ist (vgl. etwa [Se, 5.5, Remarque]). Wir beweisen diese Vermutung im

Falle eines endlichen Gruppenschemas sowie (nach Colliot-Thélène–Ojanguren und Raghunathan) im

Fall einer zerfallenden reduktiven Gruppe über einem unendlichen Körper.

(i)Man beachte aber, daß auch ein Torseur in der Zariskitopologie im allgemeinen kein Hauptfaserbündel der zugrundeliegen-

den topologischen Räume ist, weil ein (Faser-)Produkt von Schemata für gewöhnlich nicht mit dem der zugrundeliegenden

topologischen Räume übereinstimmt.
(ii)So ist ja beispielsweise jede nichtleere offene Teilmenge einer (irreduziblen) Varietät dicht.
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Voraussetzungen und Aufbau

Wir setzen beim Leser nur Vertrautheit mit der Sprache der Schemata in der algebraischen Geometrie

– etwa im Umfang des zweiten und dritten Kapitels von [Har] – sowie Grundkenntnisse in der Theorie

algebraischer Gruppen – etwa wie in [Hu] ohne die Klassifikation halbeinfacher Gruppen – voraus.

Darauf aufbauend, stellt unser erstes Kapitel weitere Grundlagen bereit: Nach einigen Bemerkungen über

topologische Eigenschaften der Menge X(k) der Punkte eines Schemas Xmit Werten in einem Körper k

folgt ein Abschnitt über glatte und étale Morphismen, die in [Har] nicht in der für uns nötigen Allgemein-

heit betrachtet werden. Anschließend werden die Grundtatsachen der Garbentheorie auf Grothendieck-

(Prä-)Topologien dargestellt. Der nächste Abschnitt behandelt Abstiegstheorie (descent): Die Sätze über

das Verkleben von (auch quasikohärenten) Garben und affinen Schemata bezüglich étaler oder fppf-

Überdeckungen werden mehr oder weniger ausführlich bewiesen; Grothendiecks Sätze über das Verhal-

ten von Eigenschaften von Morphismen von Schemata bezüglich treuflachem Abstieg lediglich zitiert. –

Ein letzter Abschnitt behandelt algebraische Gruppen: wir ordnen die in Büchern wie [Hu], [Bor] oder

[Sp] verwendete klassische
”
mengentheoretische“ Sprache in die Welt der Schemata ein und vergleichen

insbesondere die verschiedenen Konstruktionen von Quotienten algebraischer Gruppen nach Untergrup-

pen. Zuletzt kommen einige Rationalitätsfragen für algebraische Gruppen über nicht algebraisch abge-

schlossenen Körpern zur Sprache, insbesondere im Hinblick auf die Bruhat-Zerlegung. Diese Resultate

sind in der üblichen Lehrbuchliteratur nur sehr verstreut zu finden.

Das zweite Kapitel ist Torseuren gewidmet: die allgemeine Theorie (inkl. Restriktion und Erweiterung der

Strukturgruppe) behandeln wir im abstrakten Fall von Garbentorseuren, bei dem die (schwierigen) Exi-

stenzfragen vorläufig außen vor bleiben können. Anschließend widmen wir uns Torseuren auf Schemata

in der étalen oder der fppf-Topologie unter einem Gruppenschema G. Im Fall G = GLn erhalten wir

nach Hilberts Satz 90 den bekannten Begriff des Vektorbündels zurück. In einem Exkurs geben wir einen

elementaren, auf Dedekind–Weber zurückgehenden Beweis der Klassifikation der Vektorbündel auf der

projektiven Geraden über einem Körper. Anschließend studieren wir Torseure unter endlichen Gruppen-

schemata: Für sie beweisen wir eine Verschärfung der Serre–Grothendieckschen Vermutung und zeigen

dann, daß im Falle konstanter endlicher Gruppen sogar
”
Reinheit“ vorliegt, d.h. daß die étale Kohomo-

logie eines Schemas mit Werten in einer konstanten endlichen Gruppe nicht von den Punkten der Ko-

dimension > 2 abhängt. Der Rest des Kapitels ist dem Beweis der Sätze von Colliot-Thélène–Ojanguren

gewidmet, die besagen: Es sei k ein unendlicher Körper und G eine lineare algebraische Gruppe über

k. Gilt, erstens, die Serre–Grothendiecksche Vermutung für G-Torseure über jedem Ank, so gilt sie für

G-Torseure über jeder glatten k-Varietät. Zweitens liegt diese Situation insbesondere dann vor, wenn für

jede Körpererweiterung k ⊂ K jeder rational triviale G-Torseur über jedem AnK bereits trivial ist.

Im dritten Kapitel beweisen wir den Satz von Raghunathan, daß im Falle einer k-zerfallenden zusam-

menhängenden reduktiven Gruppe G tatsächlich jeder rational triviale G-Torseur auf jedem Ank trivial

ist, was insbesondere die Serre–Grothendiecksche Vermutung für diese Gruppen impliziert. Der Beweis

ist ein Induktionsargument nachn; wesentliche Techniken sind die Fortsetzung von Torseuren von A1X (X

ein Schema) nach P1X, Grothendiecks Starrheitssatz für Vektorbündel auf Familien projektiver Geraden

nebst seiner Verallgemeinerung für Torseure unter beliebigen linearen Gruppen sowie Quillens Patching-

Lemma aus dem Beweis der Trivialität von Vektorbündeln auf Ank. Da GLn über jedem Körper zerfallend

ist, erhalten wir insbesondere einen Beweis dieses Resultats im Falle eines unendlichen Grundkörpers.

Tatsächlich ist die Serre–Grothendiecksche Vermutung auch für beliebige reduktive Gruppen G rich-

tig. Dies bewies Raghunathan im Jahr 1993 unter Verwendung des ersten Satzes von Colliot-Thélène–

Ojanguren, indem er also zeigte, daß für eine solche Gruppe jeder rational triviale G-Torseur über Ank
lokal trivial ist. Er verwendet dabei unter anderem auch einen großen Teil der Techniken, die wir im drit-

ten Kapitel erklären, so daß unsere Arbeit beim Studium des Artikels [Ra93] möglicherweise nützlich sein

dürfte.
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Konventionen

Alle Ringe sind kommutativ und besitzen ein Einselement. Den Begriff
”
Schema“ verwenden wir wie

in [Har], ein Schema ist also ein Präschema im Sinne von [EGA]. Bisweilen verwenden wir das Wort

”
Varietät“ und meinen damit gewöhnlich ein integres Schema, das lokal von endlichem Typ über einem

Körper ist. Die Kategorie der Mengen bezeichnen wir mit Set, die der Moduln über einem Ring A mit

Mod(A) oder ModA, die Kategorie der A-Algebren entsprechend mit Alg(A) oder AlgA. Das ausge-

zeichnete Element einer punktierten Menge nennen wir 0, 1 oder auch ⋆. Das letztere Zeichen verwenden

wir auch für ein finales Objekt in einer Kategorie. Ist S ein Objekt einer Kategorie C, so bezeichnen wir

mit C/S die Kategorie der Objekte
”
über S“, also der Morphismen mit Ziel S. Ist X → S ein S-Objekt

und S ′ → S ein Morphismus, so bezeichnen wir das S ′-Objekt X×S S
′ bisweilen auch mit XS′ . Ist k ein

Körper, so bezeichnen wir mit k einen algebraischen und mit ksep einen separablen Abschluß von k.

Wir vereinbaren außerdem folgende Notation: istA ein Ring und V einA-Modul (den wir je nach Bedarf

als Links- oder Rechtsmodul auffassen), so wirken Matrizen überA durch formale Matrixmultiplikation

auf Matrizen über V . Das bedeutet insbesondere genauer: istQ = (qij) ∈ A
m×n eine Matrix, so können

wir n-Tupel von Elementen von V von links undm-Tupel von rechts mitQmultiplizieren, und zwar gilt

(mit (v1, . . . , vn) := (v1 . . . vn)
T):

(w1, . . . , wm) = Q(v1, . . . , vn)⇐⇒ wi =

n∑

j=1

qijvj für alle i,

(v1 . . . vn) = (w1 . . . wm)Q⇐⇒ vj =

m∑

i=1

wiqij für alle j.

Die Nützlichkeit dieser Notation ergibt sich daraus, daß die so definierten Verknüpfungen, wie man sich

leicht überlegt, den vertrauten Rechenregeln für Matrixmultiplikation gehorchen.

Einige Sätze und Beweise sind in kleinerem Druck gehalten, um deutlich zu machen, daß sie – obschon für uns wichtig –

eine Unterbrechung des natürlichen Gedankengangs in einem Abschnitt darstellen. Vielleicht wird die Struktur der Überle-

gungen dadurch leichter erkennbar.
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1 Grundlagen

1.1 Punkte eines Schemas mit Werten in einem Körper

Es sei X ein S-Schema. Für ein weiteres S-Schema T schreiben wir wir üblich X(T) := HomSch/S(T, X).

Ist S ′ → S ein Morphismus und T ein S ′-Schema, so haben wir eine kanonische Identifikation

X(T) = HomSch/S(T, X) ∼= HomSch/S′(T, XS′) = XS′(T).

Ist k ein Körper über S, so induziert die kanonische Abbildung X(k) → X eine Topologie auf X(k), die

wir die S-Topologie der k-Punkte von X nennen wollen. Ohne Schwierigkeiten verifiziert man:

1.1.1 Proposition. Die Vorschrift X 7→ X(k) definiert einen Funktor von den S-Schemata in die topologi-

schen Räume, der offene und abgeschlossene Einbettungen erhält sowie projektive Limites auf mengentheo-

retische projektive Limites abbildet.

Beispielsweise ist die Abbildung (X ×S Y)(k) → X(k) × Y(k) stets bijektiv und stetig, jedoch im allge-

meinen kein Homöomorphismus.

Offenbar ist Xred(k) = X(k). Ist S ′ → S ein Morphismus und k ein Körper über S ′, so ist die S ′-

Topologie auf X(k) feiner als die S-Topologie: dies folgt aus der Kommutativität des Diagramms

HomS′(Spec k, XS′) // XS′

��
HomS(Spec k, X) // X.

Im allgemeinen ist die S ′-Topologie auch echt feiner als die S-Topologie: in der R-Topologie auf A1(C)

beispielsweise sind i und −i topologisch nicht unterscheidbar, während die C-Topologie die klassische

Zariskitopologie ist.

Ist im folgenden k ein Körper und X ein k-Schema lokal von endlichem Typ, so betrachten wir auf X(k)

die k-Topologie, wenn wir nicht ausdrücklich etwas anderes sagen.

1.1.2 Proposition. Es sei k ein Körper, X → Spec k lokal von endlichem Typ und k ⊂ K eine algebraische

Körpererweiterung. Dann ist in X(K) mit der k-Topologie jeder Punkt abgeschlossen.

Beweis. Ein k-Morphismus SpecK→ X hat als Bild einen Punkt x ∈ X, für den κ(x) algebraisch über k

ist, und nach dem nächsten Lemma ist ein solcher Punkt abgeschlossen.

1.1.3 Lemma. Sei X lokal von endlichem Typ über einem Körper k. Ein Punkt x ∈ X ist genau dann abgeschlossen, wenn κ(x)

algebraisch über k ist, und dann ist k ⊂ κ(x) sogar endlich.

Beweis. Es genügt, die Aussage für affine Schemata zu beweisen. Sei also A endlich erzeugte k-Algebra und p ⊂ A ein

Primideal. Dieses ist genau dann maximal, wenn 0 = dimA/p = tr. degk QuotA/p = tr. degk κ(p) ist, und in diesem Fall

istA/p als endlich erzeugte Körpererweiterung sogar endlich nach dem Hilbertschen Nullstellensatz.
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1.1.4 Proposition. Es sei k ein Körper und X ein k-Schema. Dann induziert die natürliche Abbildung

X(k)→ X einen Homöomorphismus von X(k) auf die Menge der k-rationalen Punkte von X.

Beweis. Zu jedem Punkt x ∈ Xmit k
∼=
−→ κ(x) gehört genau ein k-wertiger Punkt Spec k ∼= Spec κ(x)→

X. Dies zeigt die Bijektivität. Sei also X0 ⊂ X die Menge der k-rationalen Punkte. Dann ist X(k) → X0
nach Definition stetig, und X(k) trägt die induzierte Topologie, also ist die Abbildung ein Homöomor-

phismus.

1.1.5 Proposition. Es sei k ein Körper und X → Spec k lokal von endlichem Typ. Ist k ein algebraischer

Abschluß von k, so ist X(k) → X ein Quasi-Homöomorphismus mit endlichen Fasern (wobei X(k) mit der

k-Topologie versehen ist).

Wir erinnern daran, daß ein Quasi-Homöomorphismus f : X→ Y stetiger Räume eine stetige Abbildung

ist, für die die induzierte Abbildung Op(Y) → Op(X) bijektiv ist, wobei Op(X) die Menge der offenen

Teilmengen von X bezeichnet.

Die Proposition zeigt beispielsweise, daß An(k) mit der k- oder der k-Topologie irreduzibel ist. Bei ihrem

Beweis hilfreich ist das folgende

1.1.6 Lemma. Eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen topologischen Räumen ist genau dann ein Quasi-Homöomorphis-

mus, wenn X die durch f induzierte Topologie trägt (d.h. wenn die offenen Mengen von X genau die f-Urbilder offener Mengen

in Y sind) und f(X) jede nichtleere lokal abgeschlossene Teilmenge von Y schneidet.

Den problemlosen Beweis übergehen wir hier.

Beweis der Proposition. Es genügt zu zeigen, daß das Bild jede nichtleere lokal abgeschlossene Menge

schneidet; aber das ist eine der vielen Formulierungen des Hilbertschen Nullstellensatzes. Die Endlichkeit

der Fasern folgt daraus, daß ein Morphismus Spec k → X stets einen abgeschlossenen Punkt als Bild hat,

dessen Restklassenkörper L mithin eine endliche Erweiterung von k ist und sich damit nur auf endlich

viele Arten in k einbetten läßt.

1.1.7 Korollar. Ist k ein unendlicher Körper, so ist An(k) in An(k), versehen mit der k-Topologie, dicht.

Beweis. Bekanntlich liegen die k-rationalen Punkte im Schema Ank dicht (für n = 1 ist das die Tatsache,

daß ein nichtverschwindendes Polynom in einer Variablen über einem Körper nur endlich viele Nullstel-

len hat; der Fall n > 1 folgt daraus durch Induktion). Also ist die Komposition An(k) ⊂ An(k) → Ank
dominant, und da An(k) die von Ank induzierte Topologie trägt, folgt die Behauptung.

1.1.8 Proposition. Es sei k ⊂ K eine Körpererweiterung. Ist X ein k-Schema, so ist die Abbildung X(k)→
X(K) stetig, wobei X(K) mit der K-Topologie versehen ist.

Beweis. Wir können annehmen, daß X = SpecA affin ist. Sei Z→֒p XK gegeben durch ein Ideal I ⊂ AK =

A ⊗k K, wobei es genügt, den zyklischen Fall I = (f) zu betrachten. Für einen k-Homomorphismus

ϕ : A → k wollen wir untersuchen, wann ϕK : AK → K über AK/I faktorisiert. Wähle eine k-Basis

(xi)i∈I von K und schreibe f =
∑
i fi⊗ximit fi ∈ A. Dann istϕK(f) =

∑
iϕ(fi)xi, und diese Summe

verschwindet genau dann, wenn alle ϕ(fi) verschwinden, wenn also ϕ über A/I0 mit I0 =
∑
i(fi)

faktorisiert.

1.1.9 Korollar. In der Situation der Proposition ist die k-Topologie auf X(k) die Teilraumtopologie von

X(k) ⊂ X(K), wobei X(K) die k- oder die K-Topologie tragen kann.
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Beweis. Für X(K) mit der k-Topologie ist die Aussage klar, da X(k) → X über X(K) faktorisiert. Für

X(K) mit der K-Topologie betrachte die Abbildung

{K-abgeschlossene Teilmengen von X(K)}→ {k-abgeschlossene Teilmengen von X(k)} .

Sie ist wohldefiniert nach der Proposition; sie ist aber surjektiv, denn eine abgeschlossene Teilmenge von

X(k) ist Einschränkung einer k-abgeschlossenen Teilmenge von X(K), und die K-Topologie ist feiner als

die k-Topologie.

Insbesondere ist für einen unendlichen Körper k der Raum An(k) irreduzibel: denn An(k) ist dicht in

An(k) mit der k-Topologie; letzterer Raum ist irreduzibel, also auch An(k) mit der induzierten Topolo-

gie, aber diese ist identisch mit der k-Topologie.

1.1.10 Proposition. Es sei X ein S-Schema und k ein S-Körper. Ist k unendlich, so ist die Abbildung

A1X(k)→ X(k) (in der S-Topologie) offen.

Beweis. Wir müssen zeigen, daß für eine offene Teilmenge U→֒◦ A1X das Bild von U(k) → X(k) offen

in der S-Topologie ist. Wir können annehmen, daß S = SpecR und X = SpecA affin sind, und daß

U = SpecA[T ]F mit einem Polynom F =
∑n
i=0 ciT

i ∈ A[T ] ist. Ein R-Homomorphismus ϕ : A → k

liegt genau dann im Bild von HomR(A[T ]F, k) → HomR(A, k), wenn es ein a ∈ k gibt mit Fϕ(a) 6= 0

(wobei Fϕ =
∑n
i=0ϕ(ci)T

i ∈ k[T ] ist). Da k unendlich ist, ist dies genau dann der Fall, wenn Fϕ 6= 0

ist, wenn ϕ also über einen der Ringe Aci faktorisiert, und das bedeutet gerade, daß ϕ in der durch⋃n
i=0D(ci) ⊂ SpecA definierten offenen Teilmenge von X(k) = HomR(A, k) liegt.

Durch wiederholte Anwendung der Proposition folgt, daß auch AnX(k) → X(k) im Falle eines unend-

lichen Körpers k offen ist. Wir werden dies beispielsweise benötigen für Abbildungen zwischen Matri-

zenräumen, die einige Zeilen oder Spalten
”
vergessen“.

1.2 Glatte, unverzweigte und étale Morphismen

Wir stellen hier die abstrakten Defintionen glatter und étaler Morphismen von Schemata bereit. Die

definitive Referenz ist [EGA, IV, § 17]; im Falle von Glattheit geben wir jedoch Charakterisierungen,

die dort nur sehr implizit zur Sprache kommen.

Definition. Es seiA ein Ring. EineA-Algebra B heißt formell glatt (bzw. formell unverzweigt bzw. formell

étale), wenn für jede A-Algebra R und jedes nilpotente Ideal I ⊂ R die Abbildung HomAlgA
(B, R) →

HomAlgA
(B, R/I) surjektiv (bzw. injektiv bzw. bijektiv) ist.

Formelle Glattheit bedeutet also: ist R eine beliebige A-Algebra und I ⊂ R ein nilpotentes Ideal, so

existiert in jedem kommutativen Diagramm

A //

��

R

����
B //

∃

>>}
}

}
}

}
R/I

ein gestrichelter Pfeil. Formelle Unverzweigtheit bedeutet, daß es höchstens einen solchen Pfeil gibt. Alle

Begriffe bleiben identisch, wenn man die Forderung, daß I nilpotent ist, verstärkt zu I2 = 0 (Beweis

durch Induktion nach n in In = 0). Unter dieser stärkeren Voraussetzung kann man die Frage nach der

Eindeutigkeit von Liftungen kann man noch präziser fassen:
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1.2.1 Proposition. Es sei B eine A-Algebra, R eine weitere A-Algebra und I ⊂ R ein Ideal mit I2 = 0. Es

sei f : B → R/I ein Homomorphismus von A-Algebren. Dann ist die Menge aller Liftungen F : B → R von

f ein Torseur unter der Gruppe DerA(B, I), wobei I vermöge f als B-Modul aufgefaßt wird.

Dabei ist ein Torseur unter einer Gruppe eine (möglicherweise leere) Menge, auf der die Gruppe frei und

transitiv operiert.

Beweisskizze. Es sei F : B → R eine Liftung von f. Es genügt zu zeigen: für eine FunktionD : B → R ist

F + D genau dann eine weitere Liftung von f, wenn D eine A-Derivation B → I ist; aber dies läßt sich

mühelos nachrechnen.

Insbesondere folgt aus Ω1
B/A

= 0, daß B formell unverzweigt über A ist. Die Umkehrung gilt auch, vgl.

[EGA, IV.17.2.1].

1.2.2 Beispiel. Es sei A ein Ring. Ist S ⊂ A ein multiplikatives System, so ist A→ S−1A formell étale. Der

PolynomringA[X1, . . . , Xn] ist formell glatt überA.

Beweis. Nicht ganz offensichtlich ist nur die formelle Glattheit von Lokalisierungen. Ist aber R eine A-

Algebra, I ⊂ R nilpotent und f : S−1A → R/I ein A-Homomorphismus, so ist jedes s ∈ S invertierbar

in R/I und damit bereits in R, also faktorisiertA→ R/I über S−1A.

1.2.3 Proposition. Für die definierten Begriffe gelten folgende Rechenregeln:

1. Transitivität: Ist B formell glatt (unverzweigt, étale) über A und C formell glatt (unverzweigt, étale)

über B, so ist C auch formell glatt (unverzweigt, étale) überA.

2. Stabilität unter Basiswechsel: Ist A ′ eine A-Algebra, so ist für eine formell glatte (unverzweigte, étale)

A-Algebra B auch dieA ′-Algebra B⊗AA
′ formell glatt (unverzweigt, étale).

3. Kürzungsregel: Ist eine Komposition A → B → C formell unverzweigt, so auch B → C. Ist A → B

formell unverzweigt und die Komposition A → B → C formell glatt (étale), so ist auch B → C

formell glatt (étale).

Beweisskizze. Die Transitivität überlassen wir dem Leser. Die Stabilität unter Basiswechsel folgt daraus, daß Basiswechsel

linksadjungiert zum Vergißfunktor ist: für jede A ′-Algebra R gilt HomAlgA
(B, R)

∼=−→ HomAlgA ′
(B ⊗A A ′, R). Für die

Kürzungsregel sei R eine B-Algebra und I ⊂ R ein nilpotentes Ideal. Betrachte das folgende Diagramm:

HomAlgB
(C, R) //
� _

��

HomAlgB
(C, R/I)
� _

��
HomAlgA

(C, R) // HomAlgA
(C, R/I)

Ist A → C formell unverzweigt, so ist der untere horizontale Pfeil injektiv, und damit auch der obere. Ist aber A → B

formell unverzweigt, so ist das Diagramm kartesisch (ein Faserproduktdiagramm), und damit folgt aus der Surjektivität des

unteren auch die des oberen Pfeils.

Insbesondere ist, für ein multiplikatives System S ⊂ A, eine S−1A-Algebra B genau dann formell glatt

(unverzweigt, étale), wenn sie es überA ist. Es gilt aber noch mehr:

1.2.4 Proposition (Lokale Natur formeller Glattheit). Eine endlich präsentierbare A-Algebra B ist genau

dann formell glatt (unverzweigt, étale), wenn es b1, . . . , bn ∈ B gibt mit (b1, . . . , bn) = B, so daß jedes

Bbi eine formell glatte (unverzweigte, étale)A-Algebra ist.(i)

(i)Die Aussage ist in [EGA, IV.17.1.6] ohne die Endlichkeitsvoraussetzung formuliert; allerdings weiß ich im Fall formeller

Glattheit nicht, warum der Beweis ohne diese Voraussetzung auskommt.
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Beweisskizze. Es ist nur
”
immer dann“ zu zeigen. Der Fall formeller Unverzweigtheit ist eine einfache Übung. Im Fall for-

meller Glattheit sei R eineA-Algebra, I ⊂ R ein Ideal mit I2 = 0 und f : B → R/I ein Homomorphismus vonA-Algebren.

Für jedes i sei ri ∈ R ein Element mit f(bi) = [ri ]. Dann gilt auch (r1 , . . . , rn) = R. Es sei N := DerA(B, I). Für jedes

r ∈ R ist die Menge aller Liftungen von B → (A/I)r nach Ar ein Torseur unter DerA(B, Ir) ∼= Nr (für diese Isomorphie

benötigen wir die Endlichkeitsannahme an B). Nach Voraussetzung existiert für jedes i eine Liftung von B → (A/I)ri

nach Ari
. Die paarweisen Differenzen von Liftungen B → Arirj

liefern dann einen Čech-Kozykel der Modulgarbe Ñ auf

SpecR. Die Kohomologie einer quasikohärenten Garbe auf einem affinen Schema verschwindet jedoch ([EGA, III.1.3.1]),

und eine Trivialisierung dieses Kozykels liefert eine Liftung von B → A/I über A. (Im Sinne des späteren Verlaufs dieser

Arbeit hätten wir auch formulieren können: die lokalen Liftings bilden einen Garbentorseur auf SpecR in der Zariskitopo-

logie).

Definition. Es sei f : X → Y ein Morphismus von Schemata. f heißt glatt in x ∈ X, wenn f in einer

Umgebung von x lokal endlich präsentierbar ist und OX,x eine formell glatte OY,f(y)-Algebra ist. f heißt

glatt, wenn f in jedem x ∈ X glatt ist; dann sagt man auch, X sei glatt über Y. Die analogen Definitionen

trifft man für
”
unverzweigt“ und

”
étale“.

Eine A-Algebra B heißt glatt (in q ∈ SpecB), wenn SpecB → SpecA glatt (in q) ist. Analog für un-

verzweigt und étale. Für Algebren bedeutet
”
glatt“ dasselbe wie

”
formell glatt und endlich präsentiert“,

analog für alle anderen Begriffe. Dies beweist man analog zum Beweis der lokalen Natur formeller Glatt-

heit.

Definition. Es sei k ein Körper. Ein lokal noethersches k-Schema X heißt geometrisch regulär in x ∈ X,

wenn für jede Körpererweiterung k ⊂ K das Schema X ×k K regulär ist in jedem Punkt, der auf x

projiziert.

1.2.5 Satz. Es sei f : X → Y ein Morphismus von Schemata und x ∈ X ein Punkt, so daß f in einer

Umgebung von x lokal endlich präsentierbar ist. Es sei y = f(x). Dann gilt:

1. f ist genau dann glatt in x, wenn f in x flach und das (lokal noethersche) κ(y)-Schema f−1(y) geo-

metrisch regulär in x ist.

2. f ist genau dann unverzweigt in x, wenn myOX,x = mx und κ(y) →֒ κ(x) endlich separabel ist.

3. f ist genau dann étale in x, wenn f in x flach und unverzweigt ist.

Beweis. [EGA, IV.17.4.1, 5.1, 6.1].

Sei insbesondere ϕ : A → B ein endlich präsentierbarer Ringhomomorphismus, q ∈ SpecB und p =

ϕ−1(q). IstA→ B (d.h. SpecB→ SpecA) glatt in q, so istAp→ Bq flach, und Bq/pBq ist ein regulärer

lokaler Ring.

1.2.6 Korollar. Es sei k ein Körper. Ein k-Schema X ist genau dann glatt in x ∈ X, wenn X auf einer

Umgebung von x von endlichem Typ und geometrisch regulär in x ist.

Insbesondere sind glatte Morphismen offen, denn es gilt:

1.2.7 Proposition. Jeder flache, lokal endlich präsentierbare Morphismus von Schemata ist offen.

Beweis. Dies ist eine (nichttriviale) Folgerung aus dem Going-Down-Satz für flache Algebren, siehe im

noetherschen Fall [Mat, 6.I] oder [Mi80, I.2.12] und im allgemeinen Fall [EGA, IV.2.4.6].

1.2.8 Beispiel. Es sei k ein Körper. Eine k-Algebra A ist genau dann unverzweigt, wenn sie Produkt endlich

vieler separabler Körpererweiterungen von k ist, und dann ist sie sogar endlich und étale.
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Beweis.
”
Immer dann“ ist klar. Für

”
nur dann“ sei X := SpecA → Spec k unverzweigt. Dann ist X

noethersch, und für jedes x ∈ X gilt mx = 0, also ist OX,x = κ(x). Nach Voraussetzung ist κ(x) ei-

ne endliche separable Erweiterung von k. Insbesondere ist x abgeschlossen, und da X nur endlich viele

irreduzible Komponenten besitzt, ist X endlich.

1.2.9 Proposition. Es seiA ein Ring. Sind F,Q ∈ A[X] Polynome, und ist F unitär, so istB := (A[X]/(F))Q
genau dann étale überA, wenn F ′ (mit F ′ = dF/dX) in B invertierbar ist.

Man sagt dann, B sei standard-étale überA.

Beweis.

1. Sei zunächst A = k ein Körper. Dann ist F =
∏
i F
ei
i mit paarweise nichtassoziierten irreduziblen

Polynomen Fi, und B ∼=
∏
iBi mit Bi := (k[X]/(Feii )Q nach dem chinesischen Restsatz. Da jedes

k[X]/(Feii ) ein lokaler (artinscher) Ring ist, gilt

Bi =

{
0 falls Fi | Q,

k[X]/(Feii ) sonst.

Nach dem letzten Beispiel ist B also genau dann étale über k, wenn k[X]/(Feii ) eine endliche se-

parable Körpererweiterung von k ist für jedes i mit Fi ∤ Q, und dies ist äquivalent zu ei = 1 und

F ′i 6= 0 für alle imit Fi ∤ Q.

Andererseits ist F ′ genau dann invertierbar in B, wenn es in jedem Bi invertierbar ist. Diese Bedin-

gung ist nur nichttrivial für Fi ∤ Q; fixiere also ein solches i. Mit G :=
∏
j6=i F

ej
j , also F = F

ei
i · G,

folgt dann

F ′ = Fi
ei ·G ′ + eiFi

ei−1 · F ′i ·G = eiFi
ei−1 · F ′i ·G in Bi.

Dieses Element ist genau dann invertierbar, wenn ei = 1 und F ′i 6= 0 ist (denn dann ist F ′i automa-

tisch invertierbar in Bi), und dies ist genau die Bedingung, unter der B étale über k ist.

2. Sei nun A beliebig. Da F unitär ist, ist A[X]/(F) frei und deswegen B flach über A, so daß wir

uns nur um die Unverzweigtheit kümmern müssen. Man sieht jedoch schnell, daß B genau dann

unverzweigt ist, wenn B ⊗A κ(p) unverzweigt über κ(p) für alle p ∈ SpecA ist. Nach dem schon

behandelten Fall ist dies äquivalent dazu, daß F ′ in B ⊗A κ(p) invertierbar wird für jedes p. Die

Behauptung folgt dann aus dem nächsten Lemma.

1.2.10 Lemma. Es sei B eine A-Algebra. Ein Element b ∈ B ist genau dann invertierbar, wenn es in jedem

B⊗A κ(p), p ∈ SpecA, invertierbar ist. (Es genügt sogar, nur maximale Ideale zu betrachten.)

Zum Beweis betrachte beispielsweise die durch B definierte quasikohärente Garbe von OSpecA-Algebren

auf SpecA. – Man kann sogar zeigen, daß standard-étale Algebren in gewissem Sinn die
”
einzigen“ Bei-

spiele étaler Morphismen sind:

1.2.11 Satz. Ein Morphismus Y → X von Schemata ist genau dann étale, wenn es für jedes y ∈ Y mit Bild

x ∈ X offene affine Umgebungen y ∈ V ∼= SpecB und x ∈ U ∼= SpecA gibt, so daßA→ B standard-étale

ist.

Der Beweis ist schwierig und verwendet Zariskis Hauptsatz; siehe etwa [Mi80, 3.14]. Eine sehr der geo-

metrischen Intuition entgegenkommende Version dieses Kriteriums ist:
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1.2.12 Proposition. Ein Morphismus Y → X von Schemata ist genau dann étale, wenn es für jedes y ∈ Y

mit Bild x ∈ X offene affine Umgebungen y ∈ V ∼= SpecB und x ∈ U ∼= SpecA gibt, so daß B =

A[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fn) gilt und det(∂Fi/∂Xj)i,j in C invertierbar ist.

Zum Beweis siehe etwa [Mi80, I.3.16], wobei die Notwendigkeit direkt aus dem Satz (sogar mit n = 2)

folgt.

1.2.13 Korollar. Es sei A ein Ring, B = A[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fn) und d ∈ A[X1, . . . , Xn] die De-

terminante der Jacobimatrix (∂Fi/∂Xj)i,j. Ist p ⊂ B ein Primideal mit d 6∈ p (wir unterscheiden in der

Notation nicht zwischen d und seinem Bild in B), so istA→ B étale in p.

Beweis. Falls sogar d ∈ B× gilt, ist A → B étale nach der Proposition. Wir reduzieren auf diesen Fall.

Wir finden nämlich ein b ∈ B − p, so daß d in Bb invertierbar wird. SeiQ ∈ A[X1, . . . , Xn] ein Urbild

von b. Dann haben wir

Bb = A[X1, . . . , Xn+1]/(F1, . . . , Fn, Q.Xn+1− 1),

und die Determinante der neuen Jacobimatrix ist (nach der Kästchenregel) d ′ = d.Q. Das Bild von d ′ in

Bb ist d.b ∈ B×
b , also istA→ Bb étale.

Als nächstes behandeln wir ähnliche
”
Jacobikriterien“ für Glattheit von Morphismen.

1.2.14 Satz. Es sei k ein noetherscher Ring und A eine glatte k-Algebra. Es sei I ⊂ A ein Ideal, B = A/I

und q ∈ SpecBmit Urbildern p inA und p0 in k. Dann sind äquivalent:

1. k→ B ist glatt in q.

2. Bq ist (formell) glatte kp0 -Algebra.

3. Es gibt Elemente F1, . . . , Fr ∈ I und k-Derivationen D1, . . . , Dr : A → B mit
∑r
i=1 FiAp = IAp

und det (Dj(Fi))i,j ∈ B− q.

Ist speziellA = k[X1, . . . , Xn] ein Polynomring, so sind 1.-3. auch äquivalent zu

4. Es gibt Elemente F1, . . . , Fr ∈ I mit
∑r
i=1 FiAp = IAp, so daß mindestens ein r-reihiger Minor der

Jacobimatrix (∂Fi/∂Xj)i,j ∈ A
r×n nicht in p liegt (insbesondere ist r 6 n).

Beweis.
”
1.⇐⇒ 2.“ ist trivial, und die Äquivalenz

”
2.⇐⇒ 3.“ findet sich in [Mat, 29.E]. Im speziellen

Fall A = k[X1, . . . , Xn] ist
”
4. =⇒ 3.“ ist klar, denn jeder Ableitungsoperator ∂/∂Xj : A → A → B ist

eine k-Derivation, und wir müssen nur r von diesen auswählen. Es bleibt also nur
”
3. =⇒ 4.“ zu zeigen.

Wegen Derk(A,B) = HomA(Ω1
A/k
, B) und Ω1

A/k
=

⊕n
i=1A.dXi für A = k[X1, . . . , Xn] ist jede k-

DerivationA→ B eineA-Linearkombination der Ableitungsoperatoren ∂/∂Xi. Damit erhalten wir eine

n × r-Matrix Q über A mit (Dj(Fi))i,j = (∂Fi/∂Xj)i,j.Q. Über dem Körper κ(p) = κ(q) folgt daraus

r = rk(Dj(Fi))i,j 6 rk(∂Fi/∂Xj)i,j 6 r, und das zeigt die Behauptung.

1.2.15 Zusatz. Sind die äquivalenten Aussagen 1.-3. des Satzes erfüllt, so sind Bq/p0Bq und Ap/p0Ap re-

guläre lokale Ringe mit dim(Bq/p0Bq) = dim(Ap/p0Ap) − r, wobei r wie in 3. ist.

Insbesondere ist r im Satz eindeutig bestimmt, und ist speziell k ein Körper, so sind Bq und Ap reguläre

lokale Ringe mit dimBq = dimAp − r.
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Beweis. Indem wir k durch k/p0 ersetzen, können wir p0 = 0 annehmen. Da A in p und B in q glatt

sind, sind dann Ap und Bq reguläre lokale Ringe. Das bedeutet dimAp = dimK(p ⊗AK) und dimBq =

dimK(q ⊗A K) mit K = κ(p) = κ(q). Die exakte Sequenz von A-Moduln 0 → I → p → q → 0 liefert

nach Lokalisieren eine exakte Sequenz

0→
r∑

i=1

FiAp→ p ⊗AAp→ q ⊗AAp→ 0,

und durch Übergang zu K-Vektorräumen erhalten wir eine exakte Sequenz

r∑

i=1

FiK→ p ⊗AK→ q ⊗AK→ 0.

Wir sind also fertig, wenn wir zeigen, daß die Elemente Fi⊗ 1 ∈ p ⊗AK linear unabhängig über K sind.

Die k-Derivationen D1, . . . , Dr : A → B induzieren aber k-Derivationen Ap → Bp → K, und diese

wiederum K-lineare Abbildungen p⊗AK = pAp/p
2Ap→ K. Deren Produkt p⊗AK→ K1×r bildet nun

aber F1⊗1, . . . , Fr⊗1 auf r linear unabhängige Zeilen ab (die zusammen die Matrix (Dj(Fi))i,j ∈ GLr(K)

bilden), und damit müssen die Fi⊗ 1 bereits K-linear unabhängig gewesen sein.

1.2.16 Proposition. Es sei Y → X ein glatter, surjektiver Morphismus von Schemata. Dann gibt es ein

Schema Y ′ und einen Morphismus Y ′ → Y, so daß die Komposition Y ′ → Y → X étale und surjektiv ist.

Beweis. [EGA, IV.17.16.3]

Man kann die Proposition auch so aussprechen, daß jede glatte Überdeckung eines Schemas verfeinert

werden kann zu einer étalen Überdeckung. Diese Aussage wird im Studium von Torseuren unter alge-

braischen Gruppen wesentlich sein, vgl. 2.1.23.

1.3 Topologien und Garben

1.3.1 Prägarben

Es sei C eine Kategorie. Eine Prägarbe F auf C ist dasselbe wie ein Funktor F : Cop → Set. Ein Morphis-

mus von Prägarben ist eine natürliche Transformation solcher Funktoren; die Kategorie der Prägarben

auf C bezeichnen wir mit Presh(C) (von englisch
”
presheaf“). Sie enthält C als volle Unterkategorie:

1.3.1 Satz (Lemma von Yoneda). Für jede Kategorie C definiert X 7→ X := HomC( , X) einen volltreuen

Funktor C →֒ Presh(C).

Der Satz ist ein Spezialfall (mit F := D für ein ObjektD ∈ C) der allgemeineren

1.3.2 Proposition (Allgemeines Lemma von Yoneda). Für ein Objekt C ∈ C und eine Prägarbe F ist die

Abbildung HomPresh(C)(C,F )→ F (C), ϕ 7→ ϕ(C)(idC), bijektiv.

Die einfachen Beweise übergehen wir hier. Eine Prägarbe der Form X = HomC( , X) heißt auch dar-

stellbar.
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1.3.2 Grothendieck-Topologien und Garben

Wir versuchen hier, das allernötigste der Garbentheorie zu erklären, ohne den umfangreichen Begriffs-

apparat von [SGA 3] oder [SGA 4] zu benötigen. Die meisten Beweise skizzieren wir nur soweit, daß der

Leser sie selbst im Detail ausführen kann.

Definition. Es sei C eine Kategorie. Ein Morphismus Y → X in C heißt quadrierbar, wenn für jeden

Morphismus X ′ → X das Faserprodukt Y ×XX
′ existiert.

Definition. Es sei C eine Kategorie. Eine (Grothendieck-)Topologie(ii) E auf C zu definieren, bedeutet, für

jedes Objekt X ∈ C anzugeben, welche Familien (Yi → X)i quadrierbarer Morphismen mit Ziel X man

als Überdeckungen bezeichnen möchte, wobei folgende Axiome erfüllt sein müssen:

1. Ist (Yi → X)i eine Überdeckung, und ist X ′ → X ein beliebiger Morphismus, so ist auch (Yi ×X
X ′ → X ′)i eine Überdeckung.

2. Ist (Yi→ X)i eine Überdeckung, und ist für jedes i eine Überdeckung (Zij→ Yi)j gegeben, so ist

(Zij→ Yi→ X)i,j eine Überdeckung.

3. (X
id
−→ X) ist eine Überdeckung.(iii)

Man nennt das Paar (C, E) einen Situs und schreibt auch CE := (C, E).

Beispielsweise läßt sich die Kategorie Set der Mengen mit einer Grothendieck-Topologie versehen, indem

man eine Familie (fi : Yi→ X) als überdeckend bezeichnet, wenn sie surjektiv ist, wenn alsoX =
⋃
i f(Yi)

gilt. – Die für uns wichtigen Beispiele sind:

Definition. Es sei X ein Schema und Y = (Yi→ X) eine surjektive Familie von Morphismen. Y heißt

1. fppf-Überdeckung, wenn alle Yi→ X flach und lokal endlich präsentierbar sind,

2. étale Überdeckung, wenn alle Yi→ X étale sind,

3. Zariski-Überdeckung, wenn alle Yi→ X Koprodukte offener Einbettungen sind.(iv)

Offenbar gilt: Y Zariski-Überdeckung =⇒ Y étale Überdeckung =⇒ Y fppf-Überdeckung, und die

Axiome einer Grothendiecktopologie sind erfüllt. Die entsprechenden Sitūs bezeichnen wir mit Schfppf,

Schét und SchZar.

(ii)Prätopologie in der Nomenklatur von [SGA 4, Exp. II, § 1.3].
(iii)Da Faserprodukte nur bis auf Isomorphie eindeutig gegeben sind, lesen wir das erste Axiom genauer folgendermaßen: ist

(Yi → X)i eine Überdeckung, X ′ → X ein Morphismus, und ist für jedes i ein kartesisches Diagramm

Y ′

i

��

// X ′

��
Yi // X

gegeben, so ist (Y ′

i → X ′)i eine Überdeckung. Aus dem dritten Axiom ergibt sich dann, daß jeder Isomorphismus eine

Überdeckung ist.
(iv)Zur Terminologie: die fppf-Topologie heißt auf Französisch

”
topologie fidèlement plate de présentation finie“, wodurch sich

die Bezeichnung fppf erklärt. Der Name der Zariskitopologie kommt daher, daß in ihr die Überdeckungen eines Schemas im

Wesentlichen seine offenen Überdeckungen im klassischen Sinne sind, und man die übliche Topologie auf dem Spektrum

eines Ringes ja aus historischen Gründen als Zariskitopologie bezeichnet. Die étale Topologie schließlich ist nach den étalen

Morphismen benannt, deren Bezeichnung aber eine dem (nicht frankophonen) Verfasser immer noch mysteriöse Bedeutung

hat.
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Diese Topologien haben einige gemeinsame Eigenschaften – beispielsweise sind alle Morphismen in einer

Überdeckung offen, was wichtig ist für gewisse Kompaktheitsargumente –, wir werden diese Gemeinsam-

keiten jedoch nicht axiomatisieren.

Definition. Es sei CE ein Situs. Eine Prägarbe F ∈ Presh(C) ist eine E-Garbe, wenn für jedes Objekt X

und jede Überdeckung (Yi→ X)i die Sequenz

F (X) //
∏
iF (Yi)

// //
∏

(i,j) F (Yi×X Yj)

exakt, also ein Equalizerdiagramm ist. (Dies impliziert definitionsgemäß die Injektivität des ersten Pfeils.)

Die volle Unterkategorie der Garben bezeichnen wir mit Shv(CE) ⊂ Presh(C). Eine Prägarbe, für die

immerhin F (X)→
∏
iF (Yi) immer injektiv ist, heißt separiert (in der E-Topologie).

1.3.3 Beispiel. Eine Prägarbe F ∈ Presh(Sch) ist genau dann eine Garbe auf SchZar, wenn für jedes

Schema X und jede offene Überdeckung X =
⋃
iUi die Sequenz

F (X) //
∏
iF (Ui)

// //
∏

(i,j) F (Ui ∩Uj)

exakt ist, wenn also F für jedes Schema X durch Einschränkung eine Garbe auf dem topologischen Raum X

im klassischen Sinn induziert.

Beweis.
”
Nur dann“ ist klar, denn (Ui → X)i ist eine Zariski-Überdeckung, und Ui ×X Uj ∼= Ui ∩

Uj. Für
”
immer dann“ bemerken wir zuerst, daß aus der vorausgesetzten Eigenschaft die Beziehung

F (
∐
iXi)

∼=
−→ F (Xi) für jede Familie (Xi) von Schemata folgt; mit dieser Beobachtung folgt dann

schnell die Exaktheit der einschlägigen Sequenz für eine beliebige Zariski-Überdeckung (Yi→ X)i.

Da jede Zariski-Überdeckung auch eine étale Überdeckung ist usw., haben wir

Shv(Schfppf) ⊂ Shv(Schét) ⊂ Shv(SchZar) ⊂ Presh(Sch).

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis des wichtigen Satzes gewidmet, daß die Yoneda-Einbettung

Sch →֒ Presh(Sch) ihr Bild in Shv(Schfppf) hat, daß also jeder Funktor X = HomSch( , X) mit einem

Schema X eine fppf-Garbe definiert. Der erste Schritt dazu ist:

1.3.4 Proposition. Die Yoneda-Einbettung Sch ⊂ Presh(Sch) faktorisiert über Shv(SchZar), d.h. jeder

Funktor X = HomSch( , X) ist eine Garbe in der Zariskitopologie.

Beweis. Dies ist nur die Aussage, daß ein Morphismus von Schemata Y → X eindeutig gegeben ist durch

(kompatible) Einschränkungen Vi→ X, wobei Y =
⋃
iVi eine offene Überdeckung ist.

1.3.5 Proposition. Eine Zariski-Garbe F ∈ Shv(SchZar) ist genau dann eine Garbe in der fppf-Topologie

(bzw. der étalen Topologie), wenn für jeden treuflachen, endlich präsentierbaren (bzw. jeden treuflachen und

étalen) RinghomomorphismusA→ B das Diagramm

F (A) // F (B)
// // F (B⊗AB)

exakt ist. (Dabei schreiben wir F (A) für F (SpecA).)

17



Beweis. Es ist nur
”
immer dann“ zu zeigen. Sei also (Yi → X)i eine surjektive Familie flacher und lokal

endlich präsentierbarer Morphismen. Durch Übergang zu
∐
iYi reduziere auf den Fall, daß die Familie

nur aus einem einzigen Morphismus Y → X besteht (hier benötigt man, daß F Zariskigarbe ist). Es ist

also nur zu zeigen, daß dann die Sequenz

F (X) // F (Y)
//// F (Y ×X Y)

exakt ist. Nehmen wir zunächst an, daß X affin ist. Es sei Y =
⋃
iYi mit affinen offenen Unterschemata

Yi, i ∈ I. Eine Teilmenge J ⊂ I heiße zulässig, wenn sie endlich ist und YJ :=
∐
j∈JYj → Y → X

immer noch surjektiv ist. Da Y → X offen und X quasikompakt ist, existieren zulässige Teilmengen. Ist

J ⊂ I zulässig, so ist YJ → X ein treuflacher, endlich präsentierbarer Morphismus affiner Schemata. Im

Diagramm

F (X) // F (Y)

��

//// F (Y ×X Y)

��
F (X) // F (YJ)

//// F (YJ×X YJ)

ist dann nach Voraussetzung die untere Zeile exakt. Dies zeigt die Injektivität von F (X)→ F (Y). Ist nun

y ∈ F (Y) mit identischen Bildern in F (Y ×X Y), so erhalten wir ein eindeutig bestimmtes xJ ∈ F (X),

das in F (YJ) dasselbe Bild hat wie y. Dann ist aber xJ = xJ′ =: x für beliebige zulässige Teilmengen

J, J ′ ⊂ I (betrachte J ∪ J ′). Da die zulässigen Teilmengen ganz I überdecken, haben insbesondere x und

y dasselbe Bild in jedem F (Yi), also muß das Bild von x in F (Y) identisch mit y sein.

Ist nunX beliebig, so wähle eine offene affine ÜberdeckungX =
⋃
iUi und setzeVi = Y×XUi. Betrachte

dann das folgende Diagramm:

F (X)
α //

��

F (Y)
// //

��

F (Y ×X Y)

��∏
iF (Ui)

α′

//

����

∏
iF (Vi)

// //

����

∏
iF (Vi×Ui Vi)

∏
i,jF (Ui ∩Uj)

α′′

//
∏
i,jF (Vi ∩ Vj)

Nach Voraussetzung sind die beiden linken Spalten exakt, und nach dem schon Bewiesenen auch die

zweite Zeile. Insbesondere ist α ′ injektiv und damit auch α. Dies zeigt aber die Separiertheit im allgemei-

nen Fall, also ist auch α ′′ injektiv. Mit dieser Zusatzinformation folgt dann die Exaktheit der ersten Zeile

aus derjenigen der zweiten. – Der Beweis für die étale Topologie verläuft genauso.

1.3.6 Bemerkung. Eine weitere Charakterisierung von Garben ist: Eine Prägarbe F ∈ Presh(Sch) ist genau

dann eine Garbe in der fppf-Topologie (der étalen Topologie), wenn gilt: für jede Familie (Xi) von Schemata

ist die Abbildung F (
∐
iXi)→

∏
iF (Xi) bijektiv, und für jeden treuflachen, lokal endlich präsentierbaren

(étalen und surjektiven) Morphismus Y → X von Schemata ist die Sequenz

F (X) // F (Y)
//// F (Y ×X Y)

exakt.
”
Nur dann“ ist klar; für

”
immer dann“ genügt es nach der Proposition zu zeigen, daß eine solche

Prägarbe eine Zariski-Garbe ist. Ist aber X =
⋃
iUi eine offene Überdeckung, so ist

∐
iUi =: Y → X étale

und surjektiv mit Y ×X Y =
∐
i,jUi ∩Uj.

1.3.7 Proposition. IstA→ B treuflach und R ein beliebiger Ring, so ist die Sequenz

HomRing(R,A) // HomRing(R, B)
// // HomRing(R, B⊗AB)

exakt.
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Dies folgt unmittelbar aus dem SpezialfallM = A im folgenden

1.3.8 Lemma. Es sei A → B treuflach undM ein A-Modul. Dann definiertM ⊗A B →M ⊗A B ⊗A B,

m ⊗ b 7→ m ⊗ b ⊗ 1 −m ⊗ 1 ⊗ b, eine exakte Sequenz 0 → M → M ⊗A B → M ⊗A B ⊗A B von

A-Moduln.

Beweis. [Mi80, I.2.18]

1.3.9 Korollar. Jedes affine Schema definiert eine Garbe in der fppf-Topologie.

Beweis. Folgt aus 1.3.4, 1.3.5 und 1.3.7.

1.3.10 Satz. Jedes Schema definiert eine Garbe in der fppf-Topologie (und a fortiori auch in der étalen

Topologie).

Beweisanleitung. Dies wird auf den Fall affiner Schemata zurückgeführt. Für die Injektivität in der ein-

schlägigen Sequenz benötigt man dabei: ist g : Y → X treuflach, und sind f, f ′ : X→ SMorphismen mit

f◦g = f ′◦g, so stimmen f und f ′ als stetige Abbildungen überein (denn g ist surjektiv). Beim Beweis der

Liftungseigenschaft benutzen wir die Offenheit von g: ist dann nämlich V ⊂ Y offen, so ist V → g(V)

treuflach und lokal endlich präsentierbar.

Man spricht den Satz auch dergestalt aus, daß die fppf-Topologie gröber als die kanonische Topologie sei.

Dabei ist die kanonische Topologie auf einer Kategorie definitionsgemäß die feinste Topologie, die alle

darstellbaren Prägarben zu Garben macht. Wir werden sie im folgenden nur im Rahmen der genannten

Floskel erwähnen.

1.3.3 Assoziierte Garben

Es sei CE ein Situs. Eines der wichtigsten Resultate in der Garbentheorie ist die Existenz assoziierter Gar-

ben zu Prägarben; genauer ist das der Satz, daß der Inklusionsfunktor i : Shv(CE) → Presh(C) ein

Linksadjungiertes besitzt.

Definition. Es sei F ∈ Presh(C). Für ein Objekt X und eine Überdeckung Y = (Yi→ X) setze

LF (Y) :=
{
(ai) ∈

∏

i

F (Yi)
∣∣ (ai)|Yi×XYj = (aj)|Yi×XYj für alle i, j

}
.

Ohne Mühe zeigt man:

1.3.11 Proposition. Es seien Y = (Yi→ X) und Z = (Zj→ X) Überdeckungen. Ist Z eine Verfeinerung

von Y – d.h. faktorisiert jeder MorphismusZj→ X über ein Yi –, so erhalten wir eine Abbildung LF (Y)→
LF (Z), die nicht von der Wahl der Faktorisierungen abhängt. Ist F separiert, so ist LF (Y) → LF (Z)

injektiv.

Definition. Wir setzen LF (X) := lim
−→Y

LF (Y), wobei Y alle Überdeckungen von X durchläuft.
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Die Frage nach der Existenz dieses Limes ist im allgemeinen problematisch; wir übergehen dieses Problem

hier. Der Limes ist filtrierend, denn zwei Überdeckungen Y = (Yi → X) und Z = (Zj → X) besitzen

eine gemeinsame Verfeinerung, nämlich Y ×X Z := (Yi×XZj→ X)i,j.

Ist X ′ → X ein Morphismus und Y = (Yi → X) eine Überdeckung, so ist Y ×X X
′ := (Yi ×X

X ′ → X ′) ebenfalls eine Überdeckung, und wir erhalten eine Abbildung LF (Y) → LF (Y ×X X
′). Im

Limes erhalten wir daraus eine Abbildung LF (X)→ LF (X ′), die LF zu einer Prägarbe macht. Wegen

F (X) = LF ((X
id
−→ X)) haben wir außerdem einen kanonischen Morphismus F → LF .

1.3.12 Proposition. Es sei F ∈ Presh(C) eine Prägarbe.

1. LF ist eine separierte Prägarbe.

2. Ist F separiert, so ist LF eine Garbe und F → LF injektiv.

3. Ist F eine Garbe, so ist F → LF invertierbar.

4. Ist G eine Garbe, so ist die Abbildung Hom(LF ,G )→ Hom(F ,G ) bijektiv.

Den Beweis empfehlen wir dem Leser zur Übung. Wichtiges Hilfsmittel ist wieder die Existenz einer

gemeinsamen Verfeinerung zweier Überdeckungen.

Definition. Ist F ∈ Presh(C) eine Prägarbe, so heißt aF := L(LF ) die zu F assoziierte Garbe.

Nach der Proposition ist aF tatsächlich eine Garbe, und der Funktor a : Presh(C) → Shv(CE) ist

linksadjungiert zum Vergißfunktor i : Shv(CE) →֒ Presh(C). Außerdem ist aiF
∼=
−→ F für jede Garbe

F ; dies folgt auch rein formal aus der Adjunktionsrelation zusammen mit der Volltreuheit von i.

1.3.4 Limites von Prägarben und Garben

Es sei wieder CE ein Situs. Man sieht leicht, daß in der Kategorie der Prägarben auf C alle indukti-

ven und projektiven Limites existieren und
”
objektweise“ berechnet werden, also etwa (lim

−→iFi)(X) =

lim
−→i(Fi(X)). Insbesondere bedeutet das, daß ein Morphismus von Prägarben genau dann ein Mono-

morphismus (bzw. Epimorphismus) ist, wenn er objektweise injektiv (bzw. surjektiv) ist: denn ganz

allgemein ist ein Morphismus F → G genau dann Monomorphismus (bzw. Epimorphismus), wenn

F → F×G F (bzw. G ⊔F G → G ) invertierbar ist; Invertierbarkeit läßt sich aber objektweise prüfen.

In der Kategorie der Garben ist die Situation komplizierter. Man überzeugt sich zunächst leicht davon,

daß ein projektiver Limes (in Presh(C)) von Garben wieder eine Garbe (und auch ein projektiver Limes

in Shv(CE)) ist.(v) Insbesondere ist also ein Morphismus von Garben genau dann Monomorphismus,

wenn er objektweise injektiv ist.

Im Falle induktiver Limites von Garben ist die Situation komplizierter. Immerhin existieren sie stets,

denn:

1.3.13 Proposition. Ist (Fi) ein induktives System von Garben, und ist G (X) := lim
−→i(Fi(X)), so ist

F := aG induktiver Limes von (Fi) in der Kategorie der Garben.

Beweis. G ist der induktive Limes der Prägarben Fi. Die Behauptung ergibt sich nun daraus, daß a

linksadjungiert zur Einbettung Shv(CE) →֒ Presh(C) ist.

Insbesondere erhalten wir damit:

(v)Der entscheidende Punkt ist, daß Garben durch ein Equalizerdiagramm, also einen projektiven Limes definiert sind.
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1.3.14 Proposition (Charakterisierung von Garbenepimorphismen). Ein Morphismus ϕ : F → G von

Garben ist genau dann ein Epimorphismus, wenn gilt: für jedes Objekt X ∈ C und jedes Element g ∈ G (X)

gibt es eine Überdeckung (Yi→ X)i und Elemente fi ∈ F (Yi) mit ϕ(fi) = g|Yi .

Beweis.
”
Immer dann“ ist einfach. Für

”
nur dann“ sei H (X) := G (X) ⊔F(X) G (X) für jedes X ∈ C. Da

ϕ Epimorphismus ist, ist aH → G invertierbar. Ein Element g ∈ G (X) definiert zwei (möglicherweise

übereinstimmende) Elemente g(1), g(2) von H (X), die beide in G auf g abgebildet werden. Da aH →
G invertierbar ist, müssen diese beiden Elemente also in aH = L2H und damit bereits in LH dasselbe

Bild haben. Nach Definition von LH (X) gibt es also eine Überdeckung (Yi→ X)imit g(1)|Yi = g(2)|Yi .

Nach Definition von H gibt es dann zu jedem i ein fi ∈ F (Yi) mit ϕ(fi) = g|Yi , wie behauptet.

1.3.15 Korollar. Ein Morphismus von Garben ist genau dann Isomorphismus, wenn er Mono- und Epimor-

phismus ist.

Beweis. Es seiϕ : F → G Mono- und Epimorphismus. Es genügt zu zeigen, daßϕ objektweise surjektiv

ist. Sei g ∈ G (X). Wähle eine Überdeckung (Yi → X)i und fi ∈ F (Yi) mit ϕ(fi) = g|Yi . Da ϕ

Monomorphismus ist, stimmen dann fi und fj auf Yi×X Yj überein. Also finden wir ein f ∈ F (X) mit

fi = f|Yi für alle i, und dann mußϕ(f) = g sein.

1.3.16 Korollar. Die Topologie auf CE sei gröber als die kanonische, und es sei X ∈ C ein Objekt. Ein

Garbenmorphismus X ′ → X ist genau dann ein Epimorphismus, wenn es eine Überdeckung (Yi → X)i
gibt, so daß Y :=

∐
iYi→ X über X ′ faktorisiert.

Beweis.
”
Immer dann“. Hierzu ist nur zu zeigen, daß Y → X Epimorphismus ist. Ist aber U ∈ C ein

beliebiges Objekt, so ist jedes f ∈ X(U) gegeben durch einen Morphismus U → X. Dann definiert

U×X Yi→ Yi ein Element von Yi(U ×X Yi) ⊂ Y (U×X Yi), das in X auf f|U×XYi abgebildet wird. Da

(U×X Yi→ U)i eine Überdeckung ist, haben wir also lokale Urbilder von f gefunden.

”
Nur dann“. Zu idX ∈ X(X) finden wir eine Überdeckung (Yi → X)i und Elemente yi ∈ X ′(Yi),

die in X das Bild (Yi → X) ∈ X(Yi) haben. Diese definieren Morphismen Yi → X ′, durch die die

kanonischen Morphismen Yi → X faktorisieren; deren Coprodukt liefert eine Faktorisierung von Y →
X über X ′.

1.3.17 Proposition. Der Garbifizierungsfunktor a : Presh(C) → Shv(CE) vertauscht mit beliebigen in-

duktiven und endlichen projektiven Limites.

Beweis. Die Vertauschbarkeit mit induktiven Limites gilt für jeden linksadjungierten Funktor. Daß der

Funktor L : Presh(C) → Presh(C) mit endlichen projektiven Limites vertauscht, liegt daran, daß er

objektweise durch einen filtrierenden induktiven Limes von Mengen definiert ist (vgl. [SGA 4, Exp. I, §

2.8] oder, ausführlicher, [Mac, IX.2, Thm. 1]). Also erhält auch L2 endliche projektive Limites, und damit

auch a nach der Charakterisierung projektiver Limites von Garben.

Insbesondere erhält a also Mono- und Epimorphismen. Ist außerdem F eine Prägarbe von Gruppen,

so ist aF auf natürliche Weise eine Garbe von Gruppen; analoge Aussagen gelten für Prägarben von

abelschen Gruppen, Ringen usw.

21



1.3.5 Relativierung

Häufig werden wir nicht in der Kategorie aller Schemata, sondern in der Kategorie der S-Schemata (für

ein gegebenes Schema S, beispielsweise das Spektrum eines Körpers) arbeiten. Wir skizzieren ein allge-

meines Verfahren, um die beschriebenen Topologien auf Sch auch für Sch /S nutzbar zu machen.

Es sei zunächst C eine Kategorie und S ∈ C ein Objekt.(vi) Die Grundfrage ist die Folgende: einem Ob-

jekt X ∈ C die Struktur eines S-Objektes zu geben, ist nach dem Lemma von Yoneda äquivalent zur

Angabe eines Morphismus von Prägarben X→ S. Mit einer solchen Struktur definiert X aber eine (tau-

tologischerweise darstellbare) Prägarbe auf Sch /S. Läßt sich diese Korrespondenz zwischen darstellbaren

Prägarben auf C/S und darstellbaren Prägarben auf C mit Morphismen nach S auf beliebige Prägarben

verallgemeinern?

Definition. Für eine Prägarbe F ∈ Presh(C/S) definieren wir eine assoziierte Prägarbe(vii)
ZF ∈

Presh(C) durch

ZF (X) :=
∐

X→S

F (X→ S).

Es gibt einen kanonischen Morphismus ZF → S, definiert durch die offensichtliche Abbildung

∐

X→S

F (X→ S)→ HomC(X→ S).

1.3.18 Proposition. Der Funktor Presh(C/S)→ Presh(C)/S, F 7→ (ZF → S), ist eine Äquivalenz von

Kategorien.

Beweisskizze. Konstruiere einen Funktor Presh(C)/S → Presh(C/S), der einer Prägarbe F → S die

Prägarbe

(X→ S) 7→ HomPresh(C)/S(X→ S,F → S)

auf Sch /S zuordnet. Zeige dann mit Hilfe des (allgemeinen) Lemmas von Yoneda, daß die Funktoren

zueinander quasiinvers sind.

Die Konstruktion F 7→ ZF liefert im Fall darstellbarer Prägarben tatsächlich das Gewünschte:

1.3.19 Proposition. Für ein S-Objekt Y → S gibt es einen kanonischen Isomorphismus ZY → S ∼= Y.

Beweis. Für jedes Objekt X ∈ C haben wir

ZY → S(X) =
∐

X→S

HomC/S(X→ S, Y → S) = HomC(X→ Y) = Y(X),

wie behauptet.

Sei nun eine Topologie E auf C fixiert.

Definition. Eine Prägarbe F auf C/S heißt Garbe in der E-Topologie, wenn ZF ∈ Presh(C) eine

Garbe in der E-Topologie ist. Die Kategorie der E-Garben auf C/S bezeichnen wir mit Shv(CE/S) ⊂

Presh(C/S).

(vi)Man kann sogar S durch eine beliebige Prägarbe S ∈ Presh(C) ersetzen, vgl. [D–G, I, § 1, 6.2].
(vii)Die Bezeichnung ZF ist motiviert vom Fall C = Sch: dort ist Spec Z das finale Objekt, also gilt Sch /Z ∼= Sch.
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1.3.20 Proposition. Die Zuordnung F 7→ ZF definiert eine Äquivalenz von Kategorien Shv(CE/S)
∼=
−→

Shv(CE)/S.

Sei nun S derart gewählt, daß S eine Garbe ist. Für eine Prägarbe F auf C/S induziert ZF → S einen

Morphismus von Garben a(ZF )→ S. Dieser wird von einer eindeutig bestimmten Garbe auf C/S indu-

ziert, die wir aF nennen wollen. Der Funktor a : Presh(C/S)→ Shv(CE/S) ist wieder linksadjungiert

zum Vergißfunktor Shv(CE/S)→ Presh(C/S).

Unter der gleichen Voraussetzung können wir auch eine handlichere Konstruktion von Shv(CE/S) ange-

ben:

1.3.21 Proposition. Es sei S ∈ Presh(C) eine E-Garbe. Dann ist eine Prägarbe F ∈ Presh(C/S) genau

dann eine E-Garbe, wenn für jedes Objekt X → S und jede Überdeckung (Yi → X)i von X ∈ C das

Diagramm

F (X→ S) //
∏
iF (Yi→ S)

////
∏

(i,j) F (Yi×X Yj→ S)

exakt ist.

Beweisidee. Rückführung auf die Definition von ZF . Die Garbeneigenschaft von S wird dabei benötigt,

um – bei gegebener Überdeckung (Yi → X)i in C – aus kompatiblen Morphismen Yi → S einen Mor-

phismus X→ S zu konstruieren.

1.3.22 Korollar. Ist S ∈ Presh(C) eine Garbe, so gilt Shv(CE/S) = Shv((C/S)E/S), wobeiE/S die folgende

Topologie auf C/S ist: eine Familie von Morphismen (Yi → X)i in C/S ist genau dann überdeckend, wenn

die zugrundeliegende Familie von Morphismen in C überdeckend ist.

1.3.6 Stetige Morphismen von Sitūs

Definition. Es seien CE und DF Sitūs. Ein stetiger Funktor F : CE → DF ist ein Funktor C → D,

der kartesische Quadrate erhält und für den gilt: ist U = (Yi → X)i eine E-Überdeckung in C, so ist

F∗U := (F(Yi)→ F(X))i eine F-Überdeckung in D.

Ohne Schwierigkeiten verifiziert man:

1.3.23 Proposition. Ist F : CE → DF stetig, so ist für jede Garbe F ∈ Shv(DF) die Prägarbe F∗F :=

F ◦ F : C→ Set eine Garbe auf CE.

Damit erhalten wir einen Funktor F∗ : Shv(DF) → Shv(CE), F∗F (X) = F (FX). Da projektive Limites

von Garben objektweise berechnet werden, vertauscht F∗ mit ihnen (und ist also insbesondere linksex-

akt).

Unter Ausblendung gewisser mengentheoretischer Voraussetzungen (der Situs CE darf nicht
”
zu groß“

sein) gilt:

1.3.24 Satz. Ist F : CE → DF stetig, so besitzt F∗ : Shv(DF) → Shv(CE) einen linksadjungierten Funktor

F∗ : Shv(DF)→ Shv(CE), und dieser ist exakt.

Beweis. [SGA 4, Exp. III, § 1]. Die Exaktheit ergibt sich daraus, daß F∗ objektweise durch filtrierende

direkte Limites konstruiert wird und darum mit endlichen projektiven Limites vertauscht.
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Sind in CE und DF alle darstellbaren Prägarben bereits Garben, so haben wir für ein Objekt C ∈ C nach

dem Lemma von Yoneda

HomShv(DF)(F∗C,F ) ∼= HomShv(CE)(C, F
∗
F ) ∼= F∗F (C) = F (FC)

= HomShv(DF)(FC,F )

für jede Garbe F auf DF. Also gilt kanonisch F∗C = FC. Dies kann man so ausdrücken, daß F∗ eine

Fortsetzung von F ist, d.h. das Diagramm

C
F //

� _

��

D� _

��
Shv(CE)

F∗

// Shv(DF)

ist kommutativ.

Wir untersuchen noch einen Spezialfall genauer. Sei CE ein Situs, in dem jedes Objekt eine Garbe darstellt.

Ist f : Y → X ein quadrierbarer Morphismus in C, so definiert af : C/X → C/Y, Z 7→ Z ×X Y, einen

stetigen Morphismus (C/X)E/X→ (C/Y)E/Y. Wir schreiben dann

f∗ := a∗f : Shv((C/Y)E/Y)→ Shv((C/X)E/X) mit f∗F (Z) = F (Z×X Y).

Ebenso setzen wir f∗ := (af)∗ : Shv((C/X)E/X)→ Shv((C/Y)E/Y). Uns interessiert die explizite Gestalt

dieses Funktors. IstU→ X ein X-Objekt, so haben wir

f∗U→ X(Z→ Y) = U×X Y → Y(Z→ Y) = HomC/Y(Z→ Y,U×X Y)

∼= HomC/X(Z→ Y → X,U→ X) = U→ X(Z→ Y → X)

Ist if : C/Y → C/X der Vergißfunktor (Z → Y) 7→ (Z → Y → X), so gilt (af)∗F = i∗fF für eine

darstellbare Garbe F auf C/X. Dies gilt aber auch allgemein:

1.3.25 Proposition. In dieser Situation gilt (af)∗ ∼= i∗f. Insbesondere ist f∗F (Z→ Y) = F (Z→ Y → X),

und f∗ vertauscht mit allen induktiven und projektiven Limites.

Beweis. Die Adjunktionsrelationen liefern einen natürlichen Morphismus von Funktoren (af)∗ → i∗f,

von dem wir wissen, daß er auf darstellbaren Garben einen Isomorphismus induziert. Die Behauptung

folgt dann aus dem nächsten Lemma, denn (af)∗ vertauscht als linksadjungierter Funktor mit allen di-

rekten Limites, i∗f aber, ebenfalls nach dem Lemma, mit den für den Beweis interessanten direkten Limi-

tes.

1.3.26 Lemma. Es sei CE ein Situs, in dem jedes Objekt eine Garbe darstellt. Dann ist jede Garbe F (sogar in funktorieller

Weise) direkter Limes darstellbarer Garben, und die Inklusion Shv(CE) →֒ Presh(C) erhält diesen Limes. Ist außerdem F :

C ′

E ′ → CE stetig, so erhält auch F∗ diesen Limes.

Beweisskizze. Allgemein ist jede Prägarbe auf einer (nicht zu großen) Kategorie C direkter Limes darstellbarer Prägarben,

siehe etwa [SGA 4, Exp. I, Prop. 3.4]. Daraus folgen die ersten beiden Aussagen. Für die letzte Aussage betrachte das Dia-

gramm

Presh(C)
F∗Presh // Presh(C ′)

Shv(CE)
F∗ //?�

OO

Shv(C ′

E ′)
?�

OO

Die Behauptung folgt dann aus der Vertauschbarkeit von F∗Presh mit allen direkten Limites.

Wir werden den Pushforward-Funktor F∗ nur im beschriebenen Spezialfall F = af verwenden. Dann

können wir also F∗ einfach als i∗f lesen. Wir schreiben auch F |C/Y := i∗fF .
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1.4 Abstiegstheorie I – Treuflacher Abstieg

Es sei C eine Kategorie und X ′ → X ein quadrierbarer Morphismus in C. Die Grundfrage dieses Ab-

schnitts ist: wie ist einem X ′-Objekt (Y → X ′) ∈ C/X ′ anzusehen, ob es per Faserprodukt aus einem

X-Objekt entstanden ist?

Definition. Ein X ′-Objekt mit Abstiegsdatum über X ist ein X ′-Objekt F ′ → X ′ zusammen mit einem

Isomorphismus σ : F ′ ×XX
′ → X ′ ×X F

′ von X ′ ×XX
′-Objekten, für den das induzierte Diagramm

F ′ ×XX
′ ×XX

′ //

))RRRRRRRRRRRRR
X ′ ×XX

′ ×X F
′

X ′ ×X F
′ ×XX

′

55lllllllllllll

kommutiert (
”
Kozykelbedingung“). Die X ′-Objekte mit Abstiegsdatum über X bilden auf die offensicht-

liche Art eine Kategorie, die wir mit DescC(X ′ → X) oder nur Desc(X ′ → X) bezeichnen wollen (von

engl. descent oder frz. descente).

Ist F ein X-Objekt, so haben wir mit F ′ = F ×X X
′ einen kanonischen Isomorphismus F ′ ×X X

′ ∼=
X ′×XF

′ vonX ′×XX
′-Mengen, der, wie man leicht nachrechnet, ein Abstiegsdatum liefert. Dies definiert

einen Funktor C/X → DescC(X ′, X). Abstiegstheorie ist das Studium dieses Funktors. Grob gesagt, ist

Abstiegstheorie das Studium dieses Funktors: in vielen interessanten Fällen ist er eine Äquivalenz von

Kategorien.

1.4.1 Verkleben von Mengen

Zunächst ein nützliches technisches Resultat:

1.4.1 Lemma. Es sei π : Y → X eine Abbildung von Mengen. Dann vertauscht der Faserproduktfunktor π∗ = ×X Y :

Set /X → Set /Y mit beliebigen projektiven und induktiven Limites.

Man beachte allerdings die Gestalt von Limites in Set /X: Da der Vergißfunktor Set /X → Set einen rechtsadjungier-

ten Funktor (nämlich × X) besitzt, vertauscht er mit induktiven Limites; ein induktiver Limes von X-Mengen ist also

tatsächlich einfach der induktive Limes des zugrundeliegenden Systems von Mengen. Für projektive Limites ist die Situation

anders: sind etwa X-Mengen F1 , F2 gegeben, so ist das kategorielle Produkt von F1 → X und F2 → X in Sch /X als Menge

das Faserprodukt F1 ×X F2 .

Beweis des Lemmas (Skizze). Da ×X Y einen linksadjungierten Funktor besitzt (den Vergißfunktor Set /Y → Set /X),

ist die Aussage über projektive Limites klar. Für induktive Limites bemerke man, daß Set /X →
∏
x∈X Set, (F → X) 7→

(F ×X {x})x∈X eine Äquivalenz von Kategorien ist. Im kommutativen Diagramm

Set /X

∼=

��

×XY // Set /Y

∼=

��∏
x∈X Set //

∏
y∈Y Set

ist dann der untere horizontale Funktor gegeben durch (Fx)x∈X 7→ (Fπ(y))y∈Y . Die Behauptung ist nun klar, wenn man

bedenkt, daß induktive (und auch projektive) Limites in Produktkategorien
”
komponentenweise“ gebildet werden.

1.4.2 Satz. Es sei π : X ′ → X eine surjektive Abbildung von Mengen. Dann ist der Funktor Set /X →
DescSet(X

′, X), F 7→ F×XX
′, eine Äquivalenz von Kategorien.
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Beweis. Sei ϕ : F ′ → X ′ mit einem Abstiegsdatum σ gegeben. Es sei F der Koequalizer im Diagramm

F ′ ×XX
′

proj. //

proj.◦σ
// F ′ // F.

Dann ist auch F ein X-Objekt (und die Konstruktion von F ist offensichtlich funktoriell). Wir wollen

zeigen, daß die kanonische Abbildung F ′ → F×XX
′ bijektiv ist.

Zum Beweis können wir (durch faserweise Betrachtung, oder – äquivalent dazu – durch Ausnutzen

der Beziehung Set /X =
∏
x∈XSet) annehmen, daß X = {⋆} ein Punkt ist, und alle Faserprodukte zu

gewöhnlichen Produkten machen. Aus der Kommutativität des Diagramms

F ′ × X ′ σ

∼=
//

%%LLLLLLLLLL
X ′ × F ′

yyssssssssss

X ′ × X ′

ergibt sich die Beziehung σ(f ′, x ′) = (ϕ(f ′), σ0(f
′, x ′)) für alle (f ′, x ′) mit einer gewissen Abbildung

σ0 : F ′ × X ′ → F ′. Schreiben wir f ′ ⊙ x ′ := σ0(f
′, x ′), so haben wir ϕ(f ′ ⊙ x ′) = x ′, und die

Kozykelbedingung liefert die Kürzungsregel (f ′ ⊙ x ′) ⊙ y ′ = f ′ ⊙ y ′.

Für f ′, g ′ ∈ F ′ sei nun f ′ ∼ g ′ genau dann, wenn es ein x ′ ∈ X ′ gibt mit g ′ = f ′ ⊙ x ′. Nach Definition

ist F der Quotient von F ′ nach der von ∼ erzeugten Äquivalenzrelation. Wir zeigen, daß ∼ selbst bereits

eine Äquivalenzrelation ist.

Für die Transitivität sei g ′ = f ′ ⊙ x ′ und h ′ = g ′ ⊙ y ′. Dann ist aber h ′ = (f ′ ⊙ x ′) ⊙ y ′ = f ′ ⊙ y ′

nach der Kürzungsregel, also f ′ ∼ h ′. Für die Reflexivität sei f ′ gegeben; wegen der Bijektivität von σ

finden wir dann g ′ und x ′ mit σ(g ′, x ′) = (ϕ(f ′), f ′). Dann ist g ′ ⊙ x ′ = f ′ und damit f ′ ⊙ x ′ =

(g ′ ⊙ x ′) ⊙ x ′ = g ′ ⊙ x ′ = f ′. Für die Symmetrie sei schließlich f ′ ∼ g ′, also g ′ = f ′ ⊙ x ′. Wegen der

Reflexivität finden wir ein y ′ mit f ′ ⊙ y ′ = f ′, und dann ist g ′ ⊙ y ′ = (f ′ ⊙ x ′) ⊙ y ′ = f ′ ⊙ y ′ = f ′,

also g ′ ∼ f ′.

Also ist F = F ′/ ∼, und damit ist die Bijektivität von F ′ → F× X ′ schnell zu zeigen: für die Surjektivität

seien ([f ′], x ′) ∈ F× X ′ gegeben. Wähle ein Urbild f ′ von [f ′] und g ′, y ′ mit σ(g ′, y ′) = (x ′, f ′). Dann

gilt ϕ(g ′) = x ′ und f ′ = g ′ ⊙ y ′, also f ′ ∼ g ′, und damit ist g ′ ∈ F ′ ein Urbild von ([f ′], x ′). Für

die Injektivität seien f ′, g ′ ∈ F ′ mit [f ′] = [g ′] und ϕ(f ′) = ϕ(g ′). Dann finden wir ein x ′ ∈ X ′ mit

g ′ = f ′⊙x ′, und wegen g ′⊙x ′ = f ′⊙x ′ folgtσ(f ′, x ′) = (ϕ(f ′), f ′⊙x ′) = (ϕ(g ′), g ′⊙x ′) = σ(g ′, x ′).

Wegen der Bijektivität von σ bedeutet das f ′ = g ′.

Es bleibt noch zu zeigen: ist F ein X-Objekt und F ′ = F ×X X
′ mit dem kanonischen Abstiegsdatum,

so erhalten wir durch Abstieg wieder F zurück. Wir haben σ : F ′ ×X X
′ → X ′ ×X F

′, ((f, x ′), y ′) 7→
(x ′, (f, y ′)). (Insbesondere (f, x ′) ⊙ y ′ = (f, y ′), woran man die Kürzungsregel gut sehen kann.) Die

beiden Abbildungen F ′ ×X X
′ → F ′ sind nun gegeben durch ((f ′, x ′), y ′) 7→ (f ′, x ′) bzw. (f ′, y ′).

Durch Ausdividieren von (f ′, x ′) ∼ (f ′, y ′) (für alle f ′, x ′, y ′) aus F ′ = F ×X X
′ erhalten wir nun die

Teilmenge von F, die auf das Bild von π : X ′ → X projiziert. Ist insbesondere π surjektiv, so erhalten wir

F zurück.

1.4.2 Verkleben von Garben

Sei nun CE ein Situs.

1.4.3 Satz. Es sei π : X ′ → X eine Epimorphismus von Garben in Shv(CE). Dann ist die Kategorie der

X -Garben F → X mittels F 7→ F ×X X ′ äquivalent zur Kategorie der X ′-Garben F ′ → X ′ mit

Abstiegsdatum über X .
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Beweis. Es sei F ′ → X ′ mit einem Abstiegsdatum gegeben. Durch objektweise Anwendung von 1.4.2

(in dessen Beweis wir die Surjektivität von X ′ →X nur im allerletzten Schritt benötigt haben) erhalten

wir eine Prägarbe F → X . Deren Garbifizierung aF tut das Gewünschte. Zum Beweis müssen wir

wieder nur zeigen: beginnen wir mit einer X -Garbe F , so erhalten wir durch Abstieg von F ′ = F ×X

X ′ wieder F zurück. Sei X̃ ⊂ X das Prägarbenbild von X ′ →X , und sei F̃ die verklebte Prägarbe.

Nach 1.4.2 haben wir dann ein kartesisches Diagramm von Prägarben:

F̃
//

� _

��

X̃� _

��
F // X

Nach Garbifizierung bleibt dieses Diagramm kartesisch, aber aX̃ →X wird invertierbar (denn X ′ →
X ist Epimorphismus). Also folgt aF̃ ∼= F .

Der Leser überlege sich, wie ein Abstiegsdatum bezüglich eines Epimorphismus X ′ → X aussieht, der

gegeben ist als Koprodukt von Morphismen Xi→X . Dies ist besonders wichtig für Garben über einer

darstellbaren Garbe X: ist dann (Yi → X)i eine Überdeckung, so ist ja
∐
iYi → X ein Epimorphismus

nach 1.3.16.

1.4.4 Lemma. Es sei Y → X ein Morphismus in CE. Dann kommutiert das Diagramm

Presh(C/X) //

∼=
��

Presh(C/Y)

∼=
��

Presh(C)/X // Presh(C)/Y

wobei die vertikalen Äquivalenzen durch F 7→ ZF gegeben sind, die obere horizontale Abbildung durch

F 7→ F |C/Y und die untere horizontale durch den Pullbackfunktor F 7→ F ×X Y.

Den einfachen Beweis lassen wir aus; er läuft im Wesentlichen auf die Beziehung

∐

U→Y

F (U→ Y → X) ∼= Y(U) ×X(U)

∐

U→X

F (U→ X)

für ein beliebiges ObjektU ∈ C hinaus.

Von nun an sei die E-Topologie auf C gröber als die kanonische. Dann gilt das Lemma analog für Gar-

ben.

Definition. Es sei U = (Yi→ X)i eine E-Überdeckung in C. Dann ist DescShv(CE)(U) die Kategorie aller

Familien (F ′
i ), wobei jedes F ′

i eine Garbe auf C/Yi ist, zusammen mit
”
Abstiegsdaten“, d.h. für jedes

Paar i, j einem Isomorphismus von Garben σij : F ′
i |C/Yi×XYj → F ′

j |C/Yi×XYj , so daß die Kozykelbe-

dingung σjk ◦ σij = σik erfüllt ist.

Das Lemma erlaubt dann die folgende Umformulierung des Satzes über das Verkleben von Garben:

1.4.5 Satz. Die E-Topologie auf C sei gröber als die kanonische. Es sei (Yi → X)i eine Überdeckung. Dann

ist der kanonische Funktor Shv((C/X)E/X)→ DescShv(CE)(U) eine Äquivalenz von Kategorien.
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1.4.3 Verkleben von Modulgarben

Wir betrachten nun den Situs Schfppf bzw. (Sch /X)fppf := (Sch /X)fppf/X für ein SchemaX. Die Prägarbe

von Ringen U 7→ OU(U) auf Sch /X ist eine fppf-Garbe (denn sind wird dargestellt wird durch das

Schema A1X). Wir bezeichnen sie ebenfalls mit OX.

Definition. Eine OX-Modulgarbe F auf (Sch /X)fppf heißt quasikohärent, wenn die Einschränkung von

F auf Op(X) eine quasikohärente Garbe auf X im klassischen Sinn ist, und wenn für jeden Morphismus

f : U→ X der kanonische Morphismus f∗(F |Op(X))→ F |Op(U) invertierbar ist.

Insbesondere ist dann auch F |Op(U) ein quasikohärenter Modul aufU im klassischen Sinn, und für jeden

Morphismus f : U → V von X-Schemata ist der kanonische Morphismus f∗(F |Op(V)) → F |Op(U)

invertierbar.

1.4.6 Proposition. Der Einschränkungsfunktor F 7→ F |Op(X) von der Kategorie der quasikohärenten Mo-

duln auf (Sch /X)fppf in die Kategorie der quasikohärenten Moduln aufX ist eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweisskizze. Wir konstruieren einen quasiinversen FunktorW: sei nämlich F eine quasikohärente Gar-

be auf X im klassischen Sinne. Für jedes X-Schema Y setzen wir W(F )(Y → X) := ((Y → X)∗F )(Y).

W(F ) wird auf die offensichtliche Art zu einer Prägarbe. Für jede offene Teilmenge U→֒◦ Y gilt dann

W(F )(U) = ((Y → X)∗F )(U), insbesondere ist W(F ) eine Zariski-Prägarbe. Nach 1.3.5 und 1.3.8

folgt dann, daß W(F ) eine fppf-Garbe ist. Zuletzt zeigt man schnell, daß W(F ) quasikohärenter OX-

Modul ist, und daß der so definierte FunktorW quasiinvers zum Einschränkungsfunktor ist.

Da das Verkleben von Garben Produkte erhält (!), können wir auch Modulgarben zu Modulgarben ver-

kleben. Die wesentliche Aussage ist nun, daß Verklebungen quasikohärenter Modulgarben wieder quasi-

kohärent sind. Dies folgt aus dem

1.4.7 Lemma. Es seien X = SpecA, Y = SpecB affine Schemata und f : Y → X treuflach und end-

lich präsentierbar. Es sei F eine OX-Modulgarbe auf (Sch /X)fppf, so daß die Einschränkung von F auf

(Sch /Y)fppf eine quasikohärente OY-Modulgarbe ist. Dann ist auch F selbst quasikohärent.

Beweisskizze. Es seiM := F (A) alsA-Modul und G := W(M̃). Wir wollen zeigen, daß der kanonische

Morphismus G → F invertierbar ist. Dazu genügt es, die Invertierbarkeit seiner Einschränkung auf

(Sch /Y)fppf zu beweisen; diese ist der kanonische Morphismus W(f∗M̃) = W(M̃⊗AB) → F |Sch/Y.

Da F |Sch/Y quasikohärent ist, genügt es nach dem nächsten Lemma zu zeigen, daß M ⊗A B → F (B)

ein Isomorphismus von B-Moduln ist.

Dazu zeigen wir allgemeiner: ist R → S ein flacher Homomorphismus von A-Algebren, so ist F (R) ⊗R
S → F (S) invertierbar. Falls R eine B-Algebrastruktur zuläßt, folgt dies daraus, daß F |Sch/B quasi-

kohärent ist. Im allgemeinen Fall haben wir das folgende kommutative Diagramm von Equalizern:

F (R) ⊗R S //

��

F (R⊗AB) ⊗R S
////

��

F (R⊗AB⊗AB) ⊗R S

��
F (S) // F (S⊗AB)

//// F (S⊗AB⊗AB)

Wegen ⊗(R⊗AB) (S ⊗A B) = ⊗R S usw. sind nach dem schon behandelten Fall die beiden rechten

vertikalen Pfeile invertierbar und damit auch der linke.

1.4.8 Lemma. Ist F quasikohärent auf (Sch /X)fppf,X = SpecA affin, so istW(F̃ (X))→ F invertierbar.
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Beweis. Dies ist nur eine präzisere Version der IsomorphieW(F̃ (X)) ∼= W(F |Op(X))
∼= F .

1.4.9 Satz (Treuflacher Abstieg quasikohärenter Garben). Es sei (Yi → X)i eine fppf-Überdeckung eines

Schemas X. Dann ist die Kategorie der quasikohärenten Moduln auf X (im klassischen Sinn) äquivalent zur

Kategorie aller Familien (Fi), wobei Fi ein quasikohärenter Yi-Modul ist, zusammen mit einer Familie von

Isomorphismen (σij) mit σij : (Yi×X Yj→ Yi)
∗Fi

∼=
−→ (Yi×X Yj→ Yj)

∗Fj, so daß σjk ◦ σij = σik (bei

Unterdrückung der notwendigen Restriktionen) gilt.

Beweisskizze. Für jedes i ist W(Fi) eine fppf-Garbe auf Sch /Yi. Die σij liefern Verklebedaten, so daß

wir eine fppf-Garbe F auf Sch /X erhalten mit Fi = F |Sch/Yi für alle i. Auf F erhalten wir eine

OX-Modulstruktur, und nach Reduktion auf den affinen Fall zeigt Lemma 1.4.7, daß F quasikohärent

ist.

Mittels der üblichen Identifikation affiner Schemata über X mit quasikohärenten OX-Algebren auf X

([Har, Ex. II.5.17]) erhalten wir daraus:

1.4.10 Korollar. Es sei (Yi→ X)i eine fppf-Überdeckung eines Schemas X. Dann ist die Kategorie der über

X affinen Schemata äquivalent zur Kategorie aller Familien (Ui), wobei Ui ein über Yi affines Schema ist,

zusammen mit einer Familie von Isomorphismen σij : Ui ×X Yj
∼=
−→ Yi ×X Uj über Yi ×X Yj, so daß

σjk ◦ σij = σik (bei Unterdrückung der notwendigen Restriktionen) gilt.

1.4.4 Abstieg von Eigenschaften von Morphismen

In der Theorie der Garbentorseure werden wir ständig Basiswechsel mit einem Epimorphismus von Gar-

ben vornehmen. Von wesentlicher Bedeutung wird dann sein:

1.4.11 Proposition. Es sei CE ein Situs, f : E → X ein Morphismus von Garben in Shv(CE), X ′ → X

ein Epimorphismus und f ′ der Morphismus E ′ := E ×X X ′ → X ′. Dann gilt: f ′ ist genau dann Mono-

bzw. Epi- bzw. Isomorphismus, wenn f es ist.

Beweis.
”
Immer dann“: dies ist (ohne Voraussetzung an X ′ → X ) für Monomorphismen rein for-

mal, für Epimorphismen eine einfache Folgerung aus der Charakterisierung von Garbenepimorphismen.

”
Nur dann“: dies ist für Epimorphismen rein formal. Für Monomorphismen sei X ∈ C , und seien

a, b ∈ E (X) mit f(a) = f(b) =: x. Nach der Charakterisierung von Epimorphismen finden wir ei-

ne Überdeckung (Yi→ X)i und Elemente x ′i ∈ X ′(Yi), die in X (Yi) das Bild x|Yi haben. Dann haben

wir aber (a|Yi , x
′
i), (b|Yi , x

′
i) ∈ E ′(Yi) mit Bild x ′i in X ′(Yi), und wegen der Injektivität von f ′ folgt

daraus a|Yi = b|Yi für alle i, also a = b.

Insbesondere folgt: Ist f : U → V ein Morphismus von X-Schemata, und ist Y → X treuflach und

lokal endlich präsentierbar, so ist f genau dann invertierbar, wenn fY : U ×X Y → V ×X Y invertierbar

ist. Analoge Aussagen gelten aber auch für andere Eigenschaften von Morphismen von Schemata. Ohne

Beweis listen wir diejenigen auf, die wir in dieser Arbeit benötigen:

1.4.12 Satz. Es sei f : U → V ein Morphismus von X-Schemata, und Y → X sei treuflach und lokal

endlich präsentierbar. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus (ein Monomorphismus, surjektiv, affin,

quasiaffin, quasikompakt, (lokal) von endlichem Typ, (lokal) endlich präsentierbar, endlich, glatt, étale),

wenn fY : U×X Y → V ×X Y es ist.
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Beweis. Man kann immerV = X annehmen. Die Fälle
”
glatt“ und

”
étale“ finden sich in [EGA, IV.17.7.4].

Die übrigen werden im Fall, daß f quasikompakt ist(viii) (dabei nicht mehr notwendig lokal endlich

präsentierbar) in [EGA, IV.2.6.1, 2.6.4 und 2.7.1] bewiesen. Um daraus die Aussage in unserer Situati-

on zu folgern, können wir annehmen, daß X affin ist. Nach dem nächsten Lemma können wir dann Y

ersetzen durch ein Schema, das sogar endlich präsentierbar über X ist.

1.4.13 Lemma. Es sei X ein quasikompaktes und quasisepariertes Schema (beispielsweise quasiaffin). Ist

f : Y → X ein treuflacher und lokal endlich präsentierbarer Morphismus, so finden wir einen Morphismus

Ỹ → Y, so daß Ỹ → X treuflach und endlich präsentierbar ist.

Beweis. Es sei Y =
⋃
i∈IYi eine offene affine Überdeckung. Da f offen ist, finden wir eine endliche

Teilmenge J ⊂ I, so daß Ỹ :=
∐
i∈JYi → X immer noch surjektiv ist. Aber Ỹ ist affin, insbesondere

quasikompakt, und nach [EGA, IV.1.2.4] ist der Morphismus Ỹ → X dann quasikompakt. Nach [EGA,

IV.1.2.2(v)] er auch quasisepariert und damit insgesamt treuflach und endlich präsentierbar.

Wir erinnern an dieser Stelle daran, daß ein Morphismus f : X → Y von Schemata quasiaffin heißt, wenn es einen affinen

Morphismus ([Har, Ex. II.5.17]) X̃ → Y und eine quasikompakte offene Einbettung X→֒◦ X̃ gibt, so daß das Diagramm

X //

��>
>>

>>
>>

Y

X̃

@@�������

kommutiert. Insbesondere ist f dann quasikompakt. Man kann zeigen ([EGA, II.5.1.6]), daß f genau dann quasiaffin ist,

wenn für jede offene affine Teilmenge V ⊂ Y das Schema f−1(V) quasiaffin, d.h. isomorph zu einem quasikompakten

offenen Unterschema eines affinen Schemas, ist, oder wenn es eine offene affine Überdeckung Y =
⋃
i Vi gibt, so daß jedes

Vi diese Eigenschaft hat. Außerdem ist sind quasiaffine Morphismen stabil bezüglich Basiswechsel und Komposition ([EGA,

II.5.1.10(ii)]).

1.5 Algebraische Gruppen

Es sei C eine Kategorie mit endlichen Produkten (und insbesondere einem finalen Element ⋆). Ein Grup-

penobjekt in C ist ein ObjektG ∈ C zusammen mit einer Faktorisierung des FunktorsG : Cop → Set über

die Kategorie Grp der Gruppen. Nach dem Lemma von Yoneda ist die Angabe einer solchen Faktorisie-

rung äquivalent zur Angabe von Morphismen G×G→ G (Multiplikation), G→ G (Inversenbildung)

und ⋆ → G (Inklusion des neutralen Elements), unter denen die offensichtlichen Relationen zu gelten

haben.

1.5.1 Konstante endliche Gruppen

Sei C eine distributive Kategorie, also eine Kategorie mit endlichen Produkten und Koprodukten, in der

stets X × (Y
∐
Z)

∼=←− (X × Y)
∐

(X × Z) gilt. (Beispielsweise haben die Kategorien der Mengen, der

topologischen Räume, der S-Schemata, der Garben auf einem Situs usw. diese Eigenschaft.)

Es sei G eine endliche Gruppe. Für jedes g ∈ G sei Xg ein Exemplar des finalen Objekts ⋆ von C. Wir

wollen X :=
∐
g∈GXg zu einem Gruppenobjekt machen. Als Inklusion des neutralen Elements nehmen

wir dazu den Morphismus ⋆→ X1→ X, als Inversenbildung den durch Xg→ Xg−1 → X für alle g ∈ G

induzierten Morphismus, und als Produktabbildung können wir wegen X× X ∼=
∐
g,h∈GXg× Xh den

(viii)und teilweise sogar unter schwächeren Voraussetzungen
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durch Xg× Xh→ Xgh→ X für alle g, h induzierten Morphismus nehmen. Man überzeugt sich leicht,

daß diese Konstruktion tatsächlich ein Gruppenobjekt liefert.

Definition. Man nennt X das konstante endliche Gruppenobjekt in C zur Gruppe G.

Offensichtlich ist jedes Gruppenobjekt, das als Objekt ein endliches Koprodukt von Kopien von ⋆ ist, ein

konstantes endliches Gruppenobjekt zu einer gewissen endlichen Gruppe.

1.5.1 Beispiele. Das zu einer endlichen Gruppe G assoziierte endliche konstante Gruppenobjekt in Set ist

einfach wieder die Gruppe G; das assoziierte Gruppenobjekt in C = Top ist ebenfalls wieder G, nun aber

aufgefaßt als diskrete Gruppe. Ist CE ein Situs, so ist das zu G assoziierte Gruppenobjekt in Shv(CE) die zur

konstanten PrägarbeU 7→ G assoziierte Garbe.

Ein linksexakter Funktor zwischen Kategorien erhält offenbar konstante endliche Gruppenobjekte.

1.5.2 Gruppenschemata

Definition. Es sei S ein Schema. Ein Gruppenschema über S ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie

Sch /S.

Gruppenschemata werden in dieser Allgemeinheit studiert in [SGA 3] und in [D–G]. Der Fall, daß S

und G affine Schemata sind, ist äquivalent zur Theorie der (kommutativen) Hopfalgebren. Dies ist die

vorherrschende Sichtweise in [Wa].

Definition. Es sei k ein Körper. Eine algebraische Gruppe über k ist ein geometrisch reduziertes Gruppen-

schema von endlichem Typ über Spec k.

In der Definition kann man
”
geometrisch reduziert“ ersetzen durch

”
glatt“: die nichttriviale Richtung ist

dabei die Folgerung der Glattheit aus der Reduziertheit. Nach Abstiegstheorie können wir aber anneh-

men, daß k algebraisch abgeschlossen ist. Nach dem Satz über generische Glattheit ([EGA, IV.17.15.12])

gibt es dann eine nichtleere offene Teilmenge, auf der eine solche Gruppe glatt ist; deren Translate über-

decken aber die Gruppe. – Im Fall Chark = 0 ist die Forderung nach Reduziertheit keine Einschränkung,

da nach einem Satz von Cartier jedes Gruppenschema von endlichem Typ über einem solchen Körper au-

tomatisch reduziert ist, vgl. [SGA 3, Exp. VIB, § 1.6.1] oder [Oo].

Eine algebraische Gruppe über einem Körper k ist genau dann affin, wenn sie linear, also ein abgeschlos-

senes Untergruppenschema von GLn,k ist ([Wa, 3.4]).

In der Theorie algebraischer Gruppen ist die folgende Sprechweise üblich: es seien G,H algebraische

Gruppen über einem Körper k. Ein Homomorphismus G → H ist definitionsgemäß ein Homomorphis-

mus von k-GruppenschemataG×kk→ H×kk. Eine (abgeschlossene) UntergruppeU ⊂ G ist ein abge-

schlossenes, reduziertes Untergruppenschema vonG×kk, usw. – Ist ein Homomorphismusϕ : G→ H

von algebraischen Gruppen gegeben durch Pullback eines Morphismus von k-Gruppenschemata nach k,

so sagt man, ϕ sei über k definiert. Ist eine Untergruppe U ⊂ G Pullback eines Untergruppenschemas

von G, so sagt man,U sei über k definiert, usw.

Die Bücher [Hu], [Bor], [Sp] verwenden diesen Standpunkt in der Theorie algebraischer Gruppen: sie

betrachten Gruppen über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k und untersuchen gesondert Fra-

gen der Definiertheit über Unterkörpern. Vergleiche auch das Manuskript [Mi05].

Ein weiterer möglicher Standpunkt in der Untersuchung von Gruppenschemata ist es, die von einem

Gruppenschema über S definierte Gruppengarbe auf (Sch /S)fppf zu betrachten. Diese Sichtweise wird
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in [D–G] besonders betont, und sie liefert uns im nächsten Kapitel den Rahmen zur Entwicklung der

Theorie der Torseure. Beispielsweise sieht man schnell: ist ϕ : G → H ein Homomorphismus von S-

Gruppenschemata, so ist kerϕ := G ×H S (mit dem zum neutralen Element gehörenden Morphismus

S → H) wieder ein S-Gruppenschema, und kerϕ = kerϕ in Shv((Sch /S)fppf) (denn die Yoneda-

Einbettung ist linksexakt).

Als Beispiel betrachten wir die konstanten endlichen Gruppenschemata: ist G eine endliche Gruppe, so

ist das zu G assoziierte konstante endliche Gruppenobjekt X in Sch /S einfach die nach G indizierte

disjunkte Vereinigung von Kopien von S; insbesondere ist X stets endlich und étale über S. Ist S zusam-

menhängend, so ergibt sich X(Y) ∼= G für jedes zusammenhängende S-Schema Y, und allgemeiner haben

wir für jedes lokal zusammenhängende (beispielsweise lokal noethersche) S-Schema Y eine natürliche

Bijektion X(Y) ∼= Abb(π0(Y), G), wobei π0(Y) die Menge der (dann automatisch offenen) Zusammen-

hangskomponenten von Y bezeichnet.

Ist insbesondere S = Spec k ein Körper, so ist jedes konstante endliche Gruppenschema über S eine al-

gebraische Gruppe über k. Die Klassifikation der étalen Algebren über einem Körper liefert außerdem

sofort, daß jede endliche étale algebraische Gruppe über einem separabel abgeschlossenen Körper ein kon-

stantes endliches Gruppenschema ist. Ist insbesondere k ein beliebiger Körper und X eine endliche étale

algebraische Gruppe über k, so wird k nach einer endlichen separablen Erweiterung des Grundkörpers

isomorph zu einem konstanten endlichen Gruppenschema. Aus diesem Grund nennt man endliche étale

algebraische Gruppen auch
”
getwistete endliche Gruppenschemata“; wir werden unten (1.5.14) sehen,

daß jede endliche algebraische Gruppe über einem Körper bereits étale ist.

1.5.3 Quotienten

Die Frage nach der Existenz von Quotienten ist eine der Hauptschwierigkeiten in der Grundlegung der

Theorie der algebraischen Gruppen. Wir beschränken uns auf Gruppenschemata von endlichem Typ über

einem Körper.

1.5.2 Proposition. In der Kategorie der geringten Räume existieren Koequalizer.

Beweisskizze. Es seien f, g : (X,OX)→ (Y,OY) Morphismen. Es sei Z der Koequalizer von f und g in der

Kategorie der topologischen Räume, also Z = Y/ ∼, wobei ∼ die von f(x) ∼ g(x) für alle x ∈ X erzeugte

Äquivalenzrelation ist. Es sei π : Y → Z die Projektion. Definiere dann OZ als den Equalizer der beiden

Garbenmorphismen π∗OY → π∗f∗OX = π∗g∗OX. Dann überzeugt man sich ohne Mühe davon, daß

(Z,OZ) tatsächlich ein Koequalizer von f und g in der Kategorie der geringten Räume ist.

Der zentrale Existenzsatz für Quotienten algebraischer Gruppen ist nun:

1.5.3 Satz. Es sei k ein Körper und i : H → G ein Monomorphismus von k-Gruppenschemata, die lokal

von endlichem Typ sind. Es sei G/H der geringte Raum, der das Diagramm

H×kG
Multiplikation //

Projektion
// G // G/H

exakt macht. (Intuitiv: wir wollen hg und gmiteinander identifizieren.) Dann gilt:

1. G/H ist ein k-Schema, genauer eine direkte Summe von k-Schemata von endlichem Typ.

2. Der Morphismus G→ G/H ist treuflach und lokal endlich präsentierbar (insbesondere offen).

3. Der MorphismusH×kG→ G×G/HG, gegeben durch (h, g) 7→ (hg, g), ist invertierbar.
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Beweis. [SGA 3, Exp. VIA, § 3.2].

Aus der zweiten und dritten Aussage des Satzes folgt insbesondere, daß das SchemaG/H tatsächlich auch

vom Garbenstandpunkt aus gesehen der
”
richtige“ Quotient von G nachH ist. Wir haben nämlich:

1.5.4 Korollar. In der Situation des Satzes ist G/H = G/H der Quotient in Shv(Schfppf /k).

Beweis. Es ist G/H = aQ, wobei Q die Prägarbe X 7→ G(X)/H(X) ist. Nach Konstruktion von G/H

faktorisiert nun G → G/H über Q. Nach dem Satz ist G → G/H Epimorphismus (vgl. 1.3.16), also

auch aQ → G/H. Wir müssen nur zeigen, daß diese Abbildung auch injektiv ist, wofür es wegen der

Exaktheit der Garbifizierung genügt, die Injektivität von Q → G/H zu beweisen. Seien also g1, g2 ∈

Q(X) Elemente, die inG/H übereinstimmen. Nach 3. im Satz gibt es dann ein h ∈ H(X) mit g2 = hg1,

und das bedeutet g2 = g1.

Der so (schema- oder garbentheoretisch) konstruierte Quotient algebraischer Gruppen fällt auch zu-

sammen mit dem in der klassischen
”
mengentheoretischen“ Sichtweise konstruierten Quotienten. Zum

Beweis verwenden wir die folgende

1.5.5 Proposition. Es sei k ein Körper,G ein Gruppenfunktor auf Sch /k und f : X→ Y einG-äquivarian-

ter Morphismus von k-Schemata von endlichem Typ. G(k) operiere transitiv auf X(k), und X sei reduziert.

Dann ist f(X) ⊂ Y lokal abgeschlossen. Versehen wir f(X) mit der reduzierten Schemastruktur, so faktorisiert

f als X→ f(X)→ Y, wobei f(X) stabil unter G ist, und X→ f(X) ist treuflach.

Beweis. [D–G, II, § 5, 3.1]

Definition. Es sei C eine Kategorie und G eine Prägarbe von Gruppen auf C, die auf einer Prägar-

be Y operiere. Ist X ⊂ Y eine Unterprägarbe, so ist der G -Stabilisator von X in Y die Prägarbe

StabG (X ) ⊂ G mit

StabG (X )(C) =
{
g ∈ G (C) |g.Y (C ′) = Y (C ′) für alle C ′ → C

}
.

Ist speziell X = {x} mit einem x ∈ X (⋆), so schreiben wir StabG (x) := StabG (X ), und es ist

StabG (x)(C) = {g ∈ G (C) |g.x = x} .

1.5.6 Satz. Es sei k ein Körper,G ein k-Gruppenschema von endlichem Typ, das auf einem k-Schema Y von

endlichem Typ operiert. Es sei H ⊂ G ein abgeschlossenes Untergruppenschema und y ∈ Y(k) ein Punkt

mit StabG(y) = H. Dann ist G/H ein lokal abgeschlossenes Unterschema von Y.

Beweis. Wir behandeln nur den für uns interessanten Fall, daßG reduziert ist (der allgemeine Fall findet

sich in [D–G, III, § 3, 5.2]). Es sei f : G→ Y der durch g 7→ g.y gegebene Morphismus. Mit X = G (mit

der kanonischen Linksoperation) zeigt dann die Proposition, daß Ỹ := f(G) ⊂ Y lokal abgeschlossen

ist, und daß – versehen wir Ỹ mit der reduzierten Schemastruktur – der Morphismus G → Ỹ treuflach

ist. Da er außerdem endlich präsentierbar ist, ist G→ Ỹ ein Epimorphismus in Shv((Sch /k)fppf). Da H

auch der Stabilisator von y in Ỹ(k) ist, erhalten wir das folgende kommutative Diagramm von Garben:

G // //

����

Ỹ

G/H
.
�

>>}}}}}}}}}

Also ist Ỹ ∼= G/H. Nach 1.5.4 ist aber G/H = G/H, und nach dem Lemma von Yoneda folgt Y ∼= G/H.

(Insbesondere ist in unserer Situation, falls G reduziert ist, auch G/H reduziert.)
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1.5.7 Proposition. Es sei k ein Körper undG eine lineare algebraische Gruppe über k. IstH ⊂ G eine (über

k definierte) abgeschlossene Untergruppe, so gibt es eine lineare Operation von G auf einem Ank und einen

Vektor 0 6= v ∈ Ank(k), so daß der Stabilisator der Geraden kv geradeH ist.

Beweis. [Wa, 16.1]

Insbesondere erhalten wir in der Situation der Proposition einer Operation von G auf Pn−1
k zusammen

mit einem Punkt [v] ∈ Pn−1(k), dessen Stabilisator genauH ist. Der Satz zeigt dann also:

1.5.8 Korollar. Es sei k ein Körper, G eine lineare algebraische Gruppe über k und H ⊂ G eine (über k

definierte) abgeschlossene Untergruppe. Dann ist G/H ein lokal abgeschlossenes, reduziertes Unterschema

eines projektiven Raumes über k.

1.5.4 Zusammenhangskomponenten

Es sei k ein Körper.

1.5.9 Lemma. SindA,A ′ étale k-Algebren, so sind auchA×A ′,A⊗kA
′ und jeder Quotient vonA étale

über k.

Beweis. Die Aussage über Produkte und Tensorprodukte folgt aus den Rechenregeln für étale Morphis-

men. Die Aussage über Quotienten ergibt sich aus der Klassifikation (1.2.8) étaler Algebren über einem

Körper: denn jede solche Algebra ist endliches Produkt endlicher separabler Erweiterungskörper von

k.

1.5.10 Korollar. Ist A eine k-Algebra, und sind A0, A
′
0 ⊂ A étale k-Unteralgebren, so ist die von A0 und

A ′
0 erzeugte Unteralgebra wieder étale.

1.5.11 Lemma. Es sei A eine k-Algebra von endlichem Typ und A0 ⊂ A eine étale Unteralgebra. Dann ist

dimkA0 6 e, wobei e die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Spec(A⊗k ksep) ist.

Beweis. Durch Basiswechsel können wir k = ksep annehmen. Dann ist aber A0 ∼= kdmit d = dimkA0.

Also besitzt SpecA0 genau d Zusammenhangskomponenten, und da SpecA → SpecA0 dominant ist,

folgt e > d.

Zusammen zeigen diese Resultate, daß A eine eindeutig bestimmte maximale étale Unteralgebra π0(A)

enthält, und für jede étale UnteralgebraA0 ⊂ A giltA0 ⊂ π0(A). Da Quotienten étaler Algebren wieder

étale sind, definiert π0 einen Funktor. Man zeigt außerdem leicht, daß Specπ0(A) in Bijektion steht zu

den Zusammenhangskomponenten von SpecA, wodurch sich die Bezeichnung π0 erklärt.

1.5.12 Satz. Es seienA,B k-Algebren von endlichem Typ.

1. Für jede Körpererweiterung k ⊂ K ist π0(A⊗k K) = π0(A) ⊗k K.

2. Es seienA,B k-Algebren von endlichem Typ. Dann gilt π0(A) ⊗K π0(B)
∼=
−→ π0(A⊗k B).

Beweis. [Wa, 6.5].
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Insbesondere folgt: ist G = SpecH eine lineare algebraische Gruppe über k, so ist π0(G) := Specπ0(H)

eine endliche étale algebraische Gruppe über k. Es sei G◦ := ker(G→ π0(G)). Man sieht leicht, daß für

H =
∏
iHi mit zusammenhängenden Algebren Hi gilt G◦ = SpecH0, wobei H0 derjenige Faktor ist,

über den die zum neutralen Element korrespondierende AbbildungH→ k faktorisiert.

1.5.13 Proposition. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe über k. Dann ist die Sequenz 1 → G◦ →
G → π0(G) → 1 exakt in der fppf-Topologie (d.h. die zugehörige Sequenz von Garben in Shv((Schk)fppf)

ist exakt).

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daß G → π0(G) Epimorphismus ist. Aber G → π0(G) ist sogar

treuflach (und ohnehin endlich präsentierbar) nach [Wa, 14.1].

1.5.14 Korollar. Jede endliche algebraische GruppeG über k ist étale.

Beweis. Sei G = SpecH. Dann ist H eine reduzierte, endliche k-Algebra, also H =
∏
iLi mit endli-

chen Erweiterungskörpern Li von k. Dann ist G◦ = SpecL0, und da G◦ als k-Gruppenschema einen

k-rationalen Punkt besitzen muß, folgt L0 = k. Dann ist G◦ aber die triviale Gruppe, und nach der Pro-

position folgtG
∼=
−→ π0(G). (Ein anderer möglicher Beweis wäre: nach Abstiegstheorie können wir k = k

annehmen, aber dann istH = kn für ein n, insbesondere offensichtlich étale.)

Man kann die Konstruktion von π0 auf nicht notwendig affine k-Schemata von endlichem Typ ausdeh-

nen, vgl. [D–G, I, § 4, No. 6]. Wir werden diese Verallgemeinerung nicht benötigen.

1.5.5 Boreluntergruppen, maximale Tori und Bruhat-Zerlegung

Es sei G eine zusammenhängende lineare algebraische Gruppe über einem algebraisch abgeschlossenen

Körper k; wir schreiben dann G anstelle von G(k). Es sei B die Menge der Boreluntergruppen von G.

Die Operation von G auf B durch Konjugation ist transitiv ([Hu, 21.3]), und da Boreluntergruppen

selbstnormalisierend sind ([Hu, 23.1]), ist der Stabilisator jedes B ∈ B gerade B. Für eine Untergruppe

H ⊂ G ist dann insbesondere die Fixmenge BH gerade die Menge aller B ∈ B mitH ⊂ B.

Es sei T ⊂ G ein maximaler Torus. Dann operiertNG(T) durch Konjugation auf BT. Für jedes B ∈ BT

gilt aber sogar ZG(T) ⊂ B ([Hu, Lm. 24.1]), so daß wir eine Operation der Weylgruppe W(G, T) :=

NG(T)/ZG(T) auf BT erhalten. Diese Operation ist frei und transitiv ([Hu, Prop. 24.1A]). Die Weyl-

gruppe, und damit BT, ist aufgrund der Starrheit von Tori ([Hu, 16.3]) endlich.

Fixieren wir nun eine Boreluntergruppe B ∈ B, so induziert die Surjektion G → B, g 7→ gBg−1,

eine Bijektion G/B → B. (Insbesondere erhalten wir auf B die Struktur einer projektiven Varietät, die,

wie man sich leicht überlegen kann, nicht von der Wahl von B abhängt.) Diese Bijektion überführt die

natürliche Linksoperation von G auf G/B in die Operation von G auf B durch Konjugation.

Sei nun G zusätzlich reduktiv. Es sei T ⊂ G ein maximaler Torus und B ∈ BT eine Boreluntergruppe,

die T enthält. Wegen ZG(T) ⊂ B hängt für ein w ∈ NG(T) die Nebenklasse wB nur von [w] ∈ NG(T)

ab.

1.5.15 Satz (Bruhat-Zerlegung).

1. Die DoppelnebenklassenC(w) := BwB sind lokal abgeschlossen, und es gibt genau eine Klasse [w0] ∈

W(G, T), so daß C(w0) ⊂ G offen ist.

2. G ist die disjunkte Vereinigung der C(w), [w] ∈W(G, T).
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3. Für jede Klasse [w] ∈W(G, T) gibt es einen Isomorphismus von Varietäten Ah×B→ C(w) (wobei

h von [w] abhängt).

Beweis. [Sp, 8.3.6, 8.3.8, 8.3.11].

1.5.16 Korollar. Es gilt G =
⋃

[w]∈W(G,T)wC(w0).

Beweis (vgl. [Sp, 8.5.10 (1)]). Die Bruhat-Zerlegung von G induziert eine Zerlegung

G/B =
⋃̇

[w]∈W(G,T)

X(w),

wobei X(w) das Bild von C(w) unter der (offenen) Abbildung π : G → G/B ist, also X(w) = Bπ(w).

Setze Y =
⋃

[w]wX(w0) ⊂ G/B; es genügt zu zeigen, daß Y = G/B ist. Y ist stabil unter der Operation

von T auf G/B, denn für t ∈ T ,w ∈ NG(T) gibt es ein t ′ ∈ T mit tw = wt ′, und daraus folgt

twBπ(w0) = wt ′Bπ(w0) = wBπ(w0).

Identifizieren wir nunG/B vermöge [g] 7→ gBg−1mit B; dann entspricht Y der (insbesondere offenen)

Teilmenge Y =
{
(wb)B0(wb)

−1 |b ∈ B,w ∈ NG(T)
}

mit B0 := w0Bw
−1
0 , und Y ist stabil unter

der Operation von T auf B durch Konjugation. Also operiert T durch Konjugation auf der projektiven

Varietät B − Y. Ist diese nichtleer, so existiert nach dem Borelschen Fixpunktsatz ein Fixpunkt, d.h. eine

Boreluntergruppe B̃ ∈ (B−Y)T ⊂ BT. Insbesondere gilt dann T ⊂ B̃. DaNG(T) aber transitiv auf BT

operiert, finden wir dann einw ∈ NG(T) mit B̃ = wBw−1, aber dann folgt B̃ ∈ Y, Widerspruch.

1.5.6 Rationalitätsfragen

Sei nun k ein beliebiger Körper. Die Literatur zu linearen algebraische Gruppen über beliebigen Körpern

ist etwas verstreut; will man nicht die extreme Allgemeinheit von [SGA 3] bemühen, scheint die parallele

Konsultation der Bücher [Hu], [Bor], [Sp] mit gelegentlichen Blicken in die Artikel [B–T] und [Ro]

(neben anderen Artikeln von Rosenlicht) die einzige Alternative zu sein.

1.5.17 Satz. Es seiG eine lineare algebraische Gruppe k. Dann besitztG einen maximalen Torus, der über k

definiert ist.

Beweis. [Sp, 13.3.6 und 13.3.7] oder [Bor, 18.2(i)].

1.5.18 Satz. Ist G eine zusammenhängende reduktive lineare algebraische Gruppe über k, so sind Zentrum

Z(G) und Radikal R(G) über k definiert.

Beweis. Für das Zentrum siehe [Bor, 18.2(ii)]. Für das Radikal beachte R(G) = Z(G)◦ ([Hu, Lm. 19.5]),

und daß die Einheitskomponente einer k-Gruppe eine k-Gruppe ist ([Sp, 12.1.1]).

Definition. Eine zusammenhängende, auflösbare k-Gruppe G heißt zerfallend (über k), wenn es eine

Kompositionsreihe {1} = G0 ⊳ G1 ⊳ . . . ⊳ Gn = G gibt, so daß jedes Gi eine zusammenhängende ab-

geschlossene k-Untergruppe ist, und so daß jeder QuotientGi/Gi−1 über k isomorph zu Gm,k oder Ga,k

ist. Eine lineare algebraische Gruppe G über k heißt zerfallend (über k), wenn sie eine Boreluntergruppe

besitzt, die über k definiert und zerfallend ist.

1.5.19 Satz (Rosenlicht). Es sei G eine zusammenhängende, zerfallende auflösbare k-Gruppe. Dann ist G

als Varietät isomorph zu Ga,k
r×Gm,k

smit r = dimG/Gu, s = dimGu.
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Beweis. [Sp, 14.2.7]

1.5.20 Satz. Es sei G eine zusammenhängende, auflösbare lineare algebraische Gruppe über k. Zerfällt G

über k, so auch jeder über k definierte maximale Torus.

Beweis. [Ro, Thm. 4]

1.5.21 Satz. Eine zusammenhängende, reduktive k-Gruppe G ist genau dann zerfallend, wenn sie einen

maximalen Torus besitzt, der über k definiert und zerfallend ist.

Beweis.
”
Nur dann“. Es sei B ⊂ G eine k-zerfallende Boreluntergruppe. Wähle nach 1.5.17 einen über

k definierten maximalen Torus T in B. Nach dem letzten Satz ist T dann zerfallend. Außerdem ist auch

maximaler Torus in G: denn wäre T ⊂ T ′ ⊂ G ein weiterer Torus, so wäre T ′ ⊂ B ′ in einer Borelun-

tergruppe enthalten. Aber B = gB ′g−1 mit einem g ∈ G(k), und damit enthält B ein Konjugat von T ′.

Aber alle maximalen Tori in B haben die gleiche Dimension.

”
Immer dann“. Besitzt G einen k-zerfallenden maximalen Torus T , so nach [Sp, 16.2.2] auch eine über

k definierte Boreluntergruppe B, die T enthält. Deren unipotentes Radikal Bu ist über k definiert und

zerfallend ([Sp, 16.1.1]). Die Abbildung T × Bu → B ist ein Isomorphismus von k-Varietäten ([Sp,

6.3.5]), insbesondere wird B von T und Bu erzeugt und ist damit selbst k-zerfallend ([Ro, Cor. zu Thm.

2]).

1.5.22 Korollar. Jede zusammenhängende, reduktive Gruppe über einem separabel abgeschlossenen Körper

zerfällt.

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß sie einen zerfallenden maximalen Torus besitzt; aber jeder Torus über

einem separabel abgeschlossenen Korper zerfällt ([Sp, 13.1.1]).

Der Rest dieses Abschnitts ist Rationalitätsfragen der Bruhat-Zerlegung gewidmet.

1.5.23 Lemma. Es sei G zusammenhängende, zerfallende reduktive k-Gruppe. Es sei T ⊂ G ein über k

(definierter und) zerfallender maximaler Torus. Dann besitzt die Weylgruppe W(G, T) = NG(T)/ZG(T)

ein Repräsentantensystem in G(k).

Beweis. [Sp, S. 270].

1.5.24 Korollar. Es seiG eine zusammenhängende, zerfallende reduktive k-Gruppe. Wähle einen über k (de-

finierten und) zerfallenden maximalen Torus T und eine k-zerfallende Boreluntergruppe B ⊃ T . Dann sind

die Doppelnebenklassen C(w), [w] ∈ W(G, T), über k definiert, ebenso die Isomorphismen von Varietäten

Ah× B→ C(w).

Beweisskizze. Es bleibt nur die Aussage über die Isomorphismen zu zeigen. Diese erkennt man aber an der

expliziten Gestalt der Isomorphismen, wie sie in [Sp, 8.3.6] angegeben ist: dort treten im Wesentlichen

(nach dem Lemma über k wählbare) Repräsentanten von Elementen der Weylgruppe auf, außerdem

gewisse Morphismen Ga → G. Letztere können jedoch nach [Bor, 18.7] ebenfalls als über k definiert

angenommen werden.

1.5.25 Satz. Es sei k eine zusammenhängende, zerfallende reduktive k-Gruppe. Dann gibt es eine offene

Überdeckung G =
⋃
iUi (als k-Schema), so daß jedesUi als k-Schema isomorph ist zu Ahk ×kGm,k

r.
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Beweis. Wähle einen k-zerfallenden maximalen Torus und eine k-zerfallende Boreluntergruppe B ⊃ T .

Die große ZelleC(w0)→֒◦ G ist als k-Varietät isomorph zu Ah×B ∼= Ah×Ar×Gm,k
smit r = dimG/Gu,

s = dimGu. Wir müssen nur zeigen, daß dieG(k)-Translate vonC(w0) das SchemaG überdecken; aber

bereits diewC(w0) mit [w] ∈W(G, T) überdeckenG(k), und die Repräsentantenw lassen sich inG(k)

wählen.
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2 Torseure und die Serre–Grothendiecksche

Vermutung

2.1 Faserbündel, Torseure und Kohomologie

Die allgemeine Theorie von Faserbündeln und Hauptfaserbündeln (Torseuren), also Sätze über Twisting,

Erweiterung und Restriktion der Strukturgruppe usw., behandeln wir im abstrakten Kontext von Garben

auf einem Situs. Dieser abstrakte Zugang ist zum einen sehr allgemein (der Fall von Schematorseuren

oder auch klassischen Faserbündeln der Topologie ist in dieser Situation über die Yoneda-Einbettung

enthalten); sein entscheidender Vorteil ist jedoch, daß Garben und ihre Morphismen sehr viel leichter zu

konstruieren sind als etwa topologische Räume oder gar Schemata und deren Morphismen. Im Wesent-

lichen übertragen wir einen Teil von Serres Exposé [Se] in die Sprache von Garben.

2.1.1 Faserbündel und Torseure von Garben

Es sei S = CE ein Situs (beispielsweise der Situs der topologischen Räume mit der üblichen Topologie

oder auch S = (Sch /S)ét). Es sei X ∈ Shv(S) eine Garbe. Eine X -Garbe ist einfach eine Garbe E →X

über X . Ist E eine X -Garbe und f : X ′ → X ein Morphismus, so bezeichnen wir mit f∗E den

Pullback E ×X X ′ →X ′. Ist F eine weitere Garbe, so nennen wir die X -Garbe X × F das triviale

Bündel mit typischer Faser F .

Definition. Eine X -Garbe E → X heißt Faserbündel mit typischer Faser F ∈ Shv(S), wenn es einen

Epimorphismus f : X ′ → X gibt, so daß E ′ = f∗X isomorph ist zum trivialen Bündel über X ′

mit typischer Faser F , so daß es also einen Isomorphismus von X ′-Garben (eine
”
Trivialisierung“)

E ×X X ′ ∼= X ′ × F gibt.

Unter einem Schnitt eines Faserbündels E →X verstehen wir einen X -Morphismus X → E , also ein

Rechtsinverses zu E →X .

Es sei nun G eine Garbe von Gruppen. Eine X -Garbe mit G -Aktion ist eine Garbe E mit einer G -

Operation E × G → E zusammen mit einem Morphismus π : E → X , der äquivariant bezüglich

der trivialen G -Operation auf X ist, so daß also π(e.g) = π(e) für alle e ∈ E (X), g ∈ G (X) ist. Ein

Morphismus von X -Garben mit G -Aktion ist auf die offensichtliche Art erklärt. Die Tatsache, daß ein

Pullback mittels X ′ →X Garben mit G -Aktion erhält, ermöglich die folgende

Definition. Ein G -Torseur oder G -Hauptfaserbündel über X ist eine X -Garbe mit G -Aktion E →X ,

für die es einen Epimorphismus f : X ′ →X gibt, so daß f∗E = E ×X X ′ →X ′ als X ′-Garbe mit

G -Aktion isomorph ist zu X ′ × G → X ′ mit der natürlichen G -Aktion (dem sogenannten
”
trivialen

G-Bündel“).

Ein G -Hauptfaserbündel ist also insbesondere ein Faserbündel mit typischer Faser G .

Sind X ′ → X , X ′′ → X Epimorphismen, so ist X ′ ×X X ′′ → X ein Epimorphismus, der beide

majorisiert. Dies bedeutet beispielsweise, daß man zwei Faserbündel über X
”
gleichzeitig“ trivialisieren

kann. Eine typische Anwendung dieser Beobachtung ist:
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2.1.1 Proposition. Jeder Morphismus von G -Torseuren über X ist invertierbar. (Die Kategorie der G -

Torseure über X ist also ein Gruppoid.)

Beweis. Da man zwei Torseure stets gleichzeitig trivialisieren kann, können wir uns nach Abstiegstheorie

(1.4.11) auf den Fall trivialer Torseure beschränken; dieser ist aber enthalten im nächsten Lemma.

2.1.2 Lemma. Es sei G eine Gruppengarbe und X eine Garbe. Dann gibt es einen Isomorphismus von

Monoiden

EndX -Garbe mit G -Aktion(X × G ) ∼= G (X ),

wobei G (X ) die Gruppe Hom(X ,G ) (mit punktweiser Multiplikation) bezeichnet.(i) Insbesondere ist jeder

Endomorphismus von X × G invertierbar.

Beweis. Ist f : X × G → X × G gegeben, so definiere ϕf : X → G durch f(x, 1G) = (x,ϕf(x)).

Ist umgekehrtϕ gegeben, so definiere fϕ durch fϕ(x, g) := (x,ϕ(x).g). Man rechnet ohne Mühe nach,

daß auf diese Art wohldefinierte inverse Bijektionen gegeben sind. Für Morphismen ψ,ϕ : X → G gilt

außerdem

fψ ◦ fϕ(x, g) = fψ(x,ϕ(x).g) = (x,ψ(x).ϕ(x).g) = (x, (ψ.ϕ)(x).g) = fψ.ϕ(x, g),

also erhält diese Identifikation Produkte. Da zur konstanten Abbildung x 7→ 1G außerdem offensichtlich

die Identität von X × G gehört, ist sie tatsächlich ein Isomorphismus von Monoiden.

2.1.3 Proposition. Für eine X -Garbe mit G -Aktion E →X sind folgende Aussagen äquivalent:

1. E ist G -Torseur.

2. E → X ist ein Epimorphismus, und der Morphismus E × G → E ×X E , (e, g) 7→ (e, e.g) ist

invertierbar.

Beweis. 1. =⇒ 2. Nach Abstiegstheorie können wir annehmen, daß E = X × G trivial ist. Aber dann

ist X × G → X offensichtlich surjektiv, und E × G = X × G × G → E ×X E = X × G × G ist

der Morphismus (x, g, g ′) 7→ (x, g, gg ′), der offensichtlich invertierbar ist.

2. =⇒ 1. Durch Basiswechsel mit E → X erhalten wir aus E das Bündel E ×X E → E , (e, e ′) 7→ e,

auf dem G operiert vermöge (e, e ′).g = (e, e ′.g). Man überzeugt sich dann schnell davon, daß der

Isomorphismus von Garben E × G → E ×X E tatsächlich ein Isomorphismus von G -Bündeln über E

ist.

Ist E ein G -Torseur über X , so ist E → X ein Epimorphismus, der E trivialisiert. Dies wird beim

Studium von Torseuren über glatten oder endlichen Gruppen eine Rolle spielen, vgl. 2.1.23 und den

Beweis von 2.4.2.

2.1.4 Beispiel. Es sei G eine Gruppengarbe und H ⊂ G eine Untergruppe. Dann ist G ein H -Torseur

über G /H (mit der natürlichen Rechtsoperation von H auf G ).

Beweis. Wir prüfen die Bedingungen der Proposition nach. Natürlich ist G → G /H ein Epimorphis-

mus, und die Invertierbarkeit des Morphismus G × H → G ×G/H G , (g, h) 7→ (g, g.h) rechnet

man leicht nach (vgl. auch Satz 1.5.3). (Da der Garbifizierungsfunktor a mit endlichen direkten Limites

vertauscht, können wir zum Beweis statt G /H die Prägarbe X 7→ G (X)/H (X) verwenden.)

(i)Man beachte die suggestive Notation: ist X = X darstellbar, so ist G (X ) = G (X) nach dem Lemma von Yoneda.
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Sei wieder E ein G -Torseur über X . Die Operation E ×G → E induziert, für jeden Morphismus Y →
X , eine Operation HomX (Y ,E )×G (Y )→ HomX (Y ,E ), wobei wir wieder G (Y ) := Hom(Y ,G )

schreiben. Die Proposition zeigt dann, daß die Abbildung HomX (Y ,E ) × G (Y )→ HomX (Y ,E ) ×

HomX (Y ,E ) invertierbar ist. Das bedeutet:

2.1.5 Korollar. Für jede X -Garbe Y → X ist HomX (Y ,E ) entweder leer oder ein G (Y )-Torseur im

mengentheoretischen Sinne.

2.1.6 Proposition. Es sei E ein G -Torseur über X und Y → X ein beliebiger Morphismus. Genau dann

ist HomX (Y ,E ) nichtleer, wenn der Pullback von E nach Y trivial ist.

Beweis. Wegen HomX (Y ,E ) = HomY (Y ,E ×X Y ) können wir durch einen Basiswechsel anneh-

men, daß Y = X ist, und müssen nur zeigen: ein Torseur E → X ist genau dann trivial, wenn er

einen Schnitt besitzt. Der triviale Torseur X × G → X besitzt den Schnitt X → X × G , x 7→ (x, 1).

Ist umgekehrt ϕ : X → E ein X -Morphismus, so definiert X × G → E , (x, g) 7→ ϕ(x).g, einen

Morphismus von G -Torseuren über X , also nach 2.1.1 einen Isomorphismus.

2.1.2 Konstruktion von Faserbündeln durch Twisting mit Torseuren

Ist E eine X -Garbe mit G -Aktion, so erhalten wir durch Ausdividieren der G -Aktion eine X -Garbe

E /G →X . Diese Konstruktion ist funktoriell bezüglich Morphismen von X -Garben mit G -Aktion.

2.1.7 Proposition. Es sei E ein G -Torseur über X . Dann ist der natürliche Morphismus E /G → X

invertierbar.

Beweis. Da Faktorisieren nach G mit Pullback vertauscht (dies folgt etwa aus Lemma 1.4.1), können wir

nach Abstiegstheorie annehmen, daß E der triviale G -Torseur ist; aber dann ist die Aussage klar.

Definition. Es sei E eine X -Garbe mit G -Aktion. Es sei weiter F eine Garbe, auf der G von links

operiert. Dann bezeichnet E ×G F die X -Garbe (E ×F )/G →X , wobei E ×F eine X -Garbe mit

G -Aktion ist durch (e, f).g := (e.g, g−1.f).

Diese Konstruktion ist offenbar funktoriell in E und in F (letzteres bezüglich G -äquivarianter Mor-

phismen). Ist E = X × G der triviale G -Torseur, so haben wir einen natürlichen Isomorphismus

von X -Garben E ×G F ∼= X × F , [(x, g), f] 7→ (x, g.f), was man suggestiv notieren kann als

(X × G ) ×G F ∼= X × F . Insbesondere ist also E ×G F das triviale Bündel mit typischer Faser

F auf X . Da der Funktor ×G F außerdem mit Pullback der Basis vertauscht, haben wir gezeigt:

2.1.8 Proposition. Ist E ein G -Torseur über X , so ist E ×G F Faserbündel mit typischer Faser F .

Man sagt, E ×G F entstehe durch Twisting von F mit G .

2.1.9 Beispiel. Es sei H1 ⊂ H2 ⊂ G eine Kette von Untergruppengarben. Dann ist G /H1 ein Faserbündel

über G /H2mit typischer Faser H2/H1.

Beweis. Nach Beispiel 2.1.4 ist G ein H2-Torseur über G /H2. Wir konstruieren inverse Isomorphismen

G ×H2 (H2/H1) ∼= G /H1 von Garben über G /H2 wie folgt:

G ×H2 (H2/H1) ⇆ G /H1

[g, [h2]] 7→ [gh2]

[g, [1]]←[ [g].
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Man überzeugt sich ohne Mühe davon, daß beide Morphismen wohldefiniert und invers zueinander sind

sowie Morphismen von Bündeln über G /H2.

2.1.10 Proposition. Der Funktor E ×G von den Garben mit G -Operation in die Faserbündel über X

vertauscht mit Produkten. (Dabei ist das Produkt zweier Faserbündel einfach das Faserprodukt über X .)

Beweis. Sind F ,F ′ zwei Garben mit G -Operation, so haben wir einen natürlichen Morphismus E ×G

(F × F ′) → (E ×G F ) ×X (E ×G F ′), [e, (f, f ′)] 7→ ([e, f], [e, f ′]). Um zu zeigen, daß dieser

invertierbar ist, können wir nach dem Abstiegslemma annehmen, daß E = X × G trivialer Torseur ist;

aber dann wird der Morphismus einfach zur üblichen Identifikation X × (F ×F ′)
∼=
−→ (X ×F )×X

(X × F ′).

Operiert die Gruppe G auf sich selbst durch Konjugation, so wird die Produktabbildung G × G → G

kompatibel mit der G -Operation; ebenso die Inversenbildung G → G und die Inklusion ⋆ → G des

neutralen Elementes. Da außerdem E ×G
⋆

∼= E /G
∼=
−→X ist, erhalten wir aus der Proposition:

2.1.11 Satz. Ist E →X ein G -Torseur, und operiert G auf sich selbst durch Konjugation, so ist E ×G G ein

Gruppenobjekt in der Kategorie der Garben über X .

Im Falle X = ⋆ bedeutet das:

2.1.12 Korollar. Ist E ein G -Torseur (über dem finalen Objekt ⋆), und operiert G auf sich selbst durch

Konjugation, so ist E ×G G wieder eine Gruppengarbe.

Definition. Diese
”
mit E getwistete Version von G“ bezeichnet man mit E (G ).

Eine Anwendung ist das Twisten von algebraischen Gruppen über einem Körper mit Galoiskohomolo-

gieklassen, vgl. etwa [Gi].

2.1.3 Erweiterung und Reduktion der Strukturgruppe

Operiert eine Gruppe H von rechts auf F , kompatibel mit der G -Linksaktion, so induziert diese Opera-

tion eine Rechtsoperation von H auf E ×G F , die E ×G F zu einer X -Garbe mit H -Aktion macht.

Der wichtigste Fall ist der folgende: ist ein G -Torseur E und ein Homomorphismus von Gruppengarben

G →H gegeben, so ist E ×G H eine X -Garbe mit H -Operation.

2.1.13 Proposition (Erweiterung der Strukturgruppe). In dieser Situation ist E ×G H ein H -Torseur

über X .

Beweis. Da die Konstruktion mit Pullback vertauscht, können wir E = X × G als trivial annehmen.

Dann ist aber E ×G H = X × H , und das ist der triviale H -Torseur.

2.1.14 Proposition (Kürzungsregel). Es sei E ein G -Torseur über X ,ϕ : G →H ein Homomorphismus

von Gruppengarben und F eine Garbe mit H -Linksaktion. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

von Faserbündeln (E ×G H )×H F ∼= E ×G F , [[e, 1H], f]←[ [e, f], wobei G vermögeϕ auf F operiert.
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Beweisskizze. Betrachte die Abbildung E × F → (E ×G H ) ×H F , (e, f) 7→ [[e, 1H], f]. Diese ist

offenbar ein X -Morphismus, und sie ignoriert die G -Operation auf der linken Seite, denn

(e, f).g = (e.g,ϕ(g)−1.f) 7→ [[e.g, 1H], ϕ(g)−1.f] = [[e.g, 1H].ϕ(g)−1, f]

= [[e.g,ϕ(g)−1], f] = [[e, 1H], f].

Also erhalten wir einen Morphismus E ×G F → (E ×G H ) ×H F von Bündeln über X . Um zu

zeigen, daß dieser invertierbar ist, kann man nach dem Abstiegslemma durch Basiswechsel annehmen,

daß E = X ×G trivial ist. Aber dann überzeugt man sich leicht, daß die von uns konstruierte Abbildung

gerade der kanonische Isomorphismus zwischen

(X × G ) ×G
F ∼= X × F und

((X × G ) ×G
H ) ×H

F ∼= (X × H ) ×H
F ∼= X × F

ist.

2.1.15 Lemma. Es sei H ⊂ G eine Untergruppengarbe und E ein G -Torseur über X . Der Morphismus

E → E ×G (G /H ), e 7→ [e, [1]], macht E zu einem H -Torseur über E ×G (G /H ).

Beweis. Der Morphismus sieht die H -Operation auf E nicht, denn e.h 7→ [e.h, [1]] = [e, [h]] = [e, [1]],

also haben wir eine X -Garbe mit H -Rechtsaktion.

Falls E = X × G trivial ist, haben wir E ×G (G /H ) ∼= X × (G /H ), [(x, g), [g ′]] 7→ (x, [gg ′]). Der

Morphismus E = X × G → X × (G /H ) ist dann gegeben durch (x, g) 7→ (x, [g]). Aber dies ist der

Pullback des H -Torseurs G → G /H nach X × (G /H ).

Im allgemeinen Fall können wir durch Basiserweiterung X ′ →X zu einem trivialen Torseur E ′ überge-

hen; dabei verwenden wir, daß Twisting mit Basiserweiterung vertauscht und Pullbacks Epimorphismen

erhalten.

2.1.16 Satz (Reduktion der Strukturgruppe). Es sei H ⊂ G eine Untergruppengarbe. Dann ist ein H -

Torseur über X
”
dasselbe“ wie ein G -Torseur E zusammen mit einem Schnitt des Faserbündels E ×G

(G /H )→X .

Genauer haben wir eine Äquivalenz von Kategorien, wobei ein Morphismus von G -Torseuren mit Schnitten

ein Morphismus von G -Torseuren τ : E → E ′ ist, so daß das induzierte Diagramm von Schnitten

X

xxrrrrrrrrrrr

&&MMMMMMMMMMM

E ×G (G /H )
τ×G (G/H ) // E ′ ×G (G /H )

kommutiert.

Außerdem vertauscht diese Äquivalenz mit Basiswechseln X ′ → X , und zum trivialen H -Torseur korre-

spondiert der Schnitt X → (X × G ) ×G (G /H ) ∼= X × G /H mit x 7→ (x, [1]).

Beweisskizze. Sei E0 ein H -Torseur über X . Setze E := E0×
H G als G -Torseur; nach der Kürzungsregel

gilt dann E ×G (G /H ) ∼= E0×
H (G /H ). Die Linksoperation von H auf G /H fixiert aber die Klasse

des neutralen Elements, so daß wir eine Einbettung von X -Garben mit G -Aktion E0 →֒ E0 × G /H ,

e 7→ (e, [1]) erhalten. Ausdividieren der H -Aktion liefert eine Einbettung von X -Garben E0/H →֒
E0×

H (G /H ) ∼= E ×G (G /H ). Aber E0/H ∼= X , also haben wir einen Schnitt X → E ×G (G /H ).
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Sei umgekehrt E ein G -Torseur, und es sei ein X -Morphismus X → E ×G (G /H ) gegeben. Nach dem

Lemma definiert E einen H -Torseur über E ×G (G /H ); diesen können wir mit Hilfe des gegebenen

Schnitts zurückziehen zu einem H -Torseur über X .

Wir überlassen dem Leser die Überprüfung, daß beide Konstruktionen invers zueinander sind, und die

der restlichen Aussagen.

2.1.17 Bemerkung. Ist im Satz speziell H ⊂ G sogar normal, also G := G /H eine Garbe von Gruppen, so

ist E ×G G ein G -Torseur über X . Die Menge der Schnitte dieses Torseurs ist nach 2.1.5 ein (möglicherweise

leerer) G (X )-Torseur im mengentheoretischen Sinne. Der Satz liefert dann eine Rechtsoperation von G (X )

auf der Kategorie der H -Torseure über X , wobei zwei solche Torseure E0,E
′
0 genau dann in der gleichen

G (X )-Bahn liegen, wenn E0×
H G ∼= E ′

0 ×
H G ist.

2.1.4 Die Kohomologiesequenz

Einige der Ergebnisse der letzten Abschnitte lassen sich besonders prägnant (wenn auch weniger explizit)

durch exakte Sequenzen gewisser Kohomologiemengen ausdrücken.

Es sei Tors(X ,G ) die Menge der Isomorphieklassen von G -Torseuren über X und Fib(X ,F ) die

Menge der Isomorphieklassen von Faserbündeln über X mit typischer Faser F . Beides sind (durch die

trivialen Torseure bzw. Bündel) punktierte Mengen. Wir haben eine Vergißabbildung Tors(X ,G ) →
Fib(X ,G ), und Tors und Fib sind vermöge Basiswechsels kontravariant funktoriell in X .

Operiert G von links auf F , so liefert Twisting eine punktierte Abbildung Tors(X ,G ) → Fib(X ,F ).

Ist insbesondere G → H ein Gruppenhomomorphismus, so faktorisiert Tors(X ,G ) → Fib(X ,H )

kanonisch über Tors(X ,H ).

Sei nun H ⊂ G eine Untergruppengarbe. Ein Morphismus X → (G /H ) liefert einen Schnitt des

trivialen Faserbündels X × (G /H )→ X und damit nach dem Satz über die Reduktion der Struktur-

gruppe einen H -Torseur E0 (für den E0×
H G nach Konstruktion trivial ist). Diese Konstruktion liefert

die Abbildung (G /H )(X )→ Tors(X ,H ) in der folgenden

2.1.18 Proposition (Exakte Kohomologiesequenz). Die Sequenz

1→H (X )→ G (X )→ (G /H )(X )→ Tors(X ,H )→ Tors(X ,G )→ Fib(X ,G /H )

ist im folgenden Sinne exakt: in den Gruppen H (X) und G (X) stimmen wie üblich Kern und Bild überein;

in (G /H )(X ) und Tors(X ,H ) ist das Bild der ankommenden Abbildung genau das Urbild des trivialen

Elements bei der ausgehenden Abbildung, und in Tors(X ,G ) ist das Bild der ankommenden Abbildung das

Urbild der Menge all der Faserbündel mit typischer Faser G /H , die einen Schnitt besitzen.

Ist H ⊂ G normal, so können wir Fib(X ,G /H ) durch Tors(X ,G /H ) ersetzen, und die Gruppe

(G /H )(X ) operiert derart (von rechts) auf Tors(X,H ), daß die Orbits genau die Fasern der Erweite-

rungsabbildung Tors(X ,H )→ Tors(X ,G ) sind.

Beweisskizze. Die Exaktheit in H (X) ist klar; diejenige in G (X) folgt aus der Invertierbarkeit von G ×

H → G ×G/H G , (g, h) 7→ (g, g.h). Für die Exaktheit in (G /H )(X ) sei f : X → G /H ein

Morphismus. Nach Konstruktion induziert dieser den H -Torseur X ×G/H G → X . Dieser ist genau

dann trivial, wenn er einen Schnitt besitzt, wenn also f über G faktorisiert.

Für die Exaktheit in Tors(X ,H ) haben wir schon gesehen, daß die Komposition trivial ist. Ist aber

einH -Torseur E0 über X gegeben, so daß E := E0×
H G trivial ist, so finden wir einen Isomorphismus
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E ×G (G /H ) ∼= X × (G /H ), und der Schnitt dieses Faserbündels ist gegeben durche einen Morphis-

mus X → G /H . Die Exaktheit in Tors(X ,G ) folgt unmittelbar aus dem Satz über die Reduktion der

Strukturgruppe, und die übrigen Aussagen folgen aus 2.1.17.

Insbesondere sieht man, daß die H -Torseure über X in gewisser Weise den
”
Surjektivitätsdefekt“ von

G (X )→ (G /H )(X ) messen.

Ist G eine Garbe von Gruppen, so kann die Mengen Tors(X ,G ) auch explizit durch Erzeugende und

Relationen definieren. Dies wollen wir im nächsten Abschnitt tun.

2.1.5 Kohomologiemengen

Es sei E ein G -Torseur über X , dazu X ′ → X ein Epimorphismus, der E trivialisiert, und es seien

pi : X ′ ×X X ′ → X ′, (x ′1, x
′
2) 7→ x ′i, die Projektionen (i = 1, 2). Dann gibt es nach 2.1.6 einen

X -Morphismus ϕ : X ′ → E , und da HomX (X ′ ×X X ′,E ) ein G (X ′ ×X X ′)-Torseur ist

(2.1.5), finden wir ein eindeutig bestimmtes g ∈ G (X ′ ×X X ′) mit (p∗1ϕ).g = p∗2ϕ, wobei wir

p∗1ϕ := ϕ ◦ p1 schreiben. Dieses g erfüllt zudem eine nichttriviale Relation: Es seien q12, q13, q23 :

X ′ ×X X ′ ×X X ′ →X ′ ×X X ′ die Projektionen. Dann gilt

p2q13 = p2q23, p1q23 = p2q12 und p1q12 = p1q13,

woraus sich ergibt:

(p1q13)
∗(ϕ).q∗13(g) = (p2q13)

∗(ϕ)

= (p2q23)
∗(ϕ) = (p1q23)

∗(ϕ).q∗23(g)

= (p2q12)
∗(ϕ).q∗23(g) = (p1q12)

∗(ϕ).q∗12(g).q
∗
23(g)

= (p1q13)
∗(ϕ).q∗12(g).q

∗
23(g).

Die Elemente der Menge

Z (X ,G ; X ′) :=
{
g ∈ G (X ′ ×X X

′) |q∗12(g) · g
∗
23(g) = q∗13(g)

}

nennen wir
”
Kozyklen“; dann ist also g ∈ Z (X ,G ; X ′) ein Kozyklus. Ersetzen wir ϕ durch einen

anderen Morphismus ϕ̃ : X ′ → E , so finden wir ein eindeutig bestimmtes h ∈ G (X ′) mit ϕ = ϕ̃.h.

Dann ist

einerseits p∗2ϕ = p∗2(ϕ̃.h) = p∗2ϕ̃.p
∗
2h,

andererseits aber auch p∗2ϕ = (p∗1ϕ).g = p∗1(ϕ̃.h).g = p∗1ϕ̃.p
∗
1h.g,

also p∗2ϕ̃ = p∗1ϕ̃.g̃mit g̃ = (p∗1h) ·g · (p∗2h)−1. Für g, g̃ ∈ G (X ′×X X ′) setzen wir setzen wir g ∼ g̃,

falls es ein h ∈ G (X ′) gibt mit g̃ = (p∗1h) · g · (p∗2h)−1. Offensichtlich ist ∼ eine Äquivalenzrelation,

und man rechnet schnell nach, daß alle zu einem Zyklus äquivalenten Elemente wieder Kozyklen sind.

Definition. Wir setzen Ȟ1(X ,G ; X ′) := Z (X ,G ; X ′)/ ∼.

Für einen Epimorphismus X ′ →X setzen wir

Tors(X ,G ; X ′) :=
{
[E ] ∈ Tors(X ,G ) | E ×X X

′ ist trivial
}
.

Die obigen Überlegungen zeigen, daß wir eine natürliche wohldefinierte Abbildung Tors(X ,G ; X ′)→
Ȟ1(X ,G ; X ′) haben.
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2.1.19 Proposition. Diese Abbildung ist bijektiv.

Beweisskizze. Wir konstruieren eine Umkehrabbildung. Sei also g ∈ Z (X ,G ; X ′) ⊂ G (X ′ ×X

X ′) ein Kozyklus. Es sei E ′ = X ′ × G der triviale G -Torseur über X ′. Dann haben wir kanonische

Identifikationen von p∗1E
′ = E ′ ×X X ′ und p∗2E

′ = X ′ ×X E ′ mit dem trivialen G -Torseur über

X ′ ×X X ′. Sei, mit dieser Identifikation, σ : p∗1E
′ → p∗2E

′ der Isomorphismus mit 1 7→ g. Die

Kozykelbedingung für g garantiert, daß σ ein Abstiegsdatum für E ′ → X ′ vermöge X ′ → X ist. Wir

finden also eine Garbe E → X mit E ′ ∼= E ×X X ′. Man zeige nun, daß auch die G -Operation auf

E ′ induziert ist von einer G -Operation auf E . Dann ist E ein G -Torseur über X . Man überlege sich nur

noch, daß äquivalente Kozyklen zu isomorphen Torseuren führen, und daß beide Konstruktionen invers

zueinander sind.

Wir überlassen dem Leser die Ausarbeitung der offensichtlichen Funktorialitätseigenschaften.

Definition. Wir setzen Ȟ1(X ,G ) := lim
−→ Ȟ

1(X ,G ; X ′), wobei der Limes über alle Epimorphismen

einer Garbe X ′ auf X läuft.

Aus der Proposition folgt insbesondere, daß alle Übergangsabbildungen in diesem direkten Limes injektiv

sind, und außerdem das

2.1.20 Korollar. Wir haben eine natürliche Bijektion Tors(X ,G )
∼=
−→ Ȟ1(X ,G ).

2.1.6 Darstellbare Faserbündel und Torseure

Es sei nun S = CE ein Situs, dessen Topologie gröber ist als die kanonische (d.h. jedes Objekt stellt eine

Garbe dar). Korollar 1.3.16 ermöglicht eine andere Charakterisierung von Faserbündeln und Torseuren

über einer darstellbaren Basis:

2.1.21 Proposition. Ein Morphismus E → X ist genau dann ein Faserbündel zur Basis F , wenn es eine

Überdeckung (Yi → X)i gibt, so daß jedes E ×X Yi als Yi-Garbe isomorph ist zu Yi × F → Yi, und

man kann erreichen, daß diese Familie aus nur einem fppf-Morphismus besteht. Die analoge Aussage gilt für

G -Torseure.

Beweisskizze. Der entscheidene Punkt ist die Tatsache, daß ein Faserbündel über einer disjunkten Vereini-

gung von Schemata genau dann trivial ist, wenn es über jedem Summanden trivial ist. Diese Beobachtung

ist im Prinzip Folge einer Äquivalenz von Kategorien Sch /
∐
iYi

∼=
∏
i Sch /Yi.

Außerdem können wir die Kohomologiemengen konkreter angeben. Sei nämlich X ∈ C ein Objekt und

G eine Gruppengarbe. Wir schreiben Ȟ1E(X,G ) := Ȟ1(X,G ) und Ȟ1E(X,G ; U) := Ȟ1(X,G ;
∐
iYi) für

eine Überdeckung U = (Yi → X)i. Ein Element von Ȟ1(X,G ; U) wird dann repräsentiert durch eine

Familie (gij)i,jmit gij ∈ G (Yi×X Yj) = G (Yi×X Yj) ∼= G (Yi×X Yj) (Yoneda), für die gijgjk = gik in

G (Yi×XYj×XYk) gilt, wobei zwei Familien (gij) und (g̃ij) genau dann äquivalent sind, wenn es eine Fa-

milie (hi), hi ∈ G (Yi), gibt mit g̃ij = hi.gij.h
−1
j (wobei wir die notwendigen Restriktionsabbildungen

nicht notieren). Nach der Proposition gilt dann

Ȟ1E(X,G ) = lim
−→
U

Ȟ1E(X,G ; U).

Ist klar, welche Topologie auf C gemeint ist, schreiben wir auch Ȟ1 anstelle von Ȟ1E. Im Fall C = Sch

oder Sch /S wollen wir Torseure und Kohomologie immer bezüglich der fppf-Topologie verstehen, wenn

nichts anderes gesagt wird.
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Ist G = G darstellbar, so stellt sich die Frage, ob ein G -Torseur über einem Objekt X möglicherweise

ebenfalls wieder darstellbar ist. Im allgemeinen ist das nicht zu erwarten; im Fall von Schemakategorien

gibt es jedoch gewisse Kriterien (vgl. [Mi80, III.4.3]), von denen für uns der folgende Satz relevant ist:

2.1.22 Satz. Es sei S ein Schema, X ein S-Schema und G → S ein affines Gruppenschema. Dann ist jeder

G-Torseur über X (d.h. jeder G-Torseur über X in Shv((Sch /S)fppf)) darstellbar.

Beweisskizze. EinG-Torseur E überXwird repräsentiert durch ein Element [(gij)] ∈ Ȟ
1(X,G; U), wobei

U = (Yi → X)i eine fppf-Überdeckung ist. Insbesondere ist E ×X Yi ∼= Yi×SG, wird also durch das

über Yi affine Schema Yi ×S G repräsentiert. Die gij liefern Automorphismen von Yi×X Yj ×S G, die

als Abstiegsdatum dienen, um nach 1.4.10 die Yi×SG zu einem X-Schema E zu verkleben. Auf diesem

erhält man sofort die Struktur eines G-Torseurs und schließlich einen Isomorphismus von Torseuren

E ∼= E .

Ist insbesondere G→ H ein Homomorphismus von S-Gruppenschemata, H affin, und E ein G-Torseur

über S, so ist der H-Torseur E ×G H dargestellt durch ein S-Schema, das wir E ×G H nennen wollen.

(Man kann allgemeinere Darstellbarkeitssätze für Twisting beweisen, die wir jedoch nicht benötigen.)

In den für uns interessanten Fällen kann man bei der Untersuchung von Torseuren anstelle der fppf- die

étale Topologie verwenden:

2.1.23 Satz. Es sei S ein Schema,X ein S-Schema undG ein glattes affines Gruppenschema über S. Dann ist

die natürliche Abbildung Ȟ1ét(X,G) → Ȟ1fppf(X,G) invertierbar, d.h. jeder fppf-Torseur unter G ist bereits

lokal trivial in der étalen Topologie.

Beweisskizze. Die Injektivität ist klar. Für die Surjektivität sei E ein G-Torseur über X. Nach dem letzten

Satz ist E = E darstellbar. Der Morphismus E → X ist glatt und surjektiv: denn wählen wir einen

fppf-Morphismus X ′ → X, so daß E×XX
′ → X ′ trivial ist, so haben wir ein kommutatives Diagramm:

E×XX
′

∼= //

##HHHHHHHHH
X ′ ×SG

{{vvvvvvvvv

X ′

Aber G → S ist glatt und surjektiv, also auch X ′ ×S G → X ′ und damit nach Abstiegstheorie auch

E → X. Nach 2.1.3 läßt E sich durch E → X trivialisieren, aber nach 1.2.16 können wir diese
”
glatte“

Trivialisierung zu einer étalen Trivialisierung verfeinern.

2.1.24 Bemerkung. Das Argument, das im Beweis die Glattheit von E→ X zeigt, läßt sich in vielen Situatio-

nen anwenden: istG→ S ein flaches, lokal endlich präsentierbares Gruppenschema und E ein (darstellbarer)

G-Torseur über einem S-Schema X, so ererbt E → X die in der Abstiegstheorie auftretenden Eigenschaften

von G→ S: ist also etwa G endlich über S, so ist auch E endlich über X.

2.1.7 Torseure und Morphismen von Sitūs

Es sei F : CE → DF ein stetiger Funktor. Der Pushforward-Funktor F∗ : Shv(CE) → Shv(DF) ist exakt,

erhält also insbesondere Gruppengarben, Epimorphismen, Faserprodukte und Produkte. Das zeigt:

2.1.25 Proposition. Ist E ein G -Torseur über X ∈ Shv(CE), so ist F∗E ein F∗G -Torseur über F∗X . Ist E

trivial, so auch F∗E .
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Ein stetiger Funktor F : CE → DF induziert also für jeden Epimorphismus X ′ → X eine natürliche

Abbildung Tors(X ,G ; X ′)→ Tors(F∗X , F∗G ; F∗X
′).

Falls die Gruppengarbe G ihrerseits Pullback einer Gruppengarbe ist, also G = F∗H mit einer Grup-

pengarbe H ∈ Shv(DF) ist, läßt sich noch mehr aussagen: zunächst haben wir, da F∗ linksadjun-

giert zu F∗ ist, einen natürlichen Morphismus F∗G = F∗F
∗H → H . Durch Erweiterung der Struk-

turgruppe erhalten wir damit eine Abbildung Tors(X , F∗H ; X ′) → Tors(F∗X , F∗F
∗H ; F∗X

′) →
Tors(F∗X ,H ; F∗X

′).

2.1.26 Proposition. Die Abbildung Tors(X , F∗H ; X ′)→ Tors(F∗X ,H ; F∗X
′) ist bijektiv.

Beweis. Es genügt, die entsprechende Aussage für Ȟ1 zu zeigen. Für jede X -Garbe Y →X gilt aber

H (F∗Y ) = HomShv(DF)(F∗Y ,H ) ∼= HomShv(CE)(Y , F
∗
H ) = (F∗H )(Y ),

und diese Identifikation induziert eine Bijektionen Z (X , F∗H ; X ′) ∼= Z (F∗X ,H ; F∗X
′) und wei-

ter Ȟ1(X , F∗H ; X ′) ∼= Ȟ1(F∗X ,H ; F∗X
′). Wir überlassen dem Leser die Überprüfung, daß diese

Bijektion mit der uns interessierenden Abbildung übereinstimmt.

Es sei beispielsweise f : X → S ein Morphismus von Schemata und G ein S-Gruppenschema. Mit dem

Vergißfunktor if : Sch /X→ Sch /S und dem Pullbackfunktor af : Sch /S→ Sch /X,U 7→ U×SX, gilt

dann wegen (if)
∗ = (af)∗

Tors(Sch/X)fppf
(X,G×S X,X

′) ∼= Tors(Sch/S)fppf
(X,G, (if)∗X

′)

für jeden Garbenepimorphismus X ′ → X in Shv((Sch /X)fppf). Ist G glatt und affin über S, so inter-

essieren uns nur darstellbare Garben X ′ = X ′ mit einem fppf-Morphismus X ′ → X, und daraus folgt,

daß ein G-Torseur über X in Sch /S dasselbe ist wie ein G×S X-Torseur über X in Sch /X.

2.2 Lokalisierung und Kohomologie

Es sei X ein Schema und G ein glattes, affines S-Gruppenschema. Ist U ⊂ X eine offene Teilmenge, so

erhalten wir auf natürliche Art eine Einschränkungsabbildung Ȟ1ét(X,G) → Ȟ1ét(U,G). Dies definiert

eine Prägarbe auf X im klassischen Sinne; die zu ihr assoziierte Garbe bezeichnen wir mit Ȟ 1
ét (X,G). In

diesem Abschnitt beweisen wir ein wichtiges technisches Resultat, nämlich die Beschreibung der Halme

dieser Garbe. Es gilt nämlich:

2.2.1 Satz. Es sei X ein S-Schema und G eine glattes, affines S-Gruppenschema. Ist x ∈ X, so ist die kano-

nische Abbildung Ȟ 1
ét (X,G)x→ Ȟ1ét(Spec OX,x, G) invertierbar.

Die Aussage ist Spezialfall sehr viel allgemeinerer Resultate von Grothendieck über die Vertauschbarkeit

étaler Kohomologie mit projektiven Limites von Schemata. Vergleiche dazu etwa [Mi80, III.1.16] oder in

voller Allgemeinheit [SGA 4, Exp. VII, § 5].

Zum Beweis geben wir zunächst eine Charakterisierung endlich präsentierbarer Algebren über einem

filtrierenden direkten Limes von Ringen (vgl. auch [EGA, IV.8.8]). Ist A ein Ring, so bezeichnen wir mit

Alge.p.(A) die Kategorie der endlich präsentierbaren A-Algebren. Jeder Ringhomomorphismus A → B

liefert durch Basiswechsel einen Funktor Alge.p.(A)→ Alge.p.(B).
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2.2.2 Proposition. Es sei (Ai) ein filtrierendes System von Ringen und A∞ := lim
−→iAi. Dann ist der kano-

nische Funktor

ℓ : lim
−→
i

Alge.p.(Ai)
∼=
−→ Alge.p.(A∞)

[Bi ∈ Alge.p.(Ai)] 7→ B⊗Ai A∞

eine Äquivalenz von Kategorien, die mit Tensorprodukten vertauscht (die in lim
−→iAlge.p.(Ai) repräsentan-

tenweise erklärt werden).

Beweis.

1. Der Funktor ist im Wesentlichen surjektiv: sei dazu B∞ eine endlich präsentierbare A∞-Algebra.

Wir können annehmen, daß B∞ = A∞ [X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fm) mit gewissen Polynomen Fj
ist. Wegen A∞ [X1, . . . , Xn] = lim

−→i(Ai[X1, . . . , Xn]) können wir annehmen, daß F1, . . . , Fm ∈

Ai[X1, . . . , Xn] für ein gewisses i gilt.(ii) Dann ist Bi := A[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fm) eine endlich

präsentierbare Ai-Algebra mit Bi⊗Ai A∞
∼= B∞ .

2. Um zu zeigen, daß der Funktor voll ist, genügt es zu zeigen: ist i fest, sind Bi, B
′
i endlich präsen-

tierbare Ai-Algebren und ϕ : Bi → B ′
∞ = B ′ ⊗Ai A∞ ein Homomorphismus, so kann ϕ (evtl.

nach Vergrößern von i) geliftet werden zu einem Homomorphismus Bi → B ′
i. Schreibe dazu

Bi = Ai[X1, . . . , Xn]/(F1, . . . , Fm). Nach Vergrößern von i lassen sich die ϕ(Xi) ∈ B ′
∞ nach B ′

i

liften, und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

Ai[X1, . . . , Xn]
ϕ0 //______

��

B ′
i

��
Bi

ϕ // B ′
∞

Dann verschwindet jedes ϕ0(Fj) in B ′
∞ , und nach Vergrößern von i können wir annehmen, daß

ϕ0(Fj) bereits in B ′
i verschwindet. Dann faktorisiert aber Ai[X1, . . . , Xn] → B ′

i über Bi, wie

gewünscht.

3. Zu guter Letzt ist der Funktor auch treu: seien nämlich Bi, B
′
i endlich erzeugte Ai-Algebren und

ϕ,ϕ ′ : Bi → B ′
i Homomorphismen, für die die induzierten Homomorphismen B∞ → B ′

∞
übereinstimmen. Dann stimmen auch beide Abbildungen Bi → B ′

∞ überein. Sei Bi erzeugt von

b1, . . . , bn. Nach Vergrößern von i können wir dann annehmen, daß bereits ϕ(bj) = ϕ ′(bj) für

alle j = 1, . . . , n gilt, und das bedeutet ϕ = ϕ ′.

2.2.3 Proposition. Es sei A ein Ring und B eine endlich präsentierbare A-Algebra. Dann erhält der Funktor HomAlgA
(B, )

beliebige projektive und filtrierende induktive Limites.

Beweisskizze. Für projektive Limites ist die Aussage trivial. Der Beweis für filtrierende induktive Limites geht vollkommen

analog zum Beweis von 2. und 3. in der letzten Proposition.

Wir sagen, ein Morphismus in lim
−→iAlge.p.(Ai) sei étale (standard-étale, flach, . . . ), wenn er einen Re-

präsentanten besitzt, der die entsprechende Eigenschaft hat.

(ii)Wir verwenden diese suggestive Ausdrucksweise, obwohlAi → A∞ natürlich im allgemeinen nicht injektiv ist. Gemeint ist:

es gibt Polynome F̃1 , . . . , F̃m inAi [X1 , . . . , Xn ], deren Bilder inA∞ [X1 , . . . , Xn ] die F1 , . . . , Fm sind.
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2.2.4 Proposition. Ein Morphismus [ϕi] : [Bi] → [B ′
i] in lim

−→iAlge.p.(A) ist genau dann étale, wenn

ℓ[ϕ] = ϕ∞ étale ist.

Vergleiche auch [EGA, IV.17.7.8]. Der Beweis reduziert sich im Wesentlichen auf das folgende

2.2.5 Lemma. Ein Morphismus [ϕi] : [Bi] → [B ′
i] in lim

−→iAlge.p.(A) ist genau dann standard-étale, wenn

ℓ[ϕ] = ϕ∞ standard-étale ist.

Beweis. Standard-étale Morphismen sind stabil unter Basiswechsel, also ist
”
nur dann“ trivial. Seien um-

gekehrt Bi, B
′
i endlich präsentierbare Ai-Algebren und ϕ : B → B ′ ein Homomorphismus, so daß

ϕ∞ : B∞ → B ′
∞ standard-étale ist. Dann gibt es also Polynome F, P ∈ B∞ [X] = lim

−→i(Bi[X]), so daß F

unitär ist und F ′ invertierbar in (B∞ [X]/(F))P, und ein kommutatives Diagramm

B∞
ϕ∞

!!CC
CC

CC
CC

xxqqqqqqqqqqq

(B∞ [X]/(F))P
∼= // B ′

∞

Durch Vergrößern von i können wir annehmen, daß F und P in Bi[X] liegen, F dort unitär ist und F ′ in

Ci := (Bi[X]/(F))P invertierbar. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm

ℓ[Bi]

ϕ

""FFFFFFFF

||yyyyyyyy

ℓ[Ci]
∼= // ℓ[B ′

i].

Dieses liefert (evtl. nach weiterer Vergrößerung von i) einen Isomorphismus [Ci]
∼=
−→ [B ′

i] über [Bi], aber

[Bi]→ [Ci] ist standard-étale.

Beweis der Proposition. Es ist wieder nur
”
immer dann“ zu zeigen. Es sei also Bi → B ′

i ein Morphismus

endlich präsentierbarer Ai-Algebren, so daß B∞ → B ′
∞ étale ist. Nach 1.2.11 finden wir dann Elemente

b1, . . . , bn ∈ B∞ mit (b1, . . . , bn) = (1) und Elemente b ′
1, . . . , b

′
m ∈ B ′

∞ , so daß jedes B∞ → (B ′
∞)b′

ℓ

über ein (B∞)bk(ℓ)
faktorisiert, und so daß die Abbildungen (B∞)bk(ℓ)

→ (B ′
∞)b′

ℓ
standard-étale sind.

Durch Vergrößern von i können wir erreichen, daß alle bk ∈ Bi, b
′
ℓ ∈ B

′
i sind, immer noch die Einheits-

ideale erzeugen und immer noch Bi→ (B ′
i)b′

ℓ
über (Bi)bk(ℓ)

faktorisiert. Nach der Proposition ist dann,

nach einer weiteren Vergrößerung von i, jedes (Bi)bk(ℓ)
→ (B ′

i)b′

ℓ
standard-étale. Dann ist aber, wieder

nach 1.2.11, B→ B ′ étale.

Gehen wir nun über zur speziellen Situation der Lokalisierung eines Rings nach einem Primideal:

2.2.6 Korollar. Es sei A ein Ring, p ein Primideal. Dann ist [B] ∈ lim
−→f∈A−p

Alge.p.(Af) genau dann eine

étale Überdeckung von [Ai], wenn Bp étale Überdeckung vonAp ist.

Beweis.
”
Nur dann“ ist klar. Für

”
immer dann“ können wir nach der Proposition durch Verkleinern von

A (d.h. Übergang zu einem Af) ohne Einschränkung annehmen, daß B eine étale A-Algebra ist. Da

SpecBp→ SpecAp surjektiv ist, liegt insbesondere p im Bild von SpecB → SpecA. Dieses Bild ist aber

offen, enthält also ein SpecAfmit f 6∈ p. Dann istAf→ Bf eine étale Überdeckung.
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Beweis von Satz 2.2.1. Wir können annehmen, daß S = X = SpecA affin ist. Dann ist auch G = SpecH

affin, und H ist eine glatte Hopfalgebra über H, insbesondere endlich präsentierbar. Ein G-Torseur über

A ist dann eine A-Algebra B zusammen mit einem Homomorphismus B → B ⊗A H (nebst einigen

Relationen), so daß es eine étale ÜberdeckungA→ A ′ gibt mit einem (diese Relationen respektierenden)

Isomorphismus B⊗AA
′ ∼= H⊗AA

′. Nach Abstiegstheorie ist dann auch B endlich präsentierbar.

Die vorangegangenen Propositionen zeigen dann zusammen, daß sich jeder Hp-Torseur Bp nach Ver-

kleinerung von A zu einem H-Torseur B liften läßt, also die Surjektivität von limf6∈p Ȟ
1
ét(Af, G) →

Ȟ1ét(Ap, G), und ebenso die Injektivität.

2.2.7 Korollar. Es sei X ein integres S-Schema und G ein glattes affines Gruppenschema über S. Dann sind

folgende Aussagen äquivalent:

1. Jeder G-Torseur über X (in der étalen bzw. fppf-Topologie), der über einer offenen Teilmenge von X

trivial ist, ist lokal trivial bezüglich der Zariskitopologie.

2. Für jeden Punkt x ∈ X hat die Abbildung Ȟ1ét(OX,x, G)→ Ȟ1ét(K(X), G) trivialen Kern.

Die Serre–Grothendiecksche Vermutung besagt, daß die äquivalenten Aussagen des Korollars erfüllt sind,

falls X eine glatte Varietät über einem Körper k undG eine reduktive algebraische Gruppe über k ist.

Für uns interessant ist auch noch eine weitere Situation:

2.2.8 Korollar. Es sei (Ai) ein filtrierendes System von Ringen,A∞ = lim
−→iAi. Wenn SpecA∞ → SpecAi

für alle i surjektiv ist, so ist [Bi] ∈ lim
−→iAlge.p.(Ai) genau dann étale Überdeckung von [Ai], wenn B∞ étale

Überdeckung vonA∞ ist.

Beweis. Wieder ist nur
”
immer dann“ zu zeigen, und wieder können wir annehmen, daß Bi eine étale

Ai-Algebra ist. Im Diagrammm

SpecB∞ // //

��

SpecA∞

����
SpecBi // SpecAi

liest man jedoch sofort die Surjektivität von SpecBi→ SpecAi ab.

Die Voraussetzung des Korollars ist insbesondere in folgender Situation erfüllt: es sei k ein Körper und

A eine k-Algebra. Ist (Ki) ein filtrierendes System von Körpererweiterungen von k und K∞ = lim
−→iKi =⋃

iKi, so ist fürAi := A⊗k Ki,A∞ := A⊗k K∞ , jeder Morphismus SpecA∞ → SpecAi surjektiv.

2.2.9 Satz. Es sei k ein Körper, A eine k-Algebra und G ein glattes affines Gruppenschema über A. Ist (Ki)

ein filtrierendes System von Körpererweiterungen von k, so ist die kanonische Abbildung

lim
−→
i

Ȟ1ét(AKi , G) = Ȟ1ét(AK∞ , G),

invertierbar.
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2.3 Exkurs: Berechnung von Ȟ1(P1k,GLn)

2.3.1 Proposition (Hilbert 90). Es seiA ein lokaler Ring, X = SpecA. Dann ist Ȟ1fppf(X,GLn) = {1}.

Beweis. [Mi80, III.4.10]

2.3.2 Korollar. Für jedes Schema X gilt Ȟ1Zar(X,GLn)
∼=
−→ Ȟ1ét(X,GLn)

∼=
−→ Ȟ1fppf(X,GLn).

Beweis. Es ist jeweils nur die Surjektivität zu zeigen. Für die zweite Abbildung gilt sie allgemein für jedes

glatte Gruppenschema. Für die erste folgt die Aussage aus der Proposition: denn nach Satz 2.2.1 bedeutet

die Trivialität des Pullbacks eines GLn-Torseurs E auf Spec OX,x genau, daß es eine offene Umgebung U

von x gibt, auf der E trivial wird; also ist E lokal trivial bezüglich der Zariskitopologie.

Da Ȟ1Zar(X,GLn) aber in natürlicher Bijektion steht zu den Isomorphieklassen von Vektorbündeln vom

Rang n auf X (der in [Har, Ex. III.4.5] zitierte Beweis im Fall n = 1 funktioniert allgemein), können wir

GLn-Torseure (etwa in der étalen Topologie) als Vektorbündel auffassen. Dies wird in der Anwendung

des Grothendieckschen Starrheitssatzes für Vektorbündel (Satz 3.3.1) auf Torseure eine wesentliche Rolle

spielen, vgl. Satz 3.4.1.

Das Korollar erlaubt uns außerdem, nur Ȟ1(X,GLn) ohne Angabe der Topologie zu schreiben. Deswei-

teren kann man nun Ȟ1(X,GLn) berechnen, indem man die algebraischen Vektorbündel vom Rang n

auf X klassifizert. Im Fall, daß X die projektive Gerade über einem Körper ist, werden wir das in diesem

Abschnitt durchführen.

2.3.3 Proposition. Sei k ein Körper. Dann ist jedes Vektorbündel auf A1k trivial.

Beweis. Vektorbündel auf A1k sind dasselbe wie endliche projektive Moduln über dem Polynomring k[T ].

Solche sind als direkte Summanden freier Moduln torsionsfrei, aber torsionsfreie endliche Moduln über

Hauptidealringen sind frei.

Die gleiche Aussage gilt auch für Vektorbündel auf Adk, wobei d > 1 beliebig ist – dies ist der Satz von

Quillen–Suslin, den wir im Fall |k| =∞ im letzten Kapitel mitbeweisen werden (3.6.7).

Das Schema P1k besteht aus zwei affinen Geraden U = Spec k[X] und U ′ = Spec k[X−1], die entlang

V = Spec k[X,X−1] verklebt sind. Ein Vektorbündel E auf P1k ist nach der Proposition also sowohl

auf U als auch auf U ′ trivial. Da Vektorbündel auf affinen Schemata dasselbe sind wie endliche pro-

jektive Moduln, ist E also bis auf Isomorphie gegeben durch einen Automorphismus von k[X,X−1] als

k[X,X−1]-Modul, d.h. durch eine invertierbare Matrix Q ∈ GLn(k[X,X
−1]), und zwei solche Matri-

zen Q,Q ′ repräsentieren genau dann dieselbe Isomorphieklasse von Vektorbündeln, wenn es Matrizen

P ∈ GLn(k[X]) und R ∈ GLn(k[X
−1]) gibt mitQ ′ = PQR. Dies beweist:

2.3.4 Proposition. Für einen Körper k haben wir einen (in k natürlichen) Isomorphismus Ȟ1(P1k,GLn) ∼=
GLn(k[X,X

−1])/ ∼, wobei Q ′ ∼ Q genau dann gilt, wenn es P ∈ GLn(k[X]) und R ∈ GLn(k[X
−1]) gibt

mitQ ′ = PQR.

Es bleibt also die Aufgabe, invertierbare Matrizen über k[X,X−1] bis auf Äquivalenz im angegebenen

Sinne zu klassifizieren.
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2.3.5 Satz. Es sei k ein Körper, n > 1. Dann bilden die Matrizen


Xe1

. . .

Xen


 ∈ GLn(k[X,X

−1])

mit ganzen Zahlen e1 > . . . > en ein vollständiges Repräsentantensystem von GLn(k[X,X
−1])/ ∼.

2.3.6 Korollar (Klassifikation der Vektorbündel auf P1k). Ist k ein Körper, so gilt

Ȟ1(P1k,GLn) ∼= {(e1, . . . , en) ∈ Zn | e1 > . . . > en}

mit trivialem Element (0, . . . , 0).

2.3.7 Korollar. Es sei k ⊂ K eine Körpererweiterung. Dann ist Ȟ1(P1k,GLn)→ Ȟ1(P1K,GLn) bijektiv.

2.3.8 Korollar (Grothendiecks Spaltungssatz). Ist k ein Körper, so ist jedes Vektorbündel auf P1k direkte

Summe von Geradenbündeln, und diese sind bis auf Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis von Satz 2.3.5 gewidmet. Dazu verwenden wir eine Abwand-

lung von Ideen von Dedekind und Weber zur Untersuchung von Ganzheitsbasen in algebraischen Funk-

tionenkörpern, [D–W, § 22]. Vergleiche auch [Has, III, § 24], [Sch] und insbesondere den dort zitierten

Artikel [Ge].

Im Folgenden sei V ein freier k[X,X−1]-Modul von endlichem Rang n.

Definition. Ein freier k[X]-Untermodul U ⊂ V heißt erzeugend, wenn eine (und damit jede) k[X]-Basis

vonU auch eine k[X,X−1]-Basis von V ist.

Offenbar ist ein k[X]-Untermodul U ⊂ V genau dann erzeugend, wenn U endlich mit rgk[X]U = n ist

und V als k[X,X−1]-Modul erzeugt. – Natürlich läßt sich die gleiche Definition für k[X−1]-Untermoduln

(beachte k[X,X−1] = k[X−1, (X−1)−1] geben. Diese Dualität werden wir im Folgenden intensiv ausnut-

zen. Beispielsweise besitzen erzeugende k[X]-Untermoduln im folgenden Sinne
”
komplementäre“ erzeu-

gende k[X−1]-Untermoduln:

2.3.9 Proposition. Es sei U ⊂ V ein erzeugender k[X]-Untermodul. Dann gibt es einen erzeugenden

k[X−1]-UntermodulW ⊂MmitU ∩W = 0.

Beweisskizze. Wähle eine k[X]-Basis u1, . . . , un von U. Dann tut der von den wi := X−1.ui erzeugte

k[X−1]-UntermodulW das Gewünschte.

Definition. Es seiU ⊂ V erzeugender k[X]-Untermodul und v ∈ V . Dann nennen wir

eX,U(v) := inf {e ∈ Z |Xe.v ∈ U}

den Exponenten von v bezüglich X undU.

2.3.10 Proposition. Es seiU ⊂ V erzeugender k[X]-Untermodul.

1. Für alle v ∈ V gilt eX,U(v) ∈ Z ∪ {−∞} (insbesondere gibt es stets ein emit Xe.v ∈ U).

2. Für alle v ∈ V gilt

eX,U(v)






= −∞ ⇐⇒ v = 0,

6 0 ⇐⇒ v ∈ U,

= 0 ⇐⇒ v ∈ U \ X.U.

sowie eX,U(Xv) = eX,U(v) − 1 und eX,U(av) = eX,U(v) für alle a ∈ k×.
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3. Für v, v ′ ∈ V gilt eX,U(v+ v ′) 6 max {eX,U(v), eX,U(v ′)}.

Beweis. Wir beweisen die beiden einzigen nicht völlig offensichtlichen Aussagen; sei dazu u1, . . . , un
eine k[X]-Basis von U. Ist v ∈ V beliebig, so finden wir P1, . . . , Pn ∈ k[X,X−1] mit v =

∑
iPiui. Für

ein genügend großes e gilt dann aber Xe.Pi ∈ k[X] für alle i, und das bedeutet Xe.v ∈ U, womit 1.

gezeigt ist.

Ist außerdem v ∈ V mit eX,U(v) = −∞, so gilt insbesondere v ∈ U. Schreibe also v =
∑
iPiui mit

Pi ∈ k[X]. Für alle e > 0 folgt wegen X−ev ∈ U aber Pi ∈ X
ek[X], also Pi ∈

⋂
e>0X

ek[X] = 0 und

damit v = 0.

Fixieren wir von nun an einen erzeugenden k[X]-Untermodul U ⊂ V und einen erzeugenden k[X−1]-

UntermodulW ⊂ V . Wir konstruieren der Reihe nach Elemente u1, . . . , un vonU wie folgt: ist 1 6 i 6

n, und sind u1, . . . , ui−1 bereits konstruiert, so wähle ui ∈ U derart, daß u1, . . . , ui in U/(X.U) ∼= kn

k-linear unabhängig sind, und so daß eX−1,W(ui) minimal unter allen Elementen mit dieser Eigenschaft

ist. Dies ist möglich wegen dimkU/(X.U) = n und nach dem folgenden

2.3.11 Lemma. eX−1,W ist aufU \ {0} nach unten beschränkt.

Beweis. Ist eX−1,W(x) 6 e, so folgt x ∈ XeW. Es genügt also zu zeigen, daß es ein e gibt mitU∩Xe.W =

0. Wähle nach 2.3.9 einen erzeugenden k[X−1]-Untermodul W ′ ⊂ X mit U ∩W ′ = 0. Es genügt dann

zu zeigen, daß Xe.W ⊂W ′ ist für genügend kleines e. Dies ist aber klar, dennW ist endlich erzeugt, und

für jedesw ∈W gibt es ein emit Xe.w ∈W ′.

Damit haben wir bewiesen:

2.3.12 Satz. U besitzt eine Normalbasis bezüglich X undW, d.h. eine Familie (u1, . . . , un) von Elementen

vonUmit folgenden Eigenschaften:

1. u1, . . . , un ist eine k-Basis vonU/X.U.

2. Ist u ∈ Umit eX−1,W(u) < eX−1,W(uℓ) für ein ℓ ∈ {1, . . . , n}, so gilt u ∈ Spank(u1, . . . , uℓ−1) in

U/X.U.

Für eine Normalbasis gilt insbesondere eX,U(ui) = 0 für alle i, eX−1,W(u1) 6 . . . 6 eX−1,W(un),

und für u =
∑ℓ
i=1aiui mit ai ∈ k, aℓ 6= 0, ist eX−1,W(u) = eX−1,W(uℓ). – Beispielsweise ist jede

k[X,X−1]-Basis von V Normalbasis eines geeignetenU bezüglich eines geeignetenW:

2.3.13 Beispiel. Es sei u1, . . . , un ∈ V eine k[X,X−1]-Basis, e1 6 . . . 6 en ganze Zahlen. Sei wi :=

X−eiui für 1 6 i 6 n,U :=
∑
ik[X].ui undW :=

∑
ik[X

−1].wi. Dann ist u1, . . . , un eine Normalbasis

vonU bezügich X undW mit eX−1,W(ui) = ei für alle i.

Beweis. Natürlich ist u1, . . . , un eine k-Basis von U/X.U = U ⊗k[X] k[X]/(X), so daß nur die zweite

Eigenschaft nachzuprüfen ist. Für ein Element u =
∑
iPi.ui ∈ U (mit Pi ∈ k[X]) gilt eX−1,W(u) =

maxi(ei+degPi) (wobei wir deg 0 := −∞ setzen): denn es giltX−e.u ∈W genau dann, wennX−e.Pi ∈

X−ei .k[X−1] für alle i gilt, und das ist äquivalent zu e > degPi+ ei. Insbesondere gilt eX−1,W(ui) = ei.

Ist nun u =
∑
iPi.ui ∈ Umit eX−1,W(u) < eℓ für ein ℓ, so bedeutet das ei+ degPi < eℓ für alle i, also

Pi = 0 für alle i > ℓ.

Wir werden unten sehen, daß die so konstruierten die einzigen Beispiele von Normalbasen sind.

2.3.14 Satz. Jede Normalbasis u1, . . . , un vonU (bezüglich X undW) ist eine k[X]-Basis vonU.
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Beweisskizze. Es sei zunächst U ′ =
∑
ik.ui das k-lineare Erzeugnis der Normalbasis. Zeige zunächst

folgende Variante einer
”
Division durch X mit Rest“: Zu jedem u ∈ U gibt es r ∈ U ′ und u ∈ U mit

u = Xq + r, und im Fall u 6= 0 gilt dabei eX−1,W(q) < eX−1,W(u). (Zum Beweis wähle r ∈ U ′ derart,

daß u− r ∈ X.U gilt.) Durch wiederholte Anwendung dieser Aussage folgt dann, daß jedes Element von

U im k[X]-linearen Erzeugnis der Normalbasis liegt (denn das Verfahren muß abbrechen, da eX−1,W(q)

für q 6= 0 nicht beliebig klein werden kann). Aber U ist freier k[X]-Modul, also ist u1, . . . , un eine

Basis.(iii)

2.3.15 Korollar. Ist u1, . . . , unNormalbasis vonU bezüglich X undW, und setzen wir ei := eX−1,W(ai),

so istw1 := X−e1u1, . . . , wn := X−enun eine Normalbasis vonW bezüglich X−1 undU.

Beweis. Es gilt eX,U(wi) = eX,U(ui) + ei = ei. Da mit u1, . . . , un auch w1, . . . , wn eine k[X,X−1]-

Basis von V ist, folgt die Aussage aus Beispiel 2.3.13 (wobei die Rollen von (U,X) und (W,X−1) ver-

tauscht sind).

2.3.16 Korollar. Es sei U ⊂ V ein erzeugender k[X]-Untermodul und W ⊂ V ein erzeugender k[X−1]-

Untermodul. Dann gibt es eine k[X]-Basis u1, . . . , un von U und Zahlen e1 6 . . . 6 en ∈ Z, so daß

w1 := X−e1 .u1, . . . , wn := X−en .un eine k[X−1]-Basis vonW ist.

2.3.17 Lemma. Es sei u1, . . . , un eine Normalbasis (bezüglich X und W) und u ′
1, . . . , u

′
n eine beliebige

k[X]-Basis von U, die so sortiert sei, daß eX−1,W(u ′
1) 6 . . . 6 eX−1,W(u ′

n) ist. Dann gilt eX−1,W(u ′
i) >

eX−1,W(ui) für alle i.

Beweis. Auch u ′
1, . . . , u

′
n ist eine k-Basis von U/X.U. Wäre nun eX−1,W(u ′

ℓ) < eX−1,W(uℓ) für ein

ℓ = 1 . . . n, so wäre auch eX−1,W(u ′
i) < eX−1,W(uℓ) für alle 1 6 i 6 ℓ und damit Spank(u

′
1, . . . , u

′
ℓ) ⊂

Spank(u1, . . . , uℓ−1), was aus Dimensionsgründen unmöglich ist.

Beweis von Satz 2.3.5. Es sei Q ∈ GLn(k[X,X
−1]) beliebig. Wähle eine k[X,X−1]-Basis u1, . . . , un von

V = k[X,X−1]n und setze (w1 . . . wn) := (u1 . . . un)Q. Sei U der von den ui aufgespannte erzeu-

gende k[X]-Untermodul und W der von den wi aufgespannte k[X−1]-Untermodul. Wähle weiter Ba-

sen u ′
1, . . . , u

′
n von U und w ′

1, . . . , w
′
n von W wie in Korollar 2.3.16, und seien P ∈ GLn(k[X]) und

R ∈ GLn(k[X
−1]) die Matrizen mit

(u ′
1 . . . u

′
n)P = (u1 . . . un),

(w ′
1 . . . w

′
n) = (w1 . . . wn)R.

Dann haben wir

(w ′
1 . . . w

′
n) = (w1 . . . wn)R = (u1 . . . un)QR = (u ′

1 . . . u
′
n)PQR,

und wegenw ′
i = X−ei .ui (mit e1 6 . . . 6 en) folgt PQR = diag(X−e1 , . . . , X−en ). Die Matrizen dieser

Form repräsentieren also tatsächlich alle Äquivalenzklassen.

Es bleibt noch zu zeigen, daß verschiedene Matrizen verschiedene Äquivalenzklassen repräsentieren. Sei-

en also e1 6 . . . 6 enund f1 6 . . . 6 fn ganze Zahlen, und seien P ∈ GLn(k[X]) undR ∈ GLn(k[X
−1])

mit

P



X−f1

. . .

X−fn


R =



X−e1

. . .

X−en


 .

(iii)Ist nämlich A ein Integritätsring, so ist jedes Erzeugendensystem v1 , . . . , vn ∈ An der Länge n bereits eine Basis. Zum

Beweis sei K = QuotA; dann ist v1 ⊗ 1, . . . , vn ⊗ 1 ∈ An ⊗A K ∼= Kn ein Erzeugendenystem, also eine K-Basis, und

damit müssen die v1 , . . . , vn bereitsA-linear unabhängig gewesen sein.
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Aus Symmetriegründen sind wir fertig, wenn wir fi > ei für alle i zeigen können. Sei dazu u1, . . . , un ∈

V eine k[X,X−1]-Basis. Setzen wi := X−eiui sowie U :=
∑
ik[X].ui und W :=

∑
ik[X

−1].wi. Dann

ist u1, . . . , un eine Normalbasis vonU (bezüglich X undW) mit eX−1,W(ui) = ei für alle i.

MitQ = diag(X−e1 , . . . , X−en ) undQ ′ = diag(X−f1 , . . . , X−fn ) haben wir dann

(u1 . . . un)PQ
′ = (u1 . . . un)QR

−1 = (w1 . . . wn)R
−1,

also ist (u ′
1 . . . u

′
n) := (u1 . . . un)P eine k[X]-Basis von U mit der Eigenschaft, daß w ′

1, . . . , w
′
n mit

w ′
i = X−fiu ′

i eine k[X−1]-Basis von W ist. Dann ist auch w ′
1, . . . , w

′
n eine k-Basis von W/x−1.W, also

insbesonderew ′
i ∈W − X−1.W für alle i, und daraus folgt eX−1,W(u ′

i) = fi. Nach 2.3.17 ist dann aber

fi = eX−1,W(u ′
i) > eX−1,W(ui) = ei für alle i, was zu beweisen war.

2.4 Der Fall endlicher Gruppenschemata

2.4.1 Die Serre–Grothendiecksche Vermutung für endliche Gruppenschemata

In diesem und dem nächsten Abschnitt untersuchen wir Torseure unter endlichen Gruppenschemata.

Auch später bedeutsam sein wird das Resultat dieses Abschnittes, daß nämlich für ein normales, integres

noethersches Schema X und ein endliches étales Gruppenschema G über X die Abbildung Ȟ1ét(X,G) →
Ȟ1ét(SpecK,G) injektiv ist. Da ein lokaler Ring von X ebenfalls wieder normal und integer ist, impli-

ziert das insbesondere die Serre–Grothendiecksche Vermutung für G-Torseure über X. – Im nächsten

Abschnitt beweisen wir außerdem ein
”
Reinheitsresultat“, das im Wesentlichen besagt, daß sich – falls X

sogar regulär ist – die Klassifikation der G-Torseure über X nicht verändert, wenn man aus X ein Unter-

schema der Kodimension > 2 entfernt.

Aufgrund verschiedener kursierender Definitionen von Normalität halten wir als erstes die von uns ver-

wendete fest:

Definition. Ein Schema X heißt normal, wenn jeder lokale Ring von X ein ganzabgeschlossener Inte-

gritätsring ist. Ein RingA heißt normal, wenn SpecA normal ist.

Ist X ein noethersches Schema und x ∈ X, so entsprechen die minimalen Primideale von OX,x den ir-

reduziblen Komponenten von X, die x enthalten. Insbesondere ist ein normales noethersches Schema

disjunkte Vereinigung irreduzibler Schemata. Ein noetherscher normaler Ring ist also Produkt endlich

vieler ganzabgeschlossener Integritätsringe, und ein zusammenhängendes noethersches normales Sche-

ma ist irreduzibel. – Wir benötigen das folgende Abstiegsresultat:

2.4.1 Proposition. Ist X ein normales Schema und f : Y → X étale, so ist auch Y normal.

Beweis. [Mi80, I.3.17(c)] oder [SGA 1, Exp. I, § 9.10].

2.4.2 Satz. Es sei X ein normales, zusammenhängendes noethersches Schema mit Funktionenkörper K. Ist

G→ X ein endliches étales Gruppenschema, so ist die Abbildung Ȟ1ét(X,G)→ Ȟ1ét(SpecK,G) injektiv.

2.4.3 Lemma. Es seien X und K wie im Satz. Sind Y, Y ′ endlich und étale über X, so ist die natürliche

Abbildung

HomX(Y, Y
′)→ HomK(YK, Y

′
K) (mit YK = Y ×X SpecK usw.)

bijektiv.
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Beweis. Es genügt, die Aussage lokal auf X zu beweisen. Sei also ohne Einschränkung X = SpecA affin

(dann ist A ein Integritätsring). Dann sind auch Y = SpecB und Y ′ = SpecB ′ affin und normal. Es sei

S = A \ {0}. Die Elemente von S sind keine Nullteiler auf B und B ′: denn B =
∏
iBi ist ein Produkt

von Integritätsringen, und jede Abbildung A → Bi ist endlich und étale und damit injektiv. Also ist

B → S−1B injektiv, woraus die Injektivität von HomAlgA
(B ′, B) → HomAlg

S−1A
(S−1B ′, S−1B) folgt.

Für die Surjektivität sei ϕ : S−1B ′ → S−1B gegeben. Betrachte das folgende Diagramm:

B ′ // S−1B ′

ϕ

��

A

??~~~~~~~~

��@
@@

@@
@@

@

B // S−1B

Für jedes b ′ ∈ B ′ istϕ(b ′) ganz überA, also a fortiori auch über B, und da B in S−1B ganzabgeschlossen

ist, folgt ϕ(b ′) ∈ B ⊂ S−1B. Der dadurch induzierte Homomorphismus ψ : B ′ → B erfüllt offensicht-

lich S−1ψ = ϕ.

Beweis des Satzes. Nach Abstiegstheorie ist jeder G-Torseur endlich und étale über X. Seien nun E, E ′

zweiG-Torseure über X, die über SpecK isomorph werden. Wir haben also einen Isomorphismus von K-

Schemataϕ : EK→ E ′
K. Nach dem Lemma istϕ jedoch induziert durch einen Morphismusψ : E→ E ′:

EK
ϕ

∼=
//

��

""EE
EE

EE
EE

E
E ′
K

��

||yy
yy

yy
yy

y

SpecK

��

E _____ //____
ψ

##GGGGGGGGGG E ′

{{ww
ww

ww
ww

ww

X

Aber ψ ist auch G-äquivariant: denn das Diagramm

E×XG

µ

��

ψ×id // E ′ ×XG

µ′

��
E

ψ // E ′

kommutiert nach Basiswechsel mittels ×X SpecK, aber E ×X G und E ′ sind beide endlich und étale

über X, so daß wir das Lemma anwenden können. Damit ist ψ ein Morphismus von G-Torseuren, und

das heißt E ∼= E ′.

2.4.4 Korollar. Es sei X ein normales, zusammenhängendes noethersches Schema und G→ X ein endliches

étales Gruppenschema. Dann gilt Ȟ 1
ét (X,G)(U) = Ȟ1ét(U,G) für jede offene Teilmenge ∅ 6= U ⊂ X, und

die Garbe Ȟ 1
ét hat injektive Restriktionsabbildungen.

Beweis. Es sei F (U) := Ȟ1ét(U,G). Nach Definition ist Ȟ 1
ét (X,G) die zu F assoziierte Garbe, so daß

es genügt zu zeigen, daß F eine Garbe ist. Es sei K = K(X) der Funktionenkörper von X. Ist U ⊂ X
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offen, so ist nach dem Satz F (X) → F (U) → H1ét(K,GK) injektiv, also auch F (X) → F (U). Dies

genügt, um die Injektivität aller Restriktionen einzusehen (ersetze X durch eine offene Teilmenge), und

insbesondere ist F eine separierte Prägarbe.

Für die Verklebeeigenschaft seien (Ui)i∈I beliebige offene Teilmengen von X. Da F separiert ist, dürfen

wir zu Teilüberdeckungen übergehen, und da X noethersch ist, können wir |I| < ∞ annehmen. Per

Induktion genügt dann der Fall |I| = 2. Seien also U1, U2 ⊂ X offen, und sei Ei ein G-Torseur über

Ui mit E1|U1∩U2
∼= E2|U1∩U2 . Dann lassen sich E1 und E2 aber zu einem G-Torseur über U1 ∪ U2

verkleben, und damit ist F eine Garbe.

2.4.2 Exkurs: Reinheit für konstante endliche Gruppenschemata

Definition. Ist X ein Schema, so bezeichnen wir mit X(1) die Menge aller x ∈ Xmit dim OX,x = 1.

Ist X = SpecA affin, so ist X(1) die Menge aller Primideale der Höhe 1 inA. Im allgemeinen besteht X(1)

aus den generischen Punkten der irreduziblen Unterschemata der Kodimension 1 in X; man nennt sie

auch die
”
Punkte der Kodimension 1“.

Definition. Es sei X ein irreduzibles Schema und F eine Garbe auf X mit injektiven Restriktionsabbil-

dungen. F heißt rein auf X, wenn F (X) =
⋂
x∈X(1) Fx ist.(iv)

Ist etwa (X,OX) ein noethersches, normales Schema, so ist OX rein auf X, vgl. [Mat, 17.H, Thm. 38].

2.4.5 Satz. Es sei X ein reguläres, irreduzibles, noethersches Schema der Dimension > 1 undG ein konstan-

tes endliches Gruppenschema (über Z). Dann ist H 1
ét (X,G) rein auf X.

Der Beweis des Satzes wird den Rest dieses Abschnitts in Anspruch nehmen.

2.4.6 Proposition. Es seiG endliches konstantes Gruppenschema,X ein normales und zusammenhängendes

noethersches Schema und Y → X étale. Ist dann ∅ 6= U ⊂ X offen und YU = Y×XU, so istG(Y)
∼=
−→ G(YU)

invertierbar.

Zum Beweis zeigen wir zunächst ein

2.4.7 Lemma. In der Situation der Proposition ist π0(YU)
∼=
−→ π0(Y) (wobei wir unter π0( ) nur die Menge

der Zusammenhangskomponenten verstehen wollen).

Beweis. Indem wir Zusammenhangskomponenten einzeln betrachten, können wir annehmen, daß Y zu-

sammenhängend und nichtleer ist. Als normales Schema ist Y dann insbesondere irreduzibel. Wir be-

haupten, daß π0(YU) dann ein Punkt ist. Zunächst ist das Bild von Y → X offen und nichtleer und

schneidet damitU, d.h. YU 6= ∅. Andererseits ist YU ebenfalls irreduzibel und damit zusammenhängend.

Übrigens ist das Analogon des Lemmas in der klassischen Topologie nicht korrekt: betrachte etwa die

Überlagerung R→ S1, t 7→ eit.

(iv)Der Schnitt ist hier in Fξ zu nehmen, wobei ξ der generische Punkt von X ist. – Die Voraussetzung der Irreduzibilität von X

machen wir schon deswegen, um sinnvoll von immer injektiven Restriktionen sprechen zu können.
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Beweis von 2.4.6. Im kommutativen Diagramm

G(Y) //

∼=
��

G(YU)

∼=
��

Abb(π0(Y), G(k)) // Abb(π0(YU), G(k))

ist nach dem Lemma der untere horizontale Pfeil invertierbar.

2.4.8 Proposition (Endliche étale Überdeckungen normaler Schemata). Es sei X ein zusammenhängendes

und normales noethersches Schema.

1. Ist Y ein irreduzibles Schema und Y → X endlich und étale, so ist K(X) ⊂ K(Y) eine endliche

separable Körpererweiterung, und Y ist die Normalisierung von X in K(Y) ([Har, Ex. II.3.8]).

2. Ist K(X) ⊂ L eine endliche separable Körpererweiterung und Y die Normalisierung von X in L, so ist

Y → X endlich, K(X) ⊂ K(Y) = L, und in allen Punkten, in denen Y → X unverzweigt ist, ist die

Abbildung étale.

Beweis.

1. Y → X ist offen und abgeschlossen, also surjektiv. Insbesondere ist K(X) ⊂ K(Y), und die Erweite-

rung ist endlich und separabel nach der Definition étaler Morphismen. Nach [Mi80, I.3.17] ist auch

Y normal. Sei nun ohne Einschränkung X = SpecA affin; dann ist auch Y = SpecB affin, und

A ⊂ B ist endlich. Insbesondere ist B ganz überA, und da B ganzabgeschlossen in QuotB = K(Y)

ist, ist B der ganze Abschluß vonA in B.

2. Die Endlichkeit ist bekannt, vgl. etwa [Ei, Prop. 13.14]. Der Rest ist [Mi80, I.3.20]. (Beachte, daß

die Punkte, in denen der Morphismus unverzweigt ist, eine offene Menge bilden.)

2.4.9 Proposition. Es seiA ein regulärer lokaler Ring (insbesondere noethersch)) undG konstantes endliches

Gruppenschema. Ist dann ∅ 6= U ⊂ X offen mit X(1) ⊂ U, so ist Ȟ1ét(X,G)→ Ȟ1ét(U,G) bijektiv.

Beweis. Nach dem letzten Abschnitt ist die Abbildung injektiv. Für die Surjektivität sei E ein G-Torseur

über U. Es sei Ũ → U eine étale Überdeckung, so daß E|
Ũ

trivial ist. Wir zeigen unten, daß wir Ũ so

wählen können, daß es eine étale Überdeckung X̃→ X und ein kartesisches Quadrat

Ũ
//

��

X̃

��
U // X

gibt. Dann ist E gegeben durch einen Kozyklus a ∈ G(Ũ×UŨ). Aber Ũ×UŨ ist das Urbild vonU unter

dem étalen Morphismus X̃×X X̃→ X, also istG(X̃×X X̃)→ G(Ũ×UŨ) invertierbar nach 2.4.6. Damit

läßt sich a zu einem Element b ∈ G(X̃×X X̃) liften. Daß b ein Kozyklus ist, sieht man mit dem gleichen

Argument, angewandt auf X̃×X X̃×X X̃ usw. Die Klasse [b] ∈ Ȟ1ét(X,G) repräsentiert nun einen Torseur

E ′ über Xmit E ′|U ∼= E.

Es bleibt noch zu zeigen, daß wir Ũ und X̃ wie oben finden. Sei dazu Ũ→ U eine étale Überdeckung, die

E trivialisiert. Nach 2.1.3 können wir Ũ = E nehmen, also erreichen, daß Ũ → U endlich ist (vgl. auch

2.1.24). Ist Ũ ′ eine beliebige Zusammenhangskomponente von Ũ, so ist Ũ ′ → U immer noch endlich
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und étale, also abgeschlossen und offen und damit surjektiv. Wir können also durch Übergang zu Ũ ′

annehmen, daß Ũ außerdem zusammenhängend und damit, da normal, irreduzibel ist.

Nach der letzten Proposition ist dann Ũ die Normalisierung von U in K̃ = K(Ũ). Sei X̃ die Normalisie-

rung von X in K̃, also X̃ = SpecB, wobei B der ganze Abschluß von A in K̃ ist. Wir zeigen, daß X̃ → X

étale ist. Für alle q ∈ SpecB mit ht q = 1 ist auch ht(q ∩ A) = 1 nach Going-Down,(v) also q ∩ A ∈ U

und damit q ∈ Ũ, und insbesondere ist A → B étale in q. Nach der dem nächsten Satz und der letzten

Proposition ist dannA→ B étale.

2.4.10 Satz (Reinheit des Verzweigungsortes, Zariski–Nagata–Auslander). Es sei (A,m) ein regulärer lo-

kaler Ring mit Quotientenkörper K, K ⊂ L eine endliche separable Körpererweiterung und B der ganze

Abschluß von A in L. Ist n ⊂ B ein maximales Ideal, und ist A → Bn unverzweigt in jedem Primideal der

Höhe 1 in Bn, so istA→ Bn unverzweigt.

Beweis. [Au]; vgl. auch [Mi80, I.3.7].

Beweis von Satz 2.4.5. Es sei a ∈
⋂
x∈X(1) Ȟ 1

ét (X,G)x. Wir finden dann eine offene Menge U ⊂ X mit

X(1) ⊂ U und a ∈ Ȟ 1
ét (X,G)(U) = Ȟ1ét(U,G) (Korollar 2.4.4).

Es sei x ∈ X. Wir müssen zeigen, daß a ∈ Ȟ 1
ét (X,G)x gilt; dafür können wir ohne Einschränkung

annehmen, daß dim OX,x > 1 (de facto sogar > 2) ist. Es sei Y := Spec OX,x und i : Y → X der

kanonische Morphismus. Dann ist YU := i−1(U) 6= ∅ wegen i−1(X(1)) = Y(1) ⊂ YU. Im Diagramm

Ȟ 1
ét (X,G)x

∼= // Ȟ1ét(Y,G)

∼=
��

Ȟ1ét(U,G) // Ȟ1ét(YU, G)

ist der obere horizontale Pfeil invertierbar nach 2.2.1 und der rechte nach der letzten Proposition. Also

finden wir eine offene Menge x ∈ V ⊂ X und ein Element b ∈ Ȟ1ét(V,G), dessen Bild in Ȟ1ét(VU, G)

mit dem von a übereinstimmt. Die beiden Einschränkungen von a bzw. b auf U ∩ V 6= ∅ stimmen

dann aber auch über K(Y) = K(X) überein, und nach Satz 2.4.2 folgt daraus a|U∩V = b|U∩V, also

a ∈ Ȟ 1
ét (X,G)x.

2.5 Abstiegstheorie II – Verklebende Ringhomomorphismen

2.5.1 Verklebende Ringhomomorphismen

Ist A ein Ring, und sind f, g ∈ A mit Af + Ag = A, so ist ein A-Modul
”
dasselbe“ wie ein Af-

Modul, ein Ag-Modul und ein Isomorphismus der beiden induzierten Afg-Moduln. Dies ergibt sich

beispielsweise aus unserem Satz über das Verkleben von Modulgarben auf Schemata; man beachte, daß

die Kozykelbedingung hier automatisch erfüllt ist, weil für eine offene Einbettung U→ X von Schemata

der MorphismusU×XU→ X einen IsomorphismusU×XU
∼=
−→ U induziert.

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Verallgemeinerung dieses Satzes, und zwar wollen wir Ag durch

eine allgemeinere A-Algebra B ersetzen. Eine intuitiv plausible Forderung ist dann, daß A/fA → B/fB

invertierbar sein sollte: denn SpecA/fA ist das Komplement von SpecAf in SpecA, über das wir al-

so keinerlei Information haben, wenn wir nur Af-Moduln betrachten. Wir beweisen die entsprechende

Verklebeaussage unter der zusätzlichen Voraussetzung, daßA→ B flach ist.

(v)vgl. [Mat, 5.E Thm. 5(v)] oder [A–M, Thm. 5.16]
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Definition. Ein Homomorphismus ϕ : A → B noetherscher Ringe heißt verklebend in f ∈ A, wenn er

flach und von endlichem Typ(vi) ist und einen IsomorphismusA/fA→ B/fB induziert.

Ist etwa A noethersch und A = Af + Ag, so ist A → Ag verklebend in f. Denn Lokalisierungen sind

flach, und da g inA/fA invertierbar wird, haben wirA/fA ∼= (A/fA)g = Ag/fAg. Ist außerdemA→
B verklebend in f ∈ A, und ist A ′ eine flache noethersche A-Algebra, so ist auch A ′ → B ′ := A ′ ⊗A B

verklebend in f.

2.5.1 Satz. Es sei A → B verklebend in f ∈ A, und f sei kein Nullteiler auf B. Dann ist das kanonische

Diagramm von Funktoren

ModA //

��

ModB

��
ModAf

// ModBf

kartesisch. Anders gesagt: einA-ModulX ist
”
dasselbe“ wie einAfModulM und einB-ModulN zusammen

mit einem Isomorphismus vonM⊗AB→ Nf von Bf-Moduln.

Der Beweis wird den Rest dieses Abschnittes in Anspruch nehmen. Eine Anleitung zur Konstruktion eines

quasiinversen Funktors zum natürlichen Funktor

ModA→ ModAf ×ModBf
ModB,

X 7→ (Xf, X⊗AB,Xf⊗AB
∼=
−→ (X⊗AB)f)

liefert die folgende

2.5.2 Proposition. Es sei A → B verklebend in f ∈ A. Dann ist für alle A-Moduln X das Diagramm von

A-Moduln

X //

��

X⊗AB

��
Xf // (X⊗AB)f

kartesisch.

2.5.3 Lemma. Es sei ϕ : A → B verklebend in f ∈ A. Dann ist A/fkA → B/fkB invertierbar für alle

k > 0.

Beweis. Die Surjektivität von A → B/fkB für alle k > 1 sieht man durch Induktion: Ist sie für ein k

bekannt, und ist b ∈ B, so finden wir zuerst ein a mit ϕ(a) = b + fkb ′, dann aber auch ein a ′ mit

ϕ(a ′) = b ′ + fkb ′′, und dann ist ϕ(a− fka ′) = b− f2kb ′′, also stimmt die Aussage auch für 2k (und

insbesondere alle kleineren Werte).

Außerdem ist die Abbildung A/fkA → B/fkB flach (denn sie entsteht durch Tensorieren von A → B

mit A/fkA). Da außerdem (A/fkA)red = (A/fA)red

∼=
−→ (B/fA)red = (B/fkB)red invertierbar ist, folgt

die Behauptung aus dem nächsten Lemma.

2.5.4 Lemma. Es seiA ein noetherscher Ring undϕ : A → B flach und surjektiv. Dann ist kerϕ = (a) zyklisch mit a2 = a.

Ist ϕred : Ared → Bred bijektiv, so auch ϕ.

(vi)Die Voraussetzung, daß ϕ von endlichem Typ ist, verwenden wir erst im nächsten Abschnitt.
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Beweis. Es genügt, einen flachen Homomorphismus A → A/I zu betrachten. Dann ist der Funktor M 7→ M/I =

M ⊗A (A/I) auf ModA exakt; die kurze exakte Sequenz 0 → I → A → A/I → 0 liefert also eine kurze exakte Sequenz

0 → I/I2 → A/I → A/I → 0. Das bedeutet I = I2 , und nach dem allgemeinen Lemma von Nakayama ([Mat, 1.M])

gibt es dann ein a ∈ I mit (1 − a)I = 0. Dann ist insbesondere (1 − a)a = 0, also a = a2 , und für alle x ∈ I ist

0 = (1 − a)x = x − ax, also x ∈ (a). – Ist nun zusätzlich ϕred bijektiv, so ist a außerdem nilpotent, und das erzwingt

a = 0.

2.5.5 Lemma. Es sei A → B ein Homomorphismus noetherscher Ringe, X ein endlicher A-Modul, Y ein

endlicher B-Modul undΦ : X→ Y A-linear. Für ein Element f ∈ A sind dann äquivalent:

1. X/fkX→ Y/fkY ist invertierbar für alle k > 1.

2. X/fX→ Y/fY und ker(X→ Xf)→ ker(Y → Yf) sind beide invertierbar.

3. X/fX→ Y/fY ist invertierbar, und das Diagramm vonA-Moduln

X //

��

Y

��
Xf // Yf

ist kartesisch.

Beweis. 1. =⇒ 2. Es sei I = ker(X→ Xf) und J = ker(Y → Yf). Es ist nur zu zeigen, daß I→ J bijektiv

ist. Für jedes x ∈ I gibt es ein n mit fnx = 0; da I endlich erzeugt ist, finden wir ein n mit fnI = 0. Ist

nun x ∈ I mit Φ(x) = 0, so folgt aus 1. insbesondere x ∈ fnX, also x = fnx ′. Es gilt aber auch x ′ ∈ I,

und daraus folgt x = 0. Das zeigt die Injektivität.

Da J als B-Modul endlich erzeugt ist, finden wir wieder ein nmit fnJ = 0. Ist y ∈ J, so finden wir nach

1. ein x ∈ X und ein y ′ ∈ Y mit Φ(x) = y + fny ′. Dann ist Φ(fnx) = fny + f2ny ′ = f2ny ′. Da

X/f2nX → Y/f2nY injektiv ist, folgt daraus fnx = f2nx ′ mit einem x ′ ∈ X. Dann gilt x/1 = fnx ′/1 in

Xf, also x − fnx ′ ∈ I, und es istΦ(x − fnx ′) = y + fn(y ′ −Φ(x ′)) = y wegen y ′ −Φ(x ′) ∈ J: denn

es ist ja y ′/1 = Φ(x)/fk = Φ(x ′)/1 in Yf. Das zeigt die Surjektivität.

2. =⇒ 1. Die Surjektivität jedes X → Y/fkY läßt sich genauso beweisen wie in 2.5.3. Ebenfalls durch

Induktion nach k sehen wir die Injektivität von X/fk → Y/fk: Sei sie für ein k bewiesen. Ist dann

x ∈ X mit Φ(x) = fk+1y, so finden wir nach Induktionsvoraussetzung ein x ′ mit x = fkx ′. Dann gilt

j := Φ(x ′) − fy ∈ J mit fkj = 0, also gibt es ein i ∈ I mit Φ(i) = Φ(x ′) − fy, und es ist fki = 0.

Dann istΦ(x ′ − i) = fy, nach dem Induktionsanfang gibt es also ein x ′′ mit x ′ − i = fx ′′, und es folgt

x = fkx ′ = fk+1x ′′ + fki = fk+1x ′′.

2. =⇒ 3. Wir zeigen, daß die kanonische Abbildung X → Xf ×Yf Y bijektiv ist. Für die Injektivität sei

x ∈ Xmit x/1 = 0 in Xf undΦ(x) = 0. Dann folgt x = 0 wegen x ∈ ker(X→ Xf) nach 2.

Ist nun (x/fk, y) ∈ Xf×Yf Y, so istΦ(x)/fk = y/1 in Yf, alsoΦ(x) − fky ∈ J, und wir finden ein i ∈ I

mit Φ(x − i) = fky. Wir haben schon 2. =⇒ 1. bewiesen, also gilt dann x − i = fkx ′ für ein x ′ ∈ X.

Dann ist fkΦ(x ′) = fky, also Φ(x ′) − y ∈ J, und wir finden ein i ′ ∈ I mit y = Φ(x ′ − i). Aber es ist

auch (x ′ − i)/1 = x ′/1 = x/fk in Xf, also haben wir ein Urbild von (x/fk, y) gefunden.

3. =⇒ 2. Identifiziere X mit Xf ×Yf Y. Zu einem i ∈ I mit Φ(i) = 0 korrespondiert dann das Element

(0, 0), also folgt i = 0. Ist dagegen j ∈ J beliebig, fkj = 0, so ist (0, j) ein Element von Xf ×Yf Y mit

fk(0, j) = 0.
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Beweis von 2.5.2. IstM einA-Modul undMB = M⊗AB, so ist wegenM/fkM = M⊗A(A/fkA) und

MB/f
kMB = MB ⊗B (B/fkB) = M ⊗A (A/fkA) nach 2.5.3 auch M/fkM → MB/f

kMB bijektiv.

Die Proposition liefert dann unsere Behauptung für endlich erzeugte Moduln X.

Ein beliebiger A-Modul X ist aber filtrierender direkter Limes seiner endlich erzeugten Untermoduln.

Da aber ⊗ABmit filtrierenden direkten Limites vertauscht(vii), folgt die Behauptung aus dem schon Ge-

zeigten zusammen mit der Bemerkung, daß ein filtrierender direkter Limes kartesischer Quadrate wieder

kartesisch ist.

2.5.6 Proposition. Es sei ϕ : A → B verklebend in f ∈ A, und f sei kein Nullteiler auf B. Es sei M ein

Af-Modul, N ein B-Modul und σ : M ⊗Af Bf → Nf ein Isomorphismus. Sei X der A-Modul, der das

Diagramm vonA-Moduln

X

p

��

q // N

��
M

m7→σ(m⊗1) // Nf

kartesisch macht, also X = M×Nf N. Dann sind die induzierten Abbildungen Xf→M (vonAf-Moduln)

und X⊗AB→ N (von B-Moduln) invertierbar.

2.5.7 Lemma. Es sei ϕ : A→ B verklebend in f ∈ A. Dann ist B/A := B/ϕ(A) einAf-Modul.

Beweis. Es ist zu zeigen, daß die Abbildung B/ϕ(A) → B/ϕ(A), b 7→ fb, bijektiv ist. Für die Surjekti-

vität sei b ∈ B beliebig. Da A/fA → B/fB invertierbar ist, finden wir a ∈ A mit ϕ(a) = b − fb ′. In

B/A gilt dann b = fb ′, wie gewünscht.

Für die Injektivität sei b ∈ B mit fb = ϕ(a). Wieder aus der Invertierbarkeit von A/fA → B/fB

folgt dann a ∈ fA, also a = fa ′. Damit gilt b − ϕ(a ′) ∈ ker(B → Bf), und nach 2.5.5 (angewandt

auf Φ = ϕ : A → B mit Hilfe von 2.5.3) gibt es dann ein a ′′ ∈ A mit b − ϕ(a ′) = ϕ(a ′′), also

b ∈ ϕ(A).

Beweis von 2.5.6.

1. Sei m ∈ M. Mit σ(m ⊗ 1) = n/fk ∈ Nf gilt dann (fkm,n) ∈ X, also liegt fkm im Bild von p,

und Xf→M ist surjektiv. Ist x = (m,n) ∈ Xmit 0 = p(x) = m, so folgt 0 = σ(m⊗ 1) = n/1,

also gibt es ein kmit fkn = 0, also fkx = 0. Das zeigt die Injektivität von Xf→M.

2. Zum Beweis der Surjektivität von X ⊗A B → N sei N ′ ⊂ N das Bild dieser Abbildung, also der

von q(X) erzeugte B-Untermodul. Für gegebenes n ∈ N schreibe n/1 = σ(
∑
imi ⊗ bi) (mit

M⊗Af Bf = M⊗AB). Wir finden ein k > 0 und ni ∈ Nmit σ(mi⊗ 1) = ni/f
k für alle i.

Nach 2.5.3 finden wir Darstellungen bi = ϕ(ai) + fkb ′
i mit ai ∈ A und b ′

i ∈ B. Dann ist

n

1
= σ(

∑

i

mi⊗ bi) = σ(
∑

i

aimi⊗ 1+
∑

i

fkmi⊗ b
′
i) = σ(m ′ ⊗ 1) +

∑

i

b ′
ini

1
,

mit m ′ =
∑
iaimi. Setzen wir n ′ := n −

∑
ib

′
ini, so haben wir σ(m ′ ⊗ 1) = n ′/1, also

(m ′, n ′) ∈ X und damit n ′ ∈ N ′. Aber wegen ni ∈ N
′ für alle i (denn (fkmi, ni) ∈ X) folgt

daraus n ∈ N ′.

3. Es sei K = ker(X ⊗A B → N); wir wollen K = 0 zeigen. Hier wird die Voraussetzung eingehen,

daß ϕ flach ist.

(vii)Genauer überführt ⊗AB einen direkten Limes vonA-Moduln in einen direkten Limes von B-Moduln, aber die Konstruktion

filtrierender Limites von Moduln hängt nicht vom Grundring ab.
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a) Betrachte das Diagramm

X
q

##GGGGGGGGGG

��
X⊗AB // N

Dann gilt kerq ⊂ ker(X→ X⊗AB). Betrachte nämlich das folgende Diagramm:

kerq
� � //

��

X

��

p // M

��
(kerq) ⊗AB // X⊗AB // M⊗AB.

Wir wollen zeigen, daß kerq→ X⊗A B trivial ist. Es gilt (m,n) ∈ kerq genau dann, wenn

n = 0 ist undm⊗1 = 0 inM⊗AB. Also ist kerq→M injektiv und kerq→M⊗AB trivial.

Da B flach ist, ist auch (kerq)⊗AB→M⊗AB injektiv, und damit ist kerq→ (kerq)⊗AB

trivial, woraus die Behauptung folgt.

b) f ist kein Nullteiler auf K. Betrachen wir nämlich das folgende exakte Diagramm exakter

Sequenzen:

X

��

q

%%KKKKKKKKKKKK

0 // K // X⊗AB //

��

N // 0

X⊗A (B/A)

��
0

Da wir kerq ⊂ ker(X → X ⊗A B) haben, zeigt eine problemlose Diagrammjagd, daß

K → X ⊗A (B/A) injektiv ist. Da B/A aber ein Af-Modul ist, operiert f auf X ⊗A (B/A)

invertierbar und damit auf K injektiv.

c) Es ist Kf = 0. Denn lokalisieren wir im Diagramm

X

p

��

$$II
II

II
II

II
q // N

��

X⊗AB

p⊗id

��

::uuuuuuuuuu

M⊗AB

σ

∼= $$IIIIIIIII

M

::vvvvvvvvv
// Nf

alles nach f, so bleibt das äußere Quadrat kartesisch.(viii) Der vertikale Pfeil ganz rechts wird

aber invertierbar, also auch der linke und damit ebenso der mittlere. Daraus folgt aber die

Invertierbarkeit von (X ⊗A B)f → Nf, und wegen der Exaktheit der Lokalisierung bedeutet

das Kf = 0.

(viii)Dies gilt ganz allgemein für beliebige Lokalisierungen und beliebige kartesische Quadrate von Moduln; den Beweis überlassen

wir dem Leser als Übungsaufgabe.
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Da aber f kein Nullteiler auf K ist, folgt aus Kf = 0 bereits K = 0, also die behauptete Injektivität.

Beweis von Satz 2.5.1. Wir haben Funktoren

F : ModA→ ModAf ×ModBf
ModB, X 7→

(
Xf, X⊗AB,Xf⊗AB

∼=
−→ (X⊗AB)f

)
,

G : ModAf ×ModBf
ModB→ ModA,

(
M,N,M⊗AB

∼=
−→ Nf

)
7→M×Nf N,

wobei die Wirkung auf Morphismen offensichtlich ist. Dann zeigt 2.5.6 gerade F ◦ G ∼= id und 2.5.2

gerade G ◦ F ∼= id. Also sind F undG quasi-inverse Äquivalenzen von Kategorien.

Die Sätze in diesem Abschnitt stammen im Wesentlichen von Bhatwadekar ([Bh]). Der Begriff einer

verklebenden Abbildung ist bei ihm allerdings schwächer: er verzichtet auf die Flachheit und fordert

stattdessen A/fkA
∼=
−→ B/fkB für alle k > 1 (vgl. 2.5.3). Allerdings kann er dann den Verklebungssatz

nur für endlich erzeugte Moduln beweisen, was uns nicht genügt.

2.5.8 Bemerkung. IstA→ B verklebend in f ∈ A, so istA→ Af×B treuflach (und endlich präsentierbar):

die Flachheit ist klar, und die Surjektivität auf Spektren entnimmt man dem kommutativen Diagramm:

SpecB/fB
∼= //

��

SpecA/fA

��
SpecB // SpecA

(Beachte, daß das Bild von SpecA/fA→ SpecA genau das Komplement vonD(f) ist.)

Falls A → B von endlichem Typ ist, sind wir damit im Prinzip in der Situation des Satzes über treuflachen

Abstieg von Moduln: einAf×B-Modul ist dasselbe wie ein Paar (M,N) aus einemAf-ModulM und einem

B-ModulN. Es stellt sich die Frage, ob man Satz 2.5.1 nicht auch aus dem allgemeinen Satz über treuflachen

Abstieg gewinnen kann. Dazu müßte man aus einem Isomorphismus σ : M⊗AB
∼=
−→ Nf ein Verklebedatum

desAf×B-ModulsM×N konstruieren. Dies läuft auf die Konstruktion eines B⊗AB-linearen Isomorphis-

musN⊗A B
∼=
−→ B⊗AN hinaus. De facto verwenden wir hierbei die folgende Konstruktion: es sei U ⊂ N

der A-Untermodul aller n ∈ N, für die es ein m ∈ M gibt mit σ(m ⊗ 1) = n
1

. Dann nehmen wir den

Isomorphismus von B⊗AB-Moduln

N⊗AB→ B⊗AN

(b.u) ⊗ b ′ 7→ b⊗ (b ′.u) für alle u ∈ U, b, b ′ ∈ B.

Zu zeigen, daß diese Vorschrift eine wohldefinierte Abbildung liefert, scheint jedoch nicht einfacher zu sein,

als unseren Satz direkt zu beweisen.

2.5.2 Verkleben von Torseuren

Es seien R → S ← R ′ Homomorphismen von A-Algebren. In ModR×ModS ModR′ können wir ein

Tensorprodukt definieren durch

(M,M ′, ϕ) ⊗ (N,N ′, ψ) :=
(
M⊗RN,M

′ ⊗R′ N ′, (ϕ⊗R S) ⊗S (ψ⊗R′ S)
)
,

wobei ϕ : M ⊗R S
∼=
−→ M ′ ⊗R′ S ist usw. Der kanonische Funktor ModA → ModR×ModS ModR′

vertauscht dann mit Tensorprodukten. Im Fall, daß er eine Äquivalenz von Kategorien ist, vertauscht

dann insbesondere auch der quasiinverse Funktor mit Tensorprodukten. Daraus ergibt sich:
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2.5.9 Proposition. Es sei ϕ : A → B verklebend in f. Dann gilt der Verklebesatz 2.5.1 entsprechend auch

für die Kategorie der Algebren, der Hopfalgebren usw.

Zur Vereinfachung der Sprechweise vereinbaren wir: ein Objekt (X,X ′, ϕ) ∈ AlgR×AlgS
Alg(R ′) heiße

endlich erzeugt (endlich präsentierbar, étale, étale Überdeckung, . . . ), wenn sowohl die R-Algebra X als

auch die R ′-Algebra X ′ diese Eigenschaft haben, und dies ist offenbar äquivalent dazu, daß die R × R ′-

Algebra X× X ′ diese Eigenschaft hat.(ix) Die letzte Äquivalenz besagt insbesondere auch:

2.5.10 Proposition. Es sei ϕ : A → B verklebend in f ∈ A und von endlichem Typ. Eine A-Algebra

X ist genau dann endlich erzeugt (endlich präsentierbar, étale, étale Überdeckung, . . . ), wenn sowohl die

Af-Algebra Xf als auch die B-Algebra X⊗AB diese Eigenschaft haben.

Beweis.
”
Nur dann“ ist klar. Für

”
immer dann“ beachte, daßA→ Af×B treuflach und endlich präsen-

tierbar ist, so daß die Behauptung nach Abstiegstheorie folgt.

Beide Propositionen zusammen liefern ohne Mühe den folgenden

2.5.11 Satz. Es seien A,B noethersche Ringe und ϕ : A → B verklebend in f ∈ A. Es sei G ein glattes,

affines Gruppenschema überA. Dann ist das Diagramm

Ȟ1ét(A,G) //

��

Ȟ1ét(B,G)

��

Ȟ1ét(Af, G) // Ȟ1ét(Bf, G)

kartesisch.

Insbesondere folgt daraus:

2.5.12 Korollar. In der Situation des Satzes ist die vonA→ B induzierte Abbildung

ker
(
Ȟ1ét(A,G)→ Ȟ1ét(Af, G)

)
→ ker

(
Ȟ1ét(B,G)→ Ȟ1ét(Bf, G)

)

surjektiv.

2.6 Generische Koordinatentransformationen und Normalformen

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und P eine Eigenschaft von Punkten von X (also eine

Abbildung P : X→ {wahr, falsch}). Man sagt, ein generischer Punkt von X erfülle P , wenn es eine dichte

offene TeilmengeU ⊂ X gibt mit P(x) für alle x ∈ U.

Die Nützlichkeit dieser Begriffsbildung ergibt sich aus folgender Beobachtung: Ist Q eine weitere Eigen-

schaft, und erfüllt ein generischer Punkt von X auch Q, so erfüllt ein generischer Punkt von X sogar

P ∧ Q. Dies liegt daran, daß zwei dichte offene Teilmengen stets nichtleeren Schnitt haben, der wieder

offen und dicht ist.

Besonders oft verwenden wir den Begriff im Falle eines irreduziblen Raumes X, denn dann ist ja für

offene Teilmengen
”
dicht“ gleichbedeutend mit

”
nichtleer“. Ist beispielsweise k ein unendlicher Körper,

so ist eine generische Matrix in Mn(k) (mit der k-Topologie) invertierbar (denn Mn(k) = An
2
(k) ist

irreduzibel).

(ix)Beachte in diesem Zusammenhang die kanonische Äquivalenz von Kategorien AlgR ×Alg ′

R

∼=−→ AlgR×R ′ , (X, X
′) 7→ X×X ′.
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2.6.1 Generische Normierung von Polynomen

Ist F ∈ k[X1, . . . , Xn] ein Polynom undQ = (qij) ∈ GLn(k) eine Matrix, so bezeichnen wir mit fQ das

Polynom f(Y1, . . . , Yn) ∈ k[X1, . . . , Xn] mit (Y1, . . . , Yn) := Q(X1, . . . , Xn), d.h. Yi =
∑n
j=1qijXj.

In suggestiver Notation gilt dann fQ(X1, . . . , Xn) = f(Q(X1, . . . , Xn)). Die durch f 7→ fQ dargestellte

Abbildung auf Varietätenseite ist die Abbildung (x1 . . . xn)
T 7→ Q(x1 . . . xn)

T. Die Abbildung f 7→ fQ

erhält Homogenität und Grad von Polynomen.

Ist k ein Körper und d > 0, so bezeichnen wir mit k[X1, . . . , Xn]6d die Menge aller Polynome mit

Gesamtgrad 6 d ist. Indem wir ein Polynom mit der Folge seiner Koeffizienten identifizieren, erhal-

ten wir eine Identifikation von k[X1, . . . , Xn]6d mit einem As(k) und insbesondere eine Topologie auf

k[X1, . . . , Xn]6d.

2.6.1 Lemma. Es sei k ein unendlicher Körper. Betrachte die Funktion ℓ : k[X1, . . . , Xn]6d×GLn(k)→ k,

die einem Polynom f und einer Matrix Q den Xdn-Koeffizienten von fQ zuordnet. Dann ist ℓ gegeben durch

eine nichttriviale reguläre Funktion.

Beweis. Direktes Nachrechnen: mitQ = (qij) ist

fQ = f(

n∑

j=1

q1jXj, . . . ,

n∑

j=1

qnjXj).

Es sei f =
∑
e1+···+en6dae1,...,enX

e1
1 . . . X

en
n . Dann ist

fQ =
∑

e1+···+en6d

ae1,...,en




n∑

j=1

q1jXj



e1

· . . . ·




n∑

j=1

qnjXj



en

,

und der Koeffizient von Xdn in dieser Summe ist

∑

e1+···+en=d

ae1,...,enq
e1
1n · . . . · qennn.

Dies ist aber ein nichttriviales Polynom in den ae1,...,en und den qij, und ein nichttriviales Polynom stellt

eine nichttriviale reguläre Funktion dar, da der Grundkörper unendlich ist.

2.6.2 Proposition. Es sei k ein unendlicher Körper und 0 6= f ∈ k[X1, . . . , Xn] ein Polynom. Nach einer

generischen Koordinatentransformation aus GLn(k) wird f unitär in Xn.

Beweis. Sei d der Gesamtgrad von f. Nach dem Lemma hat f nach einer generischen Koordinaten-

transformation einen nichtverschwindenden Koeffizienten aus k bei Xdn, ist also insbesondere unitär in

Xn.

2.6.2 Generische Trennung von Polynomen

2.6.3 Lemma (
”
Generische Trennung von Schatten“). Es sei k ein unendlicher Körper, Y →֒p Ank ein abge-

schlossenes Unterschema mit dim Y 6 n − 2 und z ∈ Ank ein abgeschlossener Punkt mit z 6∈ Y. Es sei

p : Ank → An−1
k die Abbildung, die die letzte Koordinate vergißt. Dann gilt A(Y) ∩ p−1(p(Az)) = ∅ für

eine generische MatrixA ∈ GLn(k).
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Beweis. Nehmen wir zunächst an, daß k algebraisch abgeschlossen ist. Es sei z ∈ An(k) der zu z kor-

respondierende k-wertige Punkt, und es sei Q→֒p GLn(k) × Y(k) die Menge aller (A,y) mit p(Ay) =

p(Az). (Insbesondere istQ also durch ein abgeschlossenes Unterschema von GLn×Y definiert; hier geht

ein, daß k algebraisch abgeschlossen, also z rational ist.) Betrachte das Diagramm

Q //

��

Y(k)

g

��
GLn(k)

h // Pn−1(k),

wobei h eine Matrix A auf die Gerade ker(p ◦ A) ⊂ An(k) abbildet und g einen Punkt y 6= z auf

die Gerade durch 0 und y − z. Das Diagramm kommutiert nach Konstruktion von Q. Offensichtlich

ist g induziert von einem Morphismus von Schemata (ebenso h, was interessanter, aber für uns unnötig

ist), also wegen dim Y(k) < n − 1 = dim Pn−1(k) nicht dominant. Also ist auch die Komposition

Q → Pn−1(k) nicht dominant; da aber h surjektiv ist und Kompositionen dominanter Abbildungen

dominant bleiben, kann die Projektion Q → GLn(k) folglich nicht dominant sein. Das Komplement

ihres Bildes enthält also eine nichtleere offene Teilmenge A ⊂ GLn(k). Ist nun A ∈ A, so gibt es kein

y ∈ Y(k) mit (A,y) ∈ Q, also p(Ay) = p(Az), und das heißt A(Y(k)) ∩ p−1 {p(Az)} = ∅, und das

zeigt die Behauptung.

Ist k nun ein beliebiger unendlicher Körper, so wähle einen algebraischen Abschluß k ⊃ k und betrachte

die Unterschemata Yk, Zk = Spec κ(z) ×k k ⊂ An
k

. Dann ist Zk eine endliche Menge abgeschlosse-

ner Punkte, und nach dem schon Bewiesenen gilt für eine generische Matrix A ∈ GLn(k) (mit der k-

Topologie) A(Yk) ∩ p
−1(pA(Zk)) = ∅. Aber GLn(k) ist in GLn(k) (mit der k-Topologie) dicht (1.1.7),

also gilt nach 1.1.8 dasselbe auch für eine generische MatrixA ∈ GLn(k). Aus

k×k

(
A(Y) ∩ p−1(pA(Z))

)
= A(Yk) ∩ p

−1(pA(Zk)) = ∅,

folgt dannA(Y) ∩ p−1(pA(Z)) = ∅.

2.6.4 Proposition. Es sei k ein unendlicher Körper, m ∈ k[X1, . . . , Xn] ein maximales Ideal und f, g ∈

k[X1, . . . , Xn] teilerfremde nichtverschwindende Polynome mit f ∈ m, g 6∈ m. Nach einer generischen

Koordinatentransformation aus GLn(k) sind dann f und g teilerfremd in k[X1, . . . , Xn]/(n) (mit n =

m ∩ k[X1, . . . , Xn−1]).

Beweis. Sei z = m ∈ Ank und Y = Spec k[X1, . . . , Xn]/(f, g)→֒p Ank. Dann gilt z 6∈ Y wegen g 6∈ m, und

es ist dim Y 6 n − 2: ist nämlich p ein minimales Primideal oberhalb von (f, g), so ist p 6= 0; wäre aber

ht p = 1, so wäre p nach dem Krullschen Hauptidealsatz zyklisch (denn k[X1, . . . , Xn] ist faktoriell!),

also p = (h) mit einem irreduziblen Polynom h, und das bedeutete h | f und h | g, Widerspruch. Also

ist ht p > 2, also dimV(p) 6 n− 2 und damit dim Y 6 n− 2.(x)

Also sind wir in der Situation des Lemmas. Nach einer Transformation mit einer generischen Matrix

aus GLn(k) gilt dann ∅ = Y ∩ p−1(p(Z)) = V((f, g) + (n)), also (f, g) + (n) = 1, und das bedeutet

(f, g) = k[X1, . . . , Xn]/(n), wie behauptet.

2.6.3 Generische Noethersche Normalisierung

Wir benötigen eine Verallgemeinerung des Noetherschen Normalisierungslemmas. Die einfachste Versi-

on lautet bekanntlich:

(x)De facto ist Y sogar äquidimensional der Dimension n − 2; dies folgt ebenfalls aus dem Hauptidealsatz.
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2.6.5 Proposition (Noethersche Normalisierung). Es sei k ein Körper undA eine k-Algebra mit Erzeugern

x1, . . . , xn. Nach einer linearen Koordinatentransformation gibt es dann ein 0 6 d 6 n, so daß x1, . . . , xd
algebraisch unabhängig sind und die Erweiterung k[x1, . . . , xd] ⊂ k[x1, . . . , xn] endlich ist. Außerdem gilt

dann d = dimA.

Im Falle eines unendlichen Grundkörpers ist der Beweis eine einfache Induktion nach n: Sind x1, . . . , xn
algebraisch unabhängig (etwa n = 0), so ist nichts zu tun. Andernfalls gibt es ein F ∈ k[X1, . . . , Xn] mit

F(x1, . . . , xn) = 0. Wegen 2.6.2 können wir nach einer linearen Koordinatentransformation annehmen,

daß F unitär in Xn ist, und dann ist xn ganz über k[x1, . . . , xn−1] =: A ′, d.h.A ′ ⊂ A ist endlich. Wende

nun die Induktionsvoraussetzung auf A ′ an. – Der Beweis für einen beliebigen Grundkörper findet sich

etwa in [Mat, 14.G]. Die Dimensionsaussage folgt aus dimA = dimB für eine ganze ErweiterungA ⊂ B

noetherscher Ringe (Going-Up) und dem Satz über die Dimension des Polynomrings.

Noethersche Normalisierung ist das Bindeglied zwischen den verschiedenen Dimensionsbegriffen der

algebraischen Geometrie: sei nämlich A zusätzlich nullteilerfrei. Nach der Proposition finden wir einen

Polynomring k[X1, . . . , Xd] = A ′ ⊂ A, so daß A über A ′ endlich ist. Sei S = A ′ − {0}. Dann ist

QuotA ′ = S−1A ′ ⊂ S−1A endlich, also QuotA = S−1A. Insbesondere ist QuotA über QuotA ′ =

k(X1, . . . , Xn) endlich und damit algebraisch, und das bedeutet tr. degkQuotA = d = dimA.

Wir benötigen nun die folgende Verbesserung des Normalisierungslemmas: über einem unendlichen

Grundkörper existiert nicht nur eine Koordinatentransformation, die das Gewünschte tut, sondern fast

jede Transformation ist geeignet.

2.6.6 Satz (Generische Noethersche Normalisierung). Es sei k ein unendlicher Körper, A eine k-Algebra

mit Erzeugern x1, . . . , xn, und es sei d = dimA. Nach einer generischen Koordinatentransformation in

GLn(k) ist dannA endlich über k[x1, . . . , xd], und x1, . . . , xd sind algebraisch unabhängig.

Zum Beweis zunächst ein

2.6.7 Lemma. Es sei k ein unendlicher Körper, A eine k-Algebra mit Erzeugern x1, . . . , xn, und es sei d =

dimA < n. Dann können wir für jede Matrix Q ∈ GLn(k) derart ein Polynom gQ ∈ k[X1, . . . , Xd+1]

mit gQ(y1, . . . , yd+1) = 0 für (y1, . . . , yn) = Q(x1, . . . , xn) wählen, daß die Abbildung Q 7→ gQ
polynomial und nichttrivial ist.

Genauer bedeutet das: wir finden ein Polynom 0 6= G ∈ k[T11, . . . , Tnn, X1, . . . , Xd+1], so daß für

Q = (qij) gilt: gQ = G(q11, . . . , qnn, X1, . . . , Xd+1).

Beweis. Schreibe A = k[X1, . . . , Xn]/I, und sei X = SpecA→֒p Ank. Betrachte den Automorphismus ϕ

von GLn×Ank, der gegeben ist durch (Q, x) 7→ (Q,Qx). Sei Y das Bild des abgeschlossenen Untersche-

mas GLn×X unter ϕ, und sei π : GLn×Ank → GLn×Ad+1
k induziert von der Projektion auf die ersten

d+ 1 Koordinaten von Ank. Sei Z = π(Y).

GLn×X
∼= //

� _

��

Y� _

��

// Z� _

��
GLn×Ank

∼=

ϕ
// GLn×Ank π

// GLn×Ad+1
k

Dann ist dimZ 6 dim Y = n2 + d < n2 + d + 1, also ist Z nicht dicht in GLn×Ad+1
k , und wir

finden ein Polynom 0 6= G ∈ k[T11, . . . , Tnn, X1, . . . , Xd+1] mit Z ⊂ V(G). Wir behaupten, daß G das

Gewünschte tut.
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Sei nämlich Q ∈ GLn(k) = Homk(Spec k,GLn,k) eine Matrix. Der Pullback mittels Q liefert folgende

Situation:

X
∼= //

� _

��

YQ� _

��

// ZQ� _

��
Ank

∼=

ϕQ
// Ank π

// Ad+1
k

Hier ist YQ := Y×QSpec k das Bild vonX unter der AbbildungϕQ : Ank → Ank, die auf Punkten gegeben

ist durch x 7→ Qx, und auf Ringseite durch f 7→ fQ.

Setze gQ := G(q11, . . . , qnn, X1, . . . , Xd+1). Dann faktorisiert die Projektion YQ → Ad+1
k über das

abgeschlossene Unterschema Spec k[X1, . . . , Xd+1]/(gQ), und insbesondere liegt gQ im Ideal von YQ in

k[X1, . . . , Xn]. Das bedeutet g
Q
Q ∈ I, also ist

0 = g
Q
Q(x1, . . . , xn) = gQ(Q(x1, . . . , xn)) = gQ(y1, . . . , yd+1)

mit (y1, . . . , yn) := Q(x1, . . . , xn).

Beweis von 2.6.6. Es genügt zu zeigen: ist d < r 6 n, so ist für eine generische Matrix S ∈ GLn(k) und

(z1, . . . , zn) := S(x1, . . . , xn) das Element zr ganz über k[z1, . . . , zd]. (Dann folgt die Endlichkeit, und

die algebraische Unabhängigkeit ergibt sich dann aus dimk[z1, . . . , zd] = dimA = d.) Ohne Verlust

an Allgemeinheit können wir außerdem r = d + 1 annehmen. Sei also S ⊂ GLn(k) die Menge aller

Matrizen, die das Gewünschte tun.

Wähle ein Polynom G ∈ k[T11, . . . , Tnn, X1, . . . , Xd+1] wie im Lemma. Sind Q ∈ GLn(k) und R ∈

GLd+1(k) Matrizen, so gilt

0 = gQ(Q(x1, . . . , xn)) = gQ(y1, . . . , yd+1) = gRQ(z1, . . . , zd+1)

mit (y1, . . . , yn) := Q(x1, . . . , xn) und (z1, . . . , zd+1) := R−1(y1, . . . , yd+1). Fassen wir GLd+1(k) als

”
linke obere Ecke“ von GLn(k) auf, so folgt daraus: ist gRQ unitär in Xd+1, so ist S := R−1Q ∈ S.

Es sei s der Gesamtgrad von G in den X1, . . . , Xd+1. Für eine MatrixQ ∈ GLn(k) und eine Matrix R ∈

GLd+1(k) ist dann der Xd+1-Koeffizient von gRQ gegeben durch eine nichttriviale (!) reguläre Funktion

inQ und R. Also enthält
{
(R,Q) |gRQ ist unitär in Xd+1

}
⊂ (GLd+1×GLn)(k)

eine offene und nichtleere Teilmenge (in der k-Topologie). Durch den Automorphismus (R,Q) 7→
(R, R−1Q) (wobei wir GLd+1 wieder als

”
linke obere Ecke“ von GLn auffassen) und anschließende Pro-

jektion nach GLn (die nach 1.1.10 offen ist) erhalten wir dann eine nichtleere offene Teilmenge von

GLn(k), die komplett in S liegt.

2.6.8 Bemerkung. Der Satz ist eine Variante von [Kn, VIII.3.2.4]. Der dort gegebene Beweis scheint jedoch,

in unserer Notation, die Abhängigkeit der zulässigen Matrizen R von der MatrixQ nicht zu berücksichtigen.

2.6.4 Generische Normalform glatter Algebren

Es sei k ein Ring. Eine k-Algebra A ist genau dann glatt in einem Ideal p ⊂ A, wenn es einen Homo-

morphismus k[X1, . . . , Xd] → A gibt, der in p étale ist ([EGA, IV.17.11.4]), und falls k noethersch ist,

ist dann notwendig d = dimAp ([EGA, IV.17.6.4]). Im Fall, daß k ein unendlicher Körper ist, beweisen

wir in diesem Abschnitt eine Verallgemeinerung dieses Resultats: ist A von endlichem Typ und glatt in

einem maximalen Ideal m mit dimAm = d, so ist für
”
so gut wie jede“ Wahl von Erzeugern x1, . . . , xn

der Homomorphismus k[X1, . . . , Xd]→ A, Xi 7→ xi, étale in m.
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2.6.9 Proposition (Generische Normalform glatter Algebren). Es sei k ein unendlicher Körper und A

eine k-Algebra mit Erzeugern x1, . . . , xn. Sei m ⊂ A ein maximales Ideal, in dem A glatt über k sei

mit dimAm = d. Für eine generische Matrix Q = (qij) ∈ GLn(k) gilt dann: mit (y1, . . . , yn) :=

Q(x1, . . . , xn) ist der Homomorphismus k[X1, . . . , Xd]→ A, Xi 7→ yi, étale in m.

Beweis. Schreibe A = k[X1, . . . , Xn]/I (mit xi = Xi), und es sei n ⊃ I das zu m korrespondierende

maximale Ideal im Polynomring. Nach Satz 1.2.14 und seinem Zusatz (der r = dim k[X1, . . . , Xn]n −

dimAm = n − d im Satz garantiert) finden wir dann Elemente Fd+1, . . . , Fn ∈ I mit folgenden Eigen-

schaften: Das Ideal IAm ⊂ Am wird von Fd+1, . . . , Fn erzeugt, und mindestens ein r-reihiger Minor der

Jacobimatrix (∂Fi/∂Xj) liegt nicht in n.

Durch Umnumerierung der Erzeuger können wir annehmen, daß dieser Minor gerade die Determinante

derjenigen Teilmatrix ist, die aus den letzten r Spalten der Jacobimatrix besteht. Setzen wir außerdem

Ĩ := (Fd+1, . . . , Fn) ⊂ I, so genügt es, die Aussage für den Ring Ã = k[X1, . . . , Xn]/̃I zu zeigen, denn

die Projektion Ã → A ist in m ein Isomorphismus. Wir können also A durch Ã ersetzen und also

annehmen, daß von Anfang an I = (Fd+1, . . . , Fn) und det(∂Fi/∂Xj)d<i,j6n 6∈ n gilt. (Ã ist de facto

auch noch glatt über k in m, aber das benötigen wir nicht mehr.)

Insbesondere gibt es eine Matrix Q, die das Gewünschte tut: denn nun ist π : k[X1, . . . , Xd] → A,

Xi 7→ xi, nach 1.2.13 étale in m, und bislang haben wir nur die gegebenen Erzeuger vonA umnumeriert.

Es bleibt nur zu zeigen, daß die gewünschte Eigenschaft bei genügend vielen Transformationen erhalten

bleibt.

Sei dazuQ = (qij) ∈ GLn(k) eine invertierbare Matrix,Q−1 =: R = (rij), und sei τ : k[X1, . . . , Xn]→
k[X1, . . . , Xn], f 7→ fQ sowie σ = τ−1, σ(f) = fR. Betrachte das folgende Diagramm:

k[X1, . . . , Xd]� _

ι

��

k[X1, . . . , Xd]� _

ι

��
k[X1, . . . , Xn]

π′

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUU

τ // k[X1, . . . , Xn]

π

��
A

Uns interessiert die Abbildung π ′ ◦ ι : k[X1, . . . , Xd] → A, Xi 7→ π(X
Q
i ) = yi mit (y1, . . . , yn) :=

Q(x1, . . . , xn).

Es ist kerπ = (Fd+1, . . . , Fn), also kerπ ′ = σ(kerπ) = (FRd+1, . . . , F
R
n). Nach der Kettenregel erhalten

wir
∂FRi
∂Xj

=
∂(Fi(R(X1, . . . , Xn))

∂Xj
=

n∑

k=1

∂Fi

Xk
(R(X1, . . . , Xn)) · rkj = σ(

n∑

k=1

∂Fi

∂Xk
.rkj),

also (∂FRi /∂Xj)i,j = (σ(∂Fi/∂Xj))i,j · R und insbesondere

(∂FRi /∂Xj)d<i,j6n = (σ(∂Fi/∂Xj))i,j · R
′,

wobei R ′ die Matrix ist, die aus den Spalten d + 1, . . . , n von R besteht. Wir möchten, daß die Deter-

minante dieses Produktes nicht in σ(n) liegt, daß also det((σ(∂Fi/∂Xj))i,j · R
′) in κ(n) nichtverschwin-

dendes Bild hat. Die Menge aller Matrizen Q = R−1 ∈ GLn(k) mit dieser Eigenschaft ist Schnitt einer

κ(n)-offenen Menge in GLn(κ(n)) mit GLn(k), also k-offen nach 1.1.8. Außerdem enthält sie die Ein-

heitsmatrix, ist also nicht leer.
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2.6.5 Normalisierung von Varietäten

2.6.10 Satz (Ojanguren). Es sei k ein unendlicher Körper und X ein k-Schema von endlichem Typ. Sei X

glatt im abgeschlossenen Punkt x und O = OX,x. Ist 0 6= I ( O ein Ideal, so finden wir einen lokalen Ring

O ′, der Lokalisierung von k[X1, . . . , Xd] in einem maximalen Ideal ist, und einen étalen Homomorphismus

ϕ : O ′ → O , so daß O ′/I ′ → O/I (mit I ′ = ϕ−1(I)) invertierbar ist.

Ist zusätzlich I = (f) zyklisch, so ist auch I ′ = (f ′) zyklisch, und ϕ(f ′) ist assoziiert zu f. Insbesondere ist

O ′ → O dann verklebend bezüglich f ′ (vgl. Abschnitt 2.5.1).

2.6.11 Lemma. Es sei k ein unendlicher Körper und ϕ : A → B ein Homomorphismus von k-Algebren.

Es sei B endlich erzeugt, etwa B = k[y1, . . . , yn], und seien m1, . . . ,mr ⊂ B paarweise verschiedene ma-

ximale Ideale. Für einen generischen Vektor Q = (qi) ∈ A1×n(k) gilt dann für den Homomorphismus

ϕ̃Q : A[T ] → B mit T 7→ Q(y1, . . . , yn) =
∑
jqjyj: die maximalen Ideale ni := ϕ̃−1(mi) ⊂ A[T ] sind

paarweise verschieden, und die (algebraischen) Körpererweiterungen A[T ]/ni ⊂ B/mi sind rein insepara-

bel.

Beweis. Es genügt, sich auf den Fall eines bzw. zweier maximaler Ideale zu beschränken. Zunächst be-

merken wir: sind σ 6= σ ′ : B → C Homomorphismen in irgendeine k-Algebra C, so gilt σ ◦ ϕ̃Q 6=

σ ′ ◦ ϕ̃Q für ein generisches Q = (qi) ∈ A1×n(k). Denn σ ◦ ϕ̃Q = σ ′ ◦ ϕ̃Q gilt genau dann, wenn∑
jqi(σ(yj) − σ ′(yj)) = 0 ist, und dies gilt auf einem linearen Unterraum von An(k), der nicht ganz

An(k) ist (denn σ(yj) 6= σ ′(yj) für ein j). Dessen Komplement ist dann offen und, da k unendlich ist,

dicht.

Fixieren wir nun einen algebraischen Abschluß k ⊃ k. Für ein maximales Ideal m ⊂ B ist nach dem

Hilbertschen Nullstellensatz B/m endlich über k. Es seien σ1, . . . , σd die verschiedenen Einbettungen

B/m → k, wobei d = [B/m : k]s der Separabilitätsgrad ist (vgl. [Bos, 3.6]). Es sei π : B → B/m

die Projektion. Nach unserer Vorbemerkung sind für generisches Q die Kompositionen σi ◦ π ◦ ϕ̃Q :

A[T ]→ k paarweise verschieden, ebenso dann auch die induzierten EinbettungenA[T ]/n→ B/m→ k

mit n = ϕ̃−1
Q (m). Daraus folgt aber [A[T ]/n : k]s > d = [B/m : k]s > [A[T ]/n : k]s, und nach der

Produktformel für den Separabilitätsgrad heißt das [B/m : A[T ]/n]s = 1, d.h. die Erweiterung ist rein

inseparabel.

Sei nun m ′ ⊂ B noch ein weiteres maximales Ideal, π ′ : B → B/m ′. Wähle eine beliebige Einbettung

σ ′ : B/m ′ →֒ k. Dann ist die Komposition σ ′ ◦ π ′ verschieden von allen σi ◦ π, also ist für generisches

Q auch σ ′ ◦ π ′ ◦ ϕ̃Q : A[T ] → k verschieden von allen σi ◦ π ◦ ϕ̃Q. Für ein solches Q ist dann aber

n ′ := ϕ̃−1
Q (m ′) verschieden von n: denn andernfalls hätten wir d+ 1 verschiedene EinbettungenA[T ]/n

in k gefunden, und das hieße [A[T ]/n : k]s > [B[T ]/m : k]s > [A[T ]/n : k]s, Widerspruch.

2.6.12 Proposition. Es sei k ein unendlicher Körper, A eine endlich erzeugte k-Algebra und m ⊂ A ein

maximales Ideal, so daß A in m glatt ist mit dimAm = dimA =: d. Es sei I ⊂ m ein Ideal der Höhe > 1.

Dann finden wir einen Homomorphismus ϕ : k[X1, . . . , Xd] =: A ′ → A, der in m étale ist, so daß

ϕ : (A ′/I ′)m′

∼=
−→ (A/I)m mit I ′ := ϕ−1(I) und m ′ := ϕ−1(m)

ein Isomorphismus ist.

Beweis.

1. Schreibe A = k[x1, . . . , xn]. Wir zeigen unten, daß wir nach einer Koordinatentransformation

annehmen können:

a) ϕ : A ′ → A, Xi 7→ xi, ist étale in m.
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b) ψ : A ′ → A/I, Xi 7→ xi, ist endlich, rein inseparabel in m, und m/I ist das einzige maximale

Ideal vonA/I über m ′.

Wir zeigen zunächst, daß (A/I)m′ = (A/I)m ist. Dazu genügt es zu zeigen, daß der Ring (A/I)m′

bereits lokal ist, daß also sein einziges maximales Ideal das von m/I induzierte ist. Sei also p/I ⊂

A/I ein Primideal in A, das in (A/I)m′ maximal wird. Es genügt zu zeigen, daß p/I ⊂ m/I

gilt. Wegen ψ−1(p/I) ⊂ m ′ finden wir nach Going-Up finden wir ein Primideal p̃/I ⊃ p/I mit

ψ−1(p̃/I) = m ′. Durch Vergrößern können wir annehmen, daß p̃/I sogar ein maximales Ideal ist,

aber dann folgt p̃/I = m/I, und das zeigt die Behauptung.

Daϕ in m étale ist, haben wir m ′Am = mAm und insbesondere m ′(A/I)m′ = m(A/I)m. Der Ho-

momorphismus endlicher A ′
m′-Moduln A ′

m′ → (A/I)m′ = (A/I)m geht also nach Basiswechsel

zuA ′
m′/m ′A ′

m′ über in die EinbettungA ′/m ′ → A/m. Diese ist eine endliche, separable und rein

inseparable Körpererweiterung, also bijektiv und insbesondere surjektiv. Nach dem Lemma von

Nakayama ist dann auchA ′
m′ → (A/I)m′ surjektiv, und aufgrund der Exaktheit der Lokalisierung

folgt (A ′/I ′)m′

∼=
−→ (A/I)m′ = (A/I)m.

2. Es bleibt zu zeigen, daß wir die Erzeuger wie angegeben wählen können. Es ist dimA/I < dimA =

d, also können wir nach 2.6.6 und 2.6.9 durch einen Koordinatenwechsel annehmen, daß es nicht-

leere offene Menge Q ⊂ GLn(k) mit folgender Eigenschaft gibt:

Für alle Q ∈ Q und (y1, . . . , yn) := Q(x1, . . . , xn) ist k[Y1, . . . , Yd] → A, Yi 7→ yi,

étale in m, und gleichzeitig ist k[Y1, . . . , Yd−1]→ A/I endlich.

Durch einen Koordinatenwechsel können wir annehmen, daß Q die Einheitsmatrix enthält. Ins-

besondere ist dann ψ0 : k[Y1, . . . , Yd−1] → A/I, Yi 7→ xi endlich. Sei n := ψ−1
0 (m/I), und seien

m1/I = m/I,m2/I, . . . ,mr/I ⊂ A/I die verschiedenen maximalen Ideale mit ψ−1
0 (mj/I) = n.

Für R = (ri) ∈ A1×n(k) sei ψR : k[Y1, . . . , Yd] → A/I die Fortsetzung von ψ0 mit Yd 7→∑
i rixi. Nach 2.6.11 gibt es dann eine nichtleere offene Menge R ∈ A1×n(k) mit folgender Ei-

genschaft: für jedes R ∈ R sind die ψ−1
R (mj) paarweise verschieden, und ψR ist in jedem mj rein

inseparabel.

Es sei nunQ ∈ Q eine Matrix der Form

Q =




1
. . .

1

r1 . . . rd−1 . . . rn
∗ . . . . . . . . . ∗
...

...

∗ . . . . . . . . . ∗




mit
(
r1 . . . rn

)
=: R ∈ R.

Eine solche Matrix existiert: denn die Menge aller Matrizen in Q, deren erste d − 1 Zeilen mit

denen der Einheitsmatrix übereinstimmen, ist offen und nichtleer in A(n−d+1)×n(k); die Menge

aller d-ten Zeilen dieser Matrizen ist nach 1.1.10 offen in A1×n(k) und schneidet damit R.

Setze nun (y1, . . . , yn) := Q(x1, . . . , xn). Wegen Q ∈ Q ist ϕ : k[Y1, . . . , Yd] → A étale in m.

Außerdem ist yi = xi für 1 6 i < d und yd =
∑
i rixi, also ist ψ : k[Y1, . . . , Yd] → A/I, Yi 7→

yi, identisch mit ψR und insbesondere endlich. Weiter ist m/I ⊂ A/I das einzige maximale Ideal

mit Urbild ψ−1(m/I): denn jedes weitere müßte unter ψ0 ebenfalls auf n abgebildet werden, also

eines der mi/I sein, die aber nach Konstruktion verschiedene Urbilder unter ψ haben. Außerdem

ist ψ in m/I rein inseparabel. Also erreichen wir das Gewünschte, indem wir die xi durch die yi
ersetzen.
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Beweis von Satz 2.6.10. Als regulärer lokaler Ring ist O nullteilerfrei, liegt also insbesondere in nur einer

irreduziblen Komponente von X. Wir können also annehmen, daß X affin und irreduzibel ist; durch

weiteres Verkleinern wird X dann auch reduziert. Dann ist X das Spektrum eines Integritätsrings A,

O = Am mit einem maximalen Ideal m ⊂ A, und es folgt dimA = dimAm = d. Das Urbild von I in A

ist nicht trivial, hat also Höhe > 1. Die Behauptung folgt dann aus 2.6.12.

Sei nun I = (f) zyklisch. Ist f ∈ P ⊂ O ein Primideal der Höhe 1, so hat auch P ′ := ϕ−1(P) die Höhe 1:

denn es ist O ′/P ′ ∼= O/P, und htP + dim(O/P) = dim O = d = dim O ′ = htQ + dim(O ′/Q ′).(xi)

Da ϕ−1 Primärideale erhält und mit Radikalbildung vertauscht, erhält es also endliche Schnitte von

Primäridealen der Höhe 1, aber nach 2.6.13 unten sind das genau die Hauptideale: denn O und O ′

sind als reguläre lokale Ringe faktoriell. Also ist dann auch I ′ = (f ′) zyklisch.

Es fehlt noch die Assoziiertheitsaussage. Schreibe ϕ(f ′) = f · u. Da A ′
m′ → Am étale ist und κ(m ′) →

κ(m) invertierbar, ist die induzierte Abbildung auf den Vervollständigungen invertierbar ([SGA 1, Exp. I,

§ 4.4]). Dann ist u eine Einheit in Âm und damit nach 2.6.14 unten auch inA.

2.6.13 Proposition. Es sei A ein faktorieller noetherscher Ring. Ein Ideal I ⊂ A ist genau dann zyklisch, wenn es Schnitt

endlich vieler Primärideale der Höhe 1 ist.

Beweis.
”
Nur dann“. Sei I = (f) und f =

∏n

i=1 p
ei

i mit paarweise nichtassoziierten Primelementen pi und Zahlen ei > 0.

Dann ist (f) =
⋂n

i=1(p
ei

i ), und wir müssen nur zeigen: ist p ∈ A prim und e > 1, so ist (pe) Primärideal der Höhe 1.

Zunächst ist
√

(pe) = (p) das einzige minimale Primideal oberhalb (pe) und hat nach Krulls Hauptidealsatz Höhe 1. Ist

außerdem xy ∈ (pe) mit x 6∈ (pe), so folgt p | y und damit ye ∈ (pe), also ist (pe) primär.

”
Immer dann“. Der Schnitt zweier Hauptideale in einem faktoriellen Ring ist wieder ein Hauptideal, also genügt es zu zeigen:

ist I ⊂ A Primärideal der Höhe 1, so ist I zyklisch. Zunächst ist P :=
√
I Primideal der Höhe 1, also (da A faktoriell ist)

zyklisch, P = (p). Es gibt ein e > 1 mit pe ∈ I; sei e minimal mit dieser Eigenschaft gewählt. Ich behaupte I = (pe): sei

nämlich a ∈ I. Schreibe a = pfb mit p ∤ b. Falls f < e, also pf 6∈ I gilt, folgt b ∈
√
I ⊂ P, also p | b, Widerspruch. Also

gilt f > e und damit a ∈ (pe).

2.6.14 Lemma. Es sei A ein noetherscher lokaler Integritätsring, für den auch Â nullteilerfrei ist (etwa A regulär), und sei

K = QuotA, K̂ = Quot Â. Dann gilt K ∩ Â = A in K̂.

Beweis. [Bou, III, § 3, No. 5, Cor. 3].

2.7 Die Sätze von Colliot-Thélène–Ojanguren

Definition. Es sei k ein unendlicher Körper. Ein zulässiger k-Funktor ist ein kovarianter Funktor F von

der Kategorie der k-Algebren in die Kategorie der punktierten Mengen, so daß gilt:

1. Ist A eine k-Algebra und p ∈ SpecA, so ist die Abbildung lim
−→f6∈p

F(Af) → F(Ap) bijektiv – man

sagt, F vertausche mit Lokalisierung.

2. Sind A,B noethersche k-Algebren und ist ϕ : A → B verklebend bezüglich f ∈ A, so ist die vom

Diagramm

A
f //

��

B

��
Af // Bf

(xi)Es sei p ein Primideal ein einem noetherschen Ring A. Die von uns verwendete (und allgemein wünschenswerte) Formel

dimA = dim(A/p) + ht p gilt beispielsweise, falls lokal und Cohen-Macauleysch ist ([Mat, 16.B]), also etwa für reguläre

lokale Ringe ([Mat, 17.F]). Ebenso gilt sie, fallsA nullteilerfrei und von endlichem Typ über einem Körper ist ([Mat, 14.H]),

und damit auch, fallsA Lokalisierung eines solchen Rings in einem maximalen Ideal (oder sogar nur einem Primideal) ist.
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induzierte Abbildung ker (F(A)→ F(Af))→ ker (F(B)→ F(Bf)) surjektiv.

2.7.1 Beispiel. Ist G ein glattes affines Gruppenschema über k, so ist der Funktor Ȟ1ét( , G) zulässig.

Dies folgt aus Satz 2.2.1 und Korollar 2.5.12.

2.7.2 Satz (Colliot-Thélène–Ojanguren I). Es sei k ein unendlicher Körper und F ein zulässiger k-Funktor.

Für jedes n > 1 und jeden abgeschlossenen Punkt x ∈ Ank habe die Abbildung F(OAn
k
,x) → F(K(Ank))

trivialen Kern. Dann hat für jede glatte k-Varietät X und jeden Punkt x ∈ X die Abbildung F(OX,x) →
F(K(X)) trivialen Kern.

Beweis. Sei (ohne Einschränkung der Allgemeinheit) X = SpecA affin, K = K(X) = QuotA. Dann

korrespondiert x zu einem Primideal p ⊂ A, und wir müssen zeigen, daß F(Ap) → F(K) trivialen

Kern hat. Es genügt, die Behauptung für den Fall zu zeigen, daß p ein maximales Ideal ist: sei nämlich

a ∈ F(Ap). Da F mit Lokalisierung vertauscht, gibt es dann ein f ∈ A \ p, so daß a sich zu ã ∈ F(Af)

liften läßt. Da A ein Jacobsonring ist, finden wir ein maximales Ideal m ⊃ p, das f nicht enthält. Dann

haben wir F(Af) → F(Am) → F(Ap) → F(K). Es genügt dann offenbar zu zeigen: verschwindet ã in

F(K), so auch in F(Am). Es genügt also, abgeschlossene Punkte zu betrachten.

Sei also nun p = m ein maximales Ideal und O = Am. Es sei a ∈ F(O) ein Element, das in F(K) trivial

wird. Wegen K = Quot O finden wir dann ein 0 6= f ∈ O , so daß a in F(Of) triviales Bild hat. Nach

dem Normalisierungssatz von Ojanguren (2.6.10) finden wir (indem wir notfalls f durch ein assoziiertes

Element ersetzen) einen lokalen Ring O ′, der Lokalisierung eines Adk in einem maximalen Ideal ist, ein

Element f ′ ∈ O ′ und einen in f ′ verklebenden Homomorphismus ϕ : O ′ → O mit ϕ(f ′) = f. Da

F zulässig ist, gibt es dann ein a ′ ∈ F(O ′), das in F(O) auf a abgebildet wird und in F(O ′
f′) triviales

Bild hat. Dann ist a ′ aber auch in F(Quot O ′) trivial, und nach Voraussetzung folgt daraus a ′ = 0, also

a = 0.

2.7.3 Satz (Colliot-Thélène–Ojanguren II). Es sei k ein unendlicher Körper und F ein zulässiger k-Funktor,

über den bekannt sei: Für jede Körpererweiterung k ⊂ L und jedes n > 1 hat die Abbildung

F(L[X1, . . . , Xn])→ F(L(X1, . . . , Xn))

trivialen Kern. Dann hat, für jedes n > 1 und jedes maximale Ideal m ⊂ k[X1, . . . , Xn], die Abbildung

F(k[X1, . . . , Xn]m)→ F(k(X1, . . . , Xn))

trivialen Kern.

Zum Beweis des Satzes verallgemeinern wir die Aussage, um sie stark genug für einen Induktionsbeweis

zu machen. Genauer ist der Satz der Fall n = 0 im folgenden

2.7.4 Lemma. In der Situation des Satzes gilt für jedes d > 0: ist k ⊂ L eine Körpererweiterung, m ⊂

L[X1, . . . , Xd] ein maximales Ideal und n > 0, so hat die Abbildung

F(L[X1, . . . , Xd]m[T1, . . . , Tn])→ F(L(X1, . . . , Xd, T1, . . . , Tn))

trivialen Kern.
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Beweis. Induktion nach d. Der Fall d = 0 ist gerade die Voraussetzung an F. Sei also d > 0 und die

Behauptung für d − 1 bewiesen. Wir schreiben L[X] für L[X1, . . . , Xd] usw. Sei a ∈ F(L[X]m[T]) ein

Element mit trivialem Bild in F(L(X,T)). Betrachte das folgende Diagramm:

L[X]m[T] //

%%KKKKKKKKKK
L(X,T)

L(X)[T]

OO

Nach dem Fall d = 0 (für den Körper L(X)) hat a bereits triviales Bild in F(L(X)[T]). Da F mit Loka-

lisierungen vertauscht, finden wir nichtkonstante Polynome f, g ∈ L[X] mit f 6∈ m, g ∈ m, so daß a

das Bild eines Elementes a ′ von F(L[X]f[T]) ist, das in F(L[X]fg[T]) triviales Bild hat. Wir können anneh-

men, daß f und g teilerfremd sind. Nach 2.6.2 und 2.6.4 können wir dann erreichen, daß f und g (mit

L[X ′] := L[X1, . . . , Xd−1] und n = m ∩ L[X ′]) in L[X ′][Xd] unitär und im Polynomring (L[X ′]/n)[Xd]

teilerfremd sind. Es sei B := L[X ′]n. Nach dem nächsten Lemma ist dann B[Xd]→ B[Xd]f verklebend in

g, und da Polynomalgebren flach sind, ist damit auch B[Xd][T]→ B[Xd]f[T] verklebend in g. Vermöge

L[X]f[T] //

��

L[X]fg[T]

��
B[Xd]f[T] // B[Xd]fg[T]

definiert nun a ′ ∈ F(L[X]f[T]) ein Element a ′′ ∈ F(B[Xd]f[T]), das in F(B[Xd]fg[T]) triviales Bild hat.

Da F zulässig ist, kommt a ′′ von einem Element a ′′′ ∈ F(B[Xd][T]), das in F(B[Xd]g[T]) und damit auch

in F(L(X,T)) triviales Bild hat. Aber B[Xd][T] ist der Polynomring in Xd, T1, . . . , Tn über der Algebra

L[X1, . . . , Xd−1]n, und nach der Induktionsvoraussetzung folgt a ′′′ = 0, daraus a ′′ = 0. Da die Abbil-

dung L[X]f[T]→ L[X]m[T] aber über B[Xd][T] faktorisiert, impliziert das (wegen a ′ 7→ a ′′ → a) bereits

a = 0, was zu beweisen war.

2.7.5 Lemma. Es seiA ein noetherscher Ring und m ⊂ A ein maximales Ideal. Es seien f, g ∈ A[T ] unitäre

Polynome, so daß f, g in (A/m)[T ] teilerfremd sind. Dann istAm[T ]→ Am[T ]f verklebend in g.

Beweis. Es sei a ∈ A die Resultante von f und g (vgl. [Bos, 4.4]). Da Resultantenbildung funktoriell ist,

ist a im Körper A/m die Resultante der teilerfremden Polynome f und g; insbesondere ist a 6= 0, und

damit ist a/1 im lokalen Ring Am invertierbar. Andererseits finden wir f̃, g̃ ∈ A[T ] mit f̃f + g̃g = a,

und damit erzeugen f und g inAm[T ] das Einheitsideal, woraus die Behauptung folgt.

Wir halten noch fest, was die Sätze von Colliot-Thélène–Ojanguren im Fall F = Ȟ1ét( , G) besagen.

Es sei k ein Körper, G ein glattes affines Gruppenschema über k und X ein k-Schema. Wir sagen, die

Serre–Grothendiecksche Vermutung gelte für (G,X), wenn jeder rational triviale G-Torseur über k (in der

fppf-Topologie) bereits lokal trivial bezüglich der Zariskitopologie ist.

2.7.6 Korollar. Es sei k ein unendlicher Körper und G eine lineare algebraische Gruppe über k. Dann gilt:

1. Die Serre–Grothendieck-Vermutung gilt genau dann für (G,X) für jede glatte k-Varietät X, wenn sie

für jedes n > 1 für (G,Ank) gilt.

2. Ist für jede Körpererweiterung k ⊂ L jeder rational triviale G-Torseur auf jedem AnL sogar trivial, so

gilt die Serre–Grothendieck-Vermutung für (G,X) für jede glatte k-Varietät X.
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Wir werden im nächsten Kapitel zeigen, daß im Falle einer reduktiven, zerfallenden GruppeG die Voraus-

setzung in Teil 2. des Korollars richtig ist, daß also ein rational trivialerG-Torseur auf Ank trivial ist. Leider

kann dieser Weg nicht für alle Gruppen funktionieren, denn für gewisse Gruppen gibt es nicht-triviale

rationale Torseure auf der affinen Ebene, vgl. [Ra89] und [C–O].

Raghunathan konnte im Jahr 1994 die Serre–Grothendiecksche Vermutung für eine beliebige reduktive

Gruppe über einem unendlichen Körper beweisen, indem er das 1. Kriterium verwendete, also die lokale

Trivialität rational trivialer G-Torseure über Ank direkt zeigte. Seinen Beweis werden wir nicht darstellen,

er verwendet jedoch viele der im nächsten Kapitel erklärten Techniken.
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3 Rational triviale Torseure auf Ank

Das Hauptresultat dieses Kapitels ist der folgende

Satz. Es sei k ein unendlicher Körper,G eine zerfallende, reduktive k-Gruppe, und E einG-Torseur über Ank
(in der étalen Topologie). Ist E über einer (nichtleeren) offenen Teilmenge von Ank trivial, so ist E trivial.

Zum besseren Verständnis geben wir einen Überblick über die Beweisschritte. Zunächst untersuchen wir

den Fall, daß G ein Torus ist: in diesem Fall gilt viel mehr, es ist nämlich sogar jeder G-Torseur auf Ank
konstant, d.h. Pullback eines G-Torseurs auf k selbst. Dies ermöglicht, für allgemeines G, die Reduktion

auf den Fall, daß G halbeinfach ist.

Den Satz selbst beweisen wir dann durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 skizzieren Colliot-Thélène–

Ojanguren ([C–O, Prop. 2.2]) einen direkten Beweis im Fall k = ksep und verweisen dann, für einen be-

liebigen unendlichen Grundkörper, auf den Satz von Raghunathan–Ramanathan (siehe etwa [Gi]) über

Torseure auf der affinen Geraden. Der von P. Gille angegebene neue Beweis dieses Satzes enthält jedoch

als Zwischenschritt die uns interessierende Aussage, die wir deshalb nur zitieren (3.2.2).

Für den Induktionsschritt fassen wir Ank als affine Gerade über X = An−1
k auf. Es sei E ein rational tri-

vialer G-Torseur über Ank = A1X. Mit Hilfe eines Patching-Arguments (3.5.1) – einer Verallgemeinerung

der von Quillen beim Beweis der Trivialität von Vektorbündeln auf Ank verwendeten Technik – reduzieren

wir auf die Behauptung, daß wir eine offene Überdeckung (Ui) von X finden, so daß E über jedem A1Ui
trivial ist.

Wir haben also auf eine Frage reduziert, die lokal auf X ist. Sätze von Raghunathan zeigen nun, daß E

sich unter bestimmten Voraussetzungen an G nach Verkleinerung von X fortsetzen läßt zu einem G-

Torseur über P1X mit einer gewissen lokalen Trivialitätseigenschaft. Der Starrheitssatz von Grothendieck

über Vektorbündel (genauer seine Verallgemeinerung für Torseure) garantiert dann, nach eventueller

weiterer Verkleinerung von X, die Trivialität von E.

3.1 Torseure unter auflösbaren Gruppen und Tori

In diesem Abschnitt beweisen wir (nach [Ra89]) den folgenden

3.1.1 Satz. Es sei k ein Körper und T ein k-Torus. Dann ist Ȟ1ét(k, T)→ Ȟ1ét(A
n
k, T) bijektiv für alle n > 1,

d.h. jeder T -Torseur auf Ank ist konstant.

3.1.2 Proposition. Es sei G eine k-zerfallende auflösbare k-Gruppe. Dann gilt Ȟ1(Ank, G) = {1}.

Beweis. Wir finden eine Kette {1} = G0 ⊳ G1 ⊳ . . . ⊳ Gd = G abgeschlossener k-Untergruppen mit

Gi/Gi−1 ∼= Gm,k oder Ga,k über k. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach d, wobei für d = 0

nichts zu tun ist. Aus der exakten Sequenz

1→ Gd−1→ Gd→ Gd/Gd−1→ 1
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erhalten wir die exakte Kohomologiesequenz

Ȟ1ét(A
n
k, Gd−1)→ Ȟ1ét(A

n
k, Gd)→ Ȟ1ét(A

n
k, Gd/Gd−1).

Da in ihr der erste Term nach Induktionsvoraussetzung verschwindet, genügt es, wenn wir zeigen, daß

Ȟ1ét(A
n
k,Ga,k) und Ȟ1ét(A

n
k,Gm,k) beide trivial sind.

Beide Kohomologiegruppen lassen sich aber bezüglich der Zariskitopologie berechnen (für Ga nach

[Mi80, II.3.7], für Gm nach Hilbert 90, siehe 2.3.2). Dann folgen die Aussagen aber aus der Beobach-

tung, daß Pic(Ank) = 0 ist und die Kohomologie einer quasikohärenten Garbe auf einem affinen Schema

verschwindet.

Am Beweis läßt sich erkennen, daß die gleiche Aussage auch für eine beliebige faktorielle k-Algebra an-

stelle von Ank gilt.

3.1.3 Korollar. Es sei T ein k-Torus. Dann gilt Ȟ1ét(A
n
ksep
, T) = {1}.

Beweis. Es ist Ȟ1ét(A
n
ksep
, T) = Ȟ1ét(A

n
ksep
, Tksep), aber Tksep ist ein zerfallender ksep-Torus.

Da aber Ȟ1ét(A
n
ksep
, T) = lim

−→KH
1
ét(A

n
K, T) gilt, wobei K alle endlichen separablen Erweiterungen von K

durchläuft (Satz 2.2.9), erhalten wir daraus:

3.1.4 Korollar. Es sei T ein k-Torus und E ein T -Torseur über Ank. Dann gibt es eine endliche separable

Erweiterung K/k, so daß E|An
K

trivial ist.

Sei nun π : Ank → Spec k die Strukturabbildung. Fassen wir T als Garbe auf Shv((Sch /Ank)ét) auf,

erhalten wir eine Garbe π∗T auf Shv((Sch /k)ét) mit π∗T(X) = T(X×kAnk).

3.1.5 Korollar. Die natürliche Abbildung Ȟ1ét(k, π∗T)→ Ȟ1ét(A
n
k, T) ist bijektiv.

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz von 2.1.26, da jeder T -Torseur über Ank trivial wird auf einem

Ank ×k K, wobei K/k eine endliche separable Erweiterung (also insbesondere eine étale Überdeckung)

ist.

3.1.6 Lemma. Es sei T ein k-Torus und K/k eine Körpererweiterung. Dann gilt T(K[X1, . . . , Xn]) = T(K).

Beweis. Wir können K = k annehmen. Es ist Tksep
∼= (Gm,k)

r
ksep

, und wegen Gm(ksep[X1, . . . , Xn]) =

Gm(ksep) folgt dann T(ksep[X1, . . . , Xn]) = T(ksep). Das impliziert aber T(k[X1, . . . , Xn]) = T(k), wie

man etwa durch Einsetzen von X1 = · · · = Xn = 0 sieht.

Beweis von Satz 3.1.1. Betrachte das kommutative Diagramm

Ȟ1ét(k, T)
//

&&MMMMMMMMMM
Ȟ1ét(A

n
k, T)

Ȟ1ét(k, π∗T)

∼=

88ppppppppppp

Wir müssen also nur zeigen, daß Ȟ1ét(k, T)→ Ȟ1ét(k, π∗T) bijektiv ist. Es gilt aber sogar T(X) = π∗T(X)

für jeden étalen Morphismus X→ Spec k: es genügt, dies für X = SpecKmit einer endlichen separablen

Körpererweiterung K/k zu zeigen; aber das ist gerade die Aussage des Lemmas.
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3.2 Rational triviale Torseure auf der affinen Geraden

3.2.1 Satz. Es sei k ein Körper und G eine zusammenhängende, reduktive lineare Gruppe über k. Dann ist

jeder rational triviale G-Torseur über A1k trivial.

3.2.2 Lemma (P. Gille). Es sei k ein Körper, G eine zusammenhängende halbeinfache lineare Gruppe über

k. Ist E ein rational trivialerG-Torseur über P1k = A1k ∪ {∞}. Ist E|{∞} trivial, so auch E|
A1
k

.

Der Beweis findet sich in [Gi, 3.12]; die Idee ist, die Aussage mit Twisting-Argumenten zurückzuführen

auf den folgenden Satz von Harder ([Ha68, Satz 3.5]): istG ein zusammenhängendes halbeinfaches Grup-

penschema über P1k, dessen Pullback auf K(P1k) = k(T) anisotrop ist, so ist G konstant, also Pullback

eines Gruppenschemas über k.

Ein Torseur wie im Satz läßt sich nun stets derart derart auf P1k fortsetzen, daß er im unendlich fernen

Punkt trivial wird:

3.2.3 Lemma. Es sei X noethersches, irreduzibles eindimensionales Schema undG ein Gruppenschema über

X. Es sei ∅ 6= U ⊂ X offen und E ein rational trivialer GU-Torseur über U. Dann läßt E sich zu einem

G-Torseur Ẽ über ganz X fortsetzen, so daß für jedes x ∈ X − U die Einschränkung von Ẽ auf κ(x) trivial

ist.

Beweis. Die abgeschlossenen echten Teilmengen von X sind genau die endlichen Mengen abgeschlos-

sener Punkte. (Denn eine solche Teilmenge ist noethersch und nulldimensional; jede ihrer irreduziblen

Komponenten muß dann ein Punkt sein.) Insbesondere ist X − U endlich, und per Induktion können

wir annehmen, daß X − U = {x} nur ein Punkt ist. Es sei ∅ 6= V →֒◦ U, so daß E|V trivial ist. Dann ist

U ′ := V ∪ {x} eine offene Teilmenge von X; sei E ′ der triviale G-Torseur über U ′. Dann stimmen E und

E ′ aufU ∩U ′ überein und lassen sich folglich aufU ∪U ′ = U ∪ {x} verkleben.

3.2.4 Bemerkung. Dieses Lemma ist eine triviale Version des folgenden Satzes: Es sei (X,O) ein Dedekind-

schema mit Funktionenkörper K undG ein X-Gruppenschema, so daßGK reduktiv ist. IstU ⊂ X offen und

E einG-Torseur überU, so läßt sich E auf alle Punkte x ∈ x fortsetzen, für die die Einschränkung von E auf

Quot Ôx Pullback einesG-Torseurs über Ôx ist. – Der Beweis verwendet Sätze von M. Kneser über schwache

Approximation in algebraischen Gruppen, siehe [Ha67, Lemma 4.1.3].

Beweis des Satzes. Die beiden Lemmata zeigen die Aussagen sofort für halbeinfache Gruppen. Sei nun G

eine zusammenhängende reduktive k-Gruppe und T = R(G). Dann ist T ein k-Torus nach 1.5.18, und

G/T ist eine halbeinfache k-Gruppe. Betrachte nun die exakte Kohomologiesequenz

Ȟ1ét(A
1
k, T)→ Ȟ1ét(A

1
k, G)→ Ȟ1ét(A

1
k, G/T).

Ist E ein rational trivialerG-Torseur über A1k, so ist also E×G (G/T) rational trivialerG/T -Torseur und

damit nach dem schon Bewiesenen trivial. Dann geht E aber aus einem T -Torseur E0 über A1k hervor.

Ein solcher ist aber nach dem letzten Abschnitt konstant, also ist E konstant und – da rational trivial –

trivial.

3.3 Starrheit von Vektorbündeln über Familien projektiver Geraden

Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende
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3.3.1 Satz (Grothendieck). Es sei S ein noethersches Schema und E ein Vektorbündel auf P1S. Es sei s ∈ S

und κ(s) ⊂ L eine Körpererweiterung, so daß der Pullback von E auf P1L trivial ist. Dann gibt es eine offene

UmgebungU von s, so daß E|
P1
U

trivial ist.

Es sei X ein Schema und x ∈ X. Zum natürlichen Morphismus i : Spec κ(x) → X gehört ein Homo-

morphismus von Garben kommutativer Ringe OX → i∗OSpecκ(x); dessen Kern ist eine quasikohärente

Idealgarbe auf X, die wir Mx ⊂ OX nennen wollen. Für jede affine offene Teilmenge U = SpecA

von X mit x ∈ U ist dann Mx|U gerade p̃, wobei p das zu x korrespondierende Primideal von A

ist. Allgemein ist (Mx)x das maximale Ideal im lokalen Ring OX,x. Ist x ∈ X abgeschlossen, so ist

(Mx)|X−{x} = (OX)|X−{x}.

Die folgende Proposition enthält als Spezialfall (ℓ = 0) die Aufgabe [Har, Ex. III.11.8]; der Beweis ent-

stammt [EGA, III.4.6.1]. Uns interessiert nur der Fall i = 1, ℓ = 1, aber dessen Beweis ist identisch mit

dem für den allgemeinen Fall.

3.3.2 Proposition. Es sei S ein noethersches Schema und f : X → S projektiv, F eine kohärente Garbe

auf X, die flach über S ist, und es sei Hi(Xs,Fs) = 0 für ein i > 0 und ein s ∈ S. (Dabei schreiben wir

Fs := (Xs→ X)∗F ).) Dann gilt (Rif∗)((f
∗M ℓ

s).F )s = 0 für alle ℓ > 0.

Beweis. Es sei Z := f−1(s) ⊂ X mit der induzierten Topologie. Da f : Z → S über {s} faktorisiert, ist

A := OX|Z in kanonischer Weise eine Garbe von O := OS,s-Algebren. Es sei Xn := X ×S Spec(O/on)

für n > 1, wobei o das maximale Ideal in O sei. Als topologischer Raum identifiziert sich jedes Xn mit

Z; damit gilt dann OXn = A /onA . Insbesondere haben wir X1 = Xs und damit OXs = A /oA .

Es sei G die A -Modulgarbe F |Z. Man rechnet leicht nach, daß (Z→ X)−1((f∗M ℓ
s).F ) = oℓ.G gilt(i),

und daraus folgt

(Xn→ X)∗((f∗M ℓ
s).F ) = (Z→ X)−1((f∗M ℓ

s).F ) ⊗A A /onA

= oℓ.G ⊗A A /on = oℓG /oℓ+nG .

Garbenkohomologie hängt nicht von der Schemastruktur ab, sondern nur vom topologischen Raum

(und der Garbe). Die Voraussetzung bedeutet also gerade Hi(Z,G /oG ) = 0. Der Satz über formelle

Funktionen ([Har, III.11.1]) besagt insbesondere

(Rif∗)((f
∗
M
ℓ
s).F )s →֒ lim←−

n>1

Hi(Z, oℓG /oℓ+nG )

(denn die linke Seite ist nach [Har, III.8.8(b)] ein endlicher O-Modul, der sich damit injektiv in seine

Vervollständigung einbettet). Es genügt also zu beweisen, daß Hi(Z, oℓG /oℓ+nG ) = 0 ist für alle ℓ, n >

0. Dafür verwenden wir Induktion nach n, wobei der Fall n = 0 trivial ist. Für n > 1 induziert die exakte

Sequenz von A -Modulgarben

0→ oℓ+n−1
G /oℓ+nG → oℓG /oℓ+nG → oℓG /oℓ+n−1

G → 0

als Ausschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz eine exakte Sequenz

Hi(Z, oℓ+n−1
G /oℓ+nG )→ Hi(Z, oℓG /oℓ+nG )→ Hi(Z, oℓG /oℓ+n−1).

Nach Induktionsvoraussetzung verschwindet der letzte Term dieser Sequenz, also genügt es zu zeigen,

daß der erste Term verschwindet, daß alsoHi(Z, ok−1G /okG ) = 0 für alle k > 1 ist.

(i)Beachte dabei: ist A → B ein Ringhomomorphismus, M ein B-Modul und I ⊂ A ein Ideal, so ist I.M = (IB).M, anders

gesagt: I.M ist bereits ein B-Modul!
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Nun ist ok−1G /okG isomorph zu G ⊗O ok−1/ok: dies überprüft man punktweise mit dem nächsten

Lemma (hier geht die Flachheit von F über S ein). Letztere Garbe ist aber wiederum isomorph zu

G /oG ⊗O/o ok−1/ok. Da jeder Vektorraum frei ist, ist dies aber eine direkte Summe von Kopien von

G /oG , und da Kohomologie mit direkten Limites vertauscht ([Har, III.2.9]), folgt die Behauptung aus

der VoraussetzungHi(Z,G /oG ) = 0.

3.3.3 Lemma. Es seiA ein Ring undM ein flacherA-Modul. Für beliebige Ideale I ⊂ J vonA gilt dann JM/IM ∼= M⊗A J/I.

Beweis. Im kommutativen Diagramm

0 // M ⊗A I //

��

M ⊗A A //

∼=

��

M ⊗A A/I //

∼=

��

0

0 // IM // M // M/IM // 0

sind beide Zeilen exakt, also ist auch M ⊗A I → IM Isomorphismus. Ähnliches gilt für J; also ist nur zu zeigen, daß die

Sequenz

0→ M ⊗A I→M ⊗A J→M ⊗A (I/J)→ 0

exakt ist, aber dies ist wieder die Flachheit vonM.

3.3.4 Korollar. Es sei S ein noethersches Schema, f : X→ S projektiv und F ein kohärenter OX-Modul, der

flach über S ist, und es sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt mit H1(Xs,Fs) = 0. Dann ist die kanonische

Abbildung (f∗F )s→ Fs(Xs) surjektiv.

Die betrachtete Abbildung ist folgendermaßen definiert: ein Element von (f∗F )s wird repräsentiert

durch ein a ∈ F (f−1(U)), wobei s ∈ U→֒◦ S ist. Dann ist Xs = f−1(s) ⊂ f−1(U), also definiert a

ein Element von (Xs→ X)−1F (Xs) und damit auch von (Xs→ X)∗F (Xs) = Fs(Xs).

Beweis des Corollars. Wir können annehmen, daß S = SpecR affin ist, s = m ⊂ S, Ms = m̃. Betrachte

den durch die Exaktheit der Sequenz 0 → (f∗m̃).F → F → F → 0 definierten OX-Modul F . Die

lange exakte Kohomologiesequenz liefert eine exakte Sequenz

f∗F → f∗F → (R1f∗)(f
∗m̃).F

von Garben auf S; in s verschwindet nach der Proposition der Halm des letzten Terms, und das bedeutet

gerade, daß die Abbildung (f∗F )s→ (f∗F )s surjektiv ist. Wir zeigen, daß (f∗F )s ∼= Fs(Xs) gilt.

Zunächst gilt F (X) ∼= Fs(Xs): denn sei i : Z→ X die Inklusion (mit Bezeichnungen wie im Beweis der

Proposition). Da s abgeschlossen ist, stimmen m̃ und OS auf S − {s} überein, also auch f∗m̃ und OX auf

X−Z, und das bedeutet F |X−Z = 0. Nach [Har, Ex. II.1.19(c)] folgt daraus F
∼=
−→ i∗i

−1F . Da aber i−1

exakt ist, haben wir i−1F = G /mG = Fs und damit F (X) = i−1(F )(Z) = Fs(Xs).

Da X noethersch ist, ist f∗F ein quasikohärenter (sogar kohärenter) OS-Modul. Dann ist aber

(f∗F )s = f∗F (S) ⊗R Rm
∼= Fs(Xs) ⊗R Rm = Fs(Xs),

denn Fs(Xs) ist ja sogar ein O/o = R/m-Vektorraum. (Beachte O = Rm, o = mm.) – Wir überlas-

sen dem Leser die Überprüfung, daß die so konstruierte Abbildung tatsächlich der oben angegebenen

Vorschrift gehorcht.

3.3.5 Korollar. Es sei S noethersch, f : X → S projektiv und flach, F ,G lokal freie OX-Moduln endlichen

Rangs, und es sei s ∈ SmitH1(Xs,HomOXs
(F |Xs ,G |Xs)) = 0. Dann ist die kanonische Abbildung

f∗(HomOX
(F ,G ))s→ HomOXs

(F |Xs ,G |Xs)

surjektiv.
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Beweis. Wende das letzte Korollar an auf H := HomOX
(F ,G ). Als lokal freier OX-Modul ist H

kohärent und flach über über X (und damit über S). Dabei gilt nach dem nächsten Lemma kanonisch

H |Xs
∼= HomOXs

(F |Xs ,G |Xs).

3.3.6 Lemma. Es sei X ein Schema, F lokal freier OX-Modul endlichen Rangs und G beliebiger OX-

Modul. Dann ist HomOX
(F ,G ) lokal freier OX-Modul, und für jeden Morphismus f : Y → X gilt

f∗ HomOX
(F ,G ) ∼= HomOY

(f∗F , f∗G ).

Beweisskizze. Zur Konstruktion des Isomorphismus genügt es, einen Morphismus HomOX
(F ,G ) →

f∗ HomOY
(f∗F , f∗G ) anzugeben, also für jede offene TeilmengeU ⊂ X eine OX(U)-lineare Abbildung

HomOU
(F |U,G |U) → HomO

f−1(U)
(f̃∗(F |U), f̃∗(G |U)), wobei f̃ : f−1(U) → U die Einschränkung

von f ist. Eine solche Abbildung ist aber durch den Funktor f̃∗ gegeben. – Die Invertierbarkeit und die

übrigen Aussagen überlassen wir als Übung.

Das Korollar besagt gerade, daß jeder Morphismus us : F |Xs → G |Xs induziert wird von einem Mor-

phismus uU : F |f−1(U) → G |f−1(U), wobei U ⊂ S eine offene Umgebung von s ist. Ist us invertierbar,

so kann manU so klein wählen, daß auch uU invertierbar ist:

3.3.7 Proposition. Es sei S noethersch, f : X → S ein flacher abgeschlossener Morphismus und s ∈ S.

Es sei F → G ein Morphismus kohärenter flacher OX-Moduln. Falls der induzierte Morphismus F |Xs →
G |Xs invertierbar ist, so gibt es eine offene Umgebung s ∈ U ⊂ S, so daß F |f−1(U) → G |f−1(U) ein

Isomorphismus ist.

Beweis.

1. Es genügt zu zeigen, daß Fx → Gx bijektiv ist für alle x ∈ X mit f(x) = s: denn da Kern

und Kokern des Morphismus kohärente OY-Moduln sind ([Har, II.5.7]), gibt es dann eine offe-

ne Umgebung V von f−1(s), auf der beide trivial sind, d.h. F |V → G |V ist invertierbar. Setze

U := S − f(X − V); diese Menge ist dann offen in X (denn f ist abgeschlossen) mit s ∈ U und

f−1(U) ⊂ V , tut also das Gewünschte.

2. Sei also x ∈ Xmit f(x) = s. Dann gilt (F |Xs)x
∼= Fx⊗OX,x

κ(s) = Fx/msFx und analog für G .

Nach dem nächsten Lemma folgt aber aus der Bijektivität von Fx/msFx → Gx/msGx diejenige

von Fx → Gx, denn Fx,Gx sind endliche freie OX,x-Moduln, also insbesondere flach und damit

auch flach über OS,s.

3.3.8 Lemma. Es sei (A,m)→ (B, n) ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe, B noethersch, und es sei

f : M → N ein Homomorphismus endlich erzeugter B-Moduln, wobei N flach über A sei. Ist M/mM →
N/mN Isomorphismus, so auch f.(ii)

Beweis. Zunächst ist auch M/nM → N/nN surjektiv, also f(M) + nN = N, und nach dem Lemma

von Nakayama folgt f(M) = N, d.h. f ist surjektiv. Setze R = ker f; dann haben wir eine exakte Sequenz

0 → R → M → N → 0 von A-Moduln. Da N flach ist, ist damit auch die Sequenz 0 → R/mR →
M/mM → N/mN → 0 exakt ([La, XVI, §3, Lemma 3.3]); nach Voraussetzung folgt dann R/mR = 0

und insbesondere R/nR = 0. Da aber B noethersch ist, ist R endlicher B-Modul, und nach dem Lemma

von Nakayama folgt R = 0, also ist u auch injektiv.

(ii)Tatsächlich gilt die Aussage getrennt für Injektivität und für Surjektivität. Im Falle der Surjektivität ist der Beweis identisch mit

unserem. Der Fall der Injektivität ist Teil des Inhalts von [EGA, 0III.10.2.4]. Für den Beweis wird dort auf [Bou] verwiesen;

da er sich jedoch in den frühen Auflagen dort nicht findet, taucht er fünf Jahre später als Fußnote im Beweis von [EGA,

IV.11.1.2] auf!
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3.3.9 Korollar. Es sei S noethersches Schema und f : X → S flach und projektiv. Es sei s ∈ S abgeschlossen

mitH1(Xs,OXs) = 0. Ist dann E ein Vektorbündel über X, so daß das Xs-Vektorbündel E×XXs trivial ist,

so gibt es eine offene UmgebungU von s, so daß E|f−1(U) trivial ist.

Beweis. Wir identifizieren das Vektorbündel E mit einem lokal freien OX-Modul F vom Rang n (vgl.

[Har, Ex. II.5.18]). Setze G := OnX. Dann gilt F |Xs
∼= OnXs

∼= G |Xs , also insbesondere

HomOXs
(F |Xs ,G |Xs)

∼= HomOXs
(OXs ,OXs)

∼= O
n×n
Xs

,

und da Kohomologie mit direkten Summen vertauscht, folgtH1(Xs,HomOXs
(F |Xs ,G |Xs)) = 0. Nach

3.3.5 und 3.3.7 ist dann aber der Isomorphismus F |Xs
∼= G |Xs induziert durch einen Isomorphismus

F |f−1(U)
∼= G |f−1(U) = On

f−1(U)
für eine gewisse UmgebungU von s. Dies beweist die Behauptung.

Beweis von Satz 3.3.1. Nach Korollar 2.3.7 ergibt sich sofort, daß aus der Trivialität des Pullbacks von E

auf P1L bereits die Trivialität des Pullbacks auf P1
κ(s) = (P1S)s folgt. Um das letzte Korollar anwenden

zu können, genügt es also zu zeigen, daß H1(P1k,OP1
k
) = 0 für jeden Körper k gilt. Diese Kohomolo-

giegruppe läßt sich aber mittels Čech-Kohomologie berechnen: mit der üblichen affinen Überdeckung

P1k = Spec k[T ] ∪ Spec k[T−1] ist nur zu zeigen, daß jedes Element von k[T, T−1] sich schreiben läßt als

Differenz eines Elements von k[T ] und eines Elements von k[T−1]; aber das ist klar.

3.4 Starrheit von Torseuren über Familien projektiver Geraden

3.4.1 Satz (Raghunathan). Es sei S ein Schema von endlichem Typ über einem Körper k, G eine lineare

algebraische Gruppe über k und E ein G-Torseur über P1S. Es sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt und

κ(s) ⊂ L eine Körpererweiterung, so daß der Pullback von E auf P1L trivial ist. Dann gibt es eine offene

UmgebungU von s, so daß E|
P1
U

Pullback eines G-Torseurs aufU ist.

Beweis. Wähle eine Einbettung G ⊂ GLn,k; wir zeigen unten (Satz 3.4.3), daß wir dabei erreichen

können, daß das k-Schema H := GLn,k/G quasiaffin ist. Es sei V := E×GGLn,k. Der Pullback dieses

GLn,k-Torseurs (Vektorbündels) auf P1L ist immer noch trivial, und nach dem Starrheitssatz von Gro-

thendieck 3.3.1 können wir durch Verkleinern von S annehmen, daß V trivial ist.

Nach 2.1.16 ist E gegeben durch einen Schnitt des Faserbündels V×GLn,kH → P1S (mit der typischen

Faser H). Da V trivial ist, ist ein solcher Schnitt gegeben als Morphismus von k-Schemata f : P1S → H;

daH quasiaffin ist, faktorisiert dieser aber nach dem nächsten Lemma über S:

P1S
f //

��>
>>

>>
>>

H

S

f̃

@@�
�

�
�

Der Morphismus f̃ definiert aber einen Schnitt des trivialen Faserbündels S×kH→ S und damit einen

G-Torseur über S; dessen Pullback auf P1S ist nach Konstruktion isomorph zu E.

3.4.2 Lemma. Es sei S ein beliebiges und X ein quasi-affines Schema. Dann faktorisiert jeder Morphismus

PnS → X eindeutig über S.

84



Beweis. Betrachten wir zunächst den Fall, daß X = SpecA sogar affin ist. Man sieht leicht, daß es genügt,

affines S = SpecR zu betrachten. Dann haben wir aber

HomSch(PnS, X)
∼=
−→ HomRing(A,OPn

R
(PnR))

∼=←− HomRing(A,R) ∼= HomSch(S, X),

also faktorisiert jeder Morphismus PnS → X eindeutig über S. Sei nun U→֒◦ X quasiaffin und PnS → U

ein Morphismus; dann erhalten wir nach dem schon Bewiesenen das folgende Diagramm:

P1S
//

��

S

���
�

�

U // X

Aber P1S→ S ist surjektiv, also faktorisiert auch S→ X überU.

Die Hauptarbeit besteht im Sicherstellen der Existenz einer
”
guten“ treuen linearen Darstellung der be-

trachteten Gruppe:

3.4.3 Satz. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe über einem Körper k. Dann gibt es eine abgeschlossene

Einbettung G ⊂ GLn,k, so daß GLn,k/G quasi-affin ist.

Wir beweisen zunächst ein

3.4.4 Lemma. In der Situation des Satzes finden wir eine Kette abgeschlossener Untergruppen G ⊂ G̃ ⊂

GLn,k, so daß sowohl G̃/G als auch GLn,k/G̃ quasiaffin sind.

Beweis. Der Beweis besteht in einer Verbesserung der üblichen Konstruktion von Quotienten: Sei dazu

zunächst i : G→֒p GLm eine beliebige abgeschlossene Einbettung. Wähle eine Darstellung ρ : GLm,k →
GLk(V) auf einem endlichdimensionalen k-Vektorraum V , so daß es einen Vektor 0 6= v0 ∈ V , so

daß der Stabilisator von kv0 gerade G ist ([Wa, 16.1]). Genauer bedeutet das: für jede k-Algebra A ist

GLk(V)(A) = AutModA (V⊗kA), und für g ∈ GLm(A) gilt genau dann ρ(g)(v0⊗1) = v0⊗amit einem

a ∈ A, wenn g ∈ G(A) gilt. Wir definieren einen Morphismus χ : G→ Gm,k durch die Beziehung

ρ(g)(v0⊗ 1) = v0⊗ χ(g) für jede k-AlgebraA und alle g ∈ G(A).

Setze G̃ := GLm,k×kGm,k und betrachte den Produktmorphismus (i, χ−1) : G→֒p G̃ (er ist eine abge-

schlossene Einbettung nach [Har, Ex. II.4.8(e)]). Sei σ : G̃ → GLk(V) der Morphismus, der auf einer

k-AlgebraA durch

σ(g, u)(v⊗ a) := u.ρ(g)(v⊗ a) für g ∈ G(A), u ∈ Gm(A) und v⊗ a ∈ V ⊗kA

gegeben ist. Unter dieser Operation ist der Stabilisator von {v0} dann gerade G: sei nämlich A eine k-

Algebra. Für g ∈ G(A) ist dann

σ(g, χ−1(g))(v0⊗ 1) = χ−1(g).ρ(g)(v0⊗ 1) = χ−1(g).(v0⊗ χ(g)) = v0⊗ 1.

Ist aber umgekehrt (g, u) ∈ G̃(A) mit v0⊗ 1 = σ(g, u)(v0⊗ 1) = u.ρ(g)(v0⊗ 1), so gilt insbesondere

ρ(a)(v0⊗ 1) = v0⊗ u
−1, also folgt g ∈ G(A) und u = χ(g)−1.

Nach Satz 1.5.6 ist damit G̃/G ein lokalabgesschlossenes Unterschema von Adk (mit d = dimkV) und

insbesondere quasiaffin. Nach der nächsten Proposition können wir aber G̃ als Untergruppe von GLm+1

mit sogar affinem Quotienten auffassen, und das zeigt die Behauptung.
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3.4.5 Proposition. Es sei k ein Körper und n, r > 1. Fassen wir das k-Gruppenschema GLn,k×GLr,k
mittels

(Q1, Q2) 7→
(
Q1 0

0 Q2

)

als (abgeschlossene) UntergruppeH von G := GLn+r,k auf, so ist der Quotient G/H affin.

Beweis. Wir konstruieren ein affines k-Schema, das den QuotientenG/H in Shv((Sch /k)Zar) und damit

auch in Shv((Sch /k)fppf) darstellt; dies genügt nach 1.5.4.

Betrachte die Operation von G aufMn+r,k := A(n+r)×(n+r)
k durch Konjugation. Es sei

X0 = diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

) =




0
. . .

0

1
. . .

1




∈Mn+r(k).

Für jede k-AlgebraA ist dannH(A) der Stabilisator der Matrix X0, aufgefaßt als Element vonMn+r(A).

Es sei Y →֒p Mn+r das lokal abgeschlossene affine Unterschema, das durch die folgenden Gleichungen de-

finiert ist: für jede k-AlgebraA ist X ∈ Bn+r(A) genau dann, wenn X2 = X ist und das charakteristische

Polynom PX ∈ A[T ] die Form

PX = Tn+r+ an+r−1T
n+r−1+ · · · + anT

n mit ai ∈ A und an ∈ A×

hat. Offenbar ist Y stabil unter der GLn+r-Operation, und es gilt X0 ∈ Y(k). Betrachte den Morphismus

f : G → Y mit Q 7→ QX0Q
−1. Nach Konstruktion induziert dieser Morphismus einen Monomor-

phismus G/H → Y. Wir behaupten, daß der zugehörige Morphismus von Garben in Shv((Sch /k)Zar)

surjektiv ist. Dazu genügt es zu zeigen: für jedes k-Schema U ist der induzierte Morphismus von Gar-

ben auf U (im klassischen Sinn) surjektiv; dies läßt sich aber auf Halmen testen, und die Halme einer

darstellbaren Garbe in der Zariskitopologie lassen sich nach 2.2.3 berechnen.

Sei also A ein lokaler Ring und X ∈ Y(A). Dann ist X2 = X, und nach dem nächsten Lemma finden wir

einQ ∈ GLn(A) mit

Q−1XQ = diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ñ

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r̃

) mit gewissen ñ, r̃mit ñ+ r̃ = n+ r.

Dann ist

PX = T ñ · (T − 1)r̃ = Tn+r+ an+r−1T
n+r−1+ · · · + añT

ñ mit an = ±1.

Nach Konstruktion von Y folgt dann aber ñ = n und r̃ = r, und das bedeutetQ−1XQ = X0, also f(Q) =

X. Das zeigt die behauptete Surjektivität (auf Halmen), und damit folgt G/H ∼= Y in Shv((Sch /k)Zar).

3.4.6 Lemma. Es sei A ein lokaler Ring und X ∈ An×n eine Matrix mit X2 = X. Dann gibt es eine Matrix

Q ∈ GLn(A) mitQXQ−1 = diag(0, . . . , 0, 1, . . . , 1).

Beweis. Es sei V = An. Wegen X(1 − X) = 0 ist V = V1 ⊕ V2 mit V1 = (1 − X).V und V2 = X.V .

Auf V1 operiert X als Null, auf V2 als Identität. Außerdem sind V1, V2 endlich erzeugt und projektiv und

damit frei ([Mat, 3.G]). Die Vereinigung zweier Basen liefert damit eine Basis von V , die das Gewünschte

tut.
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Beweis von Satz 3.4.3. Nach Lemma 3.4.4 finden wir eine Kette abgeschlossener Untergruppenschemata

G ⊂ G̃ ⊂ GLn,k, so daß G̃/G und GLn,k/G̃ quasiaffin sind. Nach 2.1.9 ist GLn,k/G ein Faserbündel

über GLn,k/G̃ mit typischer Faser G̃/G. Wir finden einen treuflachen, lokal endlich präsentierbaren

Morphismus U → GLn,k/G̃, der dieses Faserbündel trivialisiert. Wir erhalten also ein kommutatives

Diagramm

(GLn,k/G) ×
(GLn,k /G̃)

U

((QQQQQQQQQQQQQQ

∼= // U×k G̃/G

zzuu
uu

uu
uu

uu

U

Da G̃/G quasiaffin über k ist, ist damit auch (GLn,k/G) ×
(GLn,k /G̃)

U quasiaffin über U, und nach

Abstiegstheorie (1.4.12) folgt daraus, daß GLn,k/G→ GLn,k/G̃ quasiaffin ist. Andererseits ist GLn,k/G̃

selbst quasiaffin über k, und damit auch GLn,k/G.

3.5 Quillen-Patching für Torseure über Familien affiner Geraden

3.5.1 Satz (Quillen-Patching). Es seiA ein noetherscher Ring,G→֒p GLn,A ein lineares Gruppenschema über

A und E einG-Torseur über SpecA[T ], so daß E|T=0 (also der Pullback von E aufAmittels des Nullschnitts

A[T ]→ A, T 7→ 0) trivial ist. Dann ist

S := {f ∈ A |E|Af[T] ist trivial}

ein Ideal inA, das sogenannte Quillen-Ideal von E.

3.5.2 Korollar. Gibt es unter den Voraussetzungen des Satzes eine offene Überdeckung SpecA =
⋃
iUi, so

daß jedes E|
A1
Ui

trivial ist, so ist E trivial.

Der Satz ist eine Variante des Patching-Arguments, das Quillen in seinem Beweis der Trivialität von Vek-

torbündeln auf Ank (k ein Körper) verwendet, siehe [Qu]. Im Falle eines unendlichen Grundkörpers wer-

den wir dieses Resultat später mitbeweisen.

3.5.3 Lemma. Es sei A ein noetherscher Ring und G→֒p GLn,A ein lineares Gruppenschema über A. Es sei

f ∈ A und g ∈ G(Af[T ]) ein Element mit g(T = 0) = 1.(iii) Dann gibt es ein k > 0, so daß für alle

a1, a2 ∈ A mit a1 − a2 ∈ fkA das Element g(a1T) · g(a2T)
−1 ∈ G(Af[T ]) geliftet werden kann nach

G(A[T ]).

Beweis. Für k ∈ N sei ψk := g((Y + fkZ).T) · g(Y.T)−1 ∈ G(Af[T, Y, Z]). Es genügt zu zeigen, daß ψk
für jedes genügend große k geliftet werden kann zu einem Element ϕk ∈ G(A[T, Y, Z]): denn dann gilt

für a1, a2 ∈ Amit a1 = a2+ fka

g(a1T) · g(a2T)
−1 = ψk(T, a2, a) = ϕk(T, a2, a)f,

also istϕk(T, a2, a) ∈ G(A[T ]) die gesuchte Liftung. – Zum Beweis zeigen wir, daß ψk ∈ G(Af[T, Y, Z])

für genügend große k geliftet werden kann nach Mn(A[T, Y, Z]), und daß diese Liftings, wenn man sie

geschickt wählt, für genügend große k auch in G(A[T, Y, Z]) liegen.

(iii)Damit meinen wir genau: g ist ein Homomorphismus von A-Algebren H → Af [T ], wobei G = SpecH ist. Mit g(T = 0)

bezeichnen wir dann die KompositionH
g−→ Af [T ]

T 7→0−−−→ Af .
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1. Für alle genügend großen k gibt esϕk ∈Mn(A[T, Y, Z]) mitψk = (ϕk)f undϕ(T, Y, 0) = 1, und

die ϕk lassen sich so wählen, daß ϕk(T, Y, f
iZ) = ϕk+i gilt, sobald beide Seiten definiert sind.

Beweis. Man kann leicht nachrechnen, daß in Mn(Af[T, Y, Z]) gilt ψk = 1 + fkZ
∑
αPk,αtα

mit Matrizen tα ∈ Mn(Af) und (von k abhängigen) Polynomen Pk,α ∈ A[T, Y, Z]. (iv) Für ein

genügend großes k0 lassen sich die fk0tα alle nachMn(Af) liften, alsoψk0 = 1+Z ·χfmit einem

χ ∈ Mn(A[T, Y, Z]). Für k > k0 setze ϕk := 1 + fk−k0Z · χ(T, Y, fk−k0Z) für i > 0; dann gilt

(ϕk)f = ψk0 (T, Y, f
k−k0Z) = ψk und außerdem ϕk(T, Y, 0) = 1 sowie ϕk(T, Y, f

iZ) = ϕk+i.

2. Für genügend großes k gilt ϕk ∈ GLn(A[T, Y, Z]).

Beweis. Fixiere ein k, so daßϕk definiert ist. Fürϕ ′
k := ϕk(T, Y+frZ,−Z) ∈Mn(A[T, Y, Z]) rech-

net man schnell nach, daß (ϕ ′
k)f = ψ−1

k gilt. Also haben wir (ϕk ·ϕ
′
k)f = (ϕ ′

k ·ϕk)f = 1. Wegen

ϕk(T, Y, 0) = 1 = ϕ ′
k(T, Y, 0) gilt ϕkϕ

′
k = 1 + Zτk mit einer Matrix τk ∈ Mn(A[T, Y, Z]). Aber

(τk)f = 0, also gilt fiτk = 0 für alle genügend großen i, und daraus folgt (ϕkϕ
′
k)(T, Y, f

iZ) =

1 + fiZτk(T, Y, f
iZ) = 1. Durch eventuelles Vergrößern von i kann man erreichen, daß analog

auch (ϕ ′
kϕk)(T, Y, f

iZ) = 1 ist, und das heißt, daß ϕk(T, Y, f
iZ) = ϕk+i invertierbar ist.

3. Für fast alle k gilt ϕk ∈ G(A[T, Y, Z]).

Beweis. Fixiere k mit ϕk ∈ GLn(A[T, Y, Z]). Dann ist ϕk(T, Y, 0) = 1 ∈ G(A[T, Y]) und (ϕk)f =

ψk ∈ G(Af[T, Y, Z]). Für alle genügend großen i folgt dann ϕk(T, Y, f
iZ) ∈ G(A[T, Y, Z]) nach

dem nächsten Lemma, und wegenϕk(T, Y, f
iZ) = ϕk+i ist die Behauptung bewiesen.

3.5.4 Lemma. Es sei X ein Schema und Z→֒p X ein endlich präsentierbares abgeschlossenes Unterschema. Es

sei A ein Ring, f ∈ A und p ∈ X(A[T ]), so daß p(T = 0) ∈ Z(A) gilt und pf ∈ Z(Af[T ]). (Dabei ist pf
das Bild von p unterA[T ]→ Af[T ].) Dann gilt p(fsT) ∈ Z(A[T ]) für alle genügend großen s.

Beweis. Uns interessiert nur der Fall, daß X = SpecR affin ist (die Verallgemeinerung auf beliebiges X

ist aber nicht schwierig; ebenso übrigens auch die Verallgemeinerung auf ein beliebiges Schema anstelle

des Rings A); insbesondere ist dann Z = SpecR/I. Sei π : A[T ] → A die Abbildung T 7→ 0 und

ℓ : A[T ]→ Af[T ] die Lokalisierung.

Zu p korrespondiert ein Ringhomomorphismus ϕ : R → A[T ], und nach Voraussetzung faktorisieren

π ◦ ϕ und ℓ ◦ ϕ über R/I. Da I endlich erzeugt ist, genügt es zu zeigen: für jedes r ∈ I, P = ϕ(r), ist

P(fsT) = 0 für alle genügend großen s. Wegen π(P) = 0 gilt P = T ·QmitQ ∈ A[T ]; wegen ℓ(P) = 0

gibt es ein t mit 0 = ftP = ftTQ, also ftQ = 0. Daraus folgt aber P(fsT) = TfsQ(fsT) = 0 für alle

s > t.

3.5.5 Lemma. Es seiA ein noetherscher Ring undG→֒p GLn,A ein lineares Gruppenschema überA. Es seien

f0, f1 ∈ A mit (f0, f1) = A, und es sei g ∈ G(Af0f1 [T ]) ein Element mit g(T = 0) = 1. Dann läßt sich g

zerlegen als g = h0 · h
−1
1 mit hi ∈ G(Afi [T ]) und hi(T = 0) = 1.

(iv)Die Rechnung geht so: schreibe g =
∑n

i=0 T
iai und g−1 =

∑m

j=0 T
jbj mit ai , bj ∈ Mn(Af). Wegen g(T = 0) = 1 =

g(T = 0)−1 folgt a0 = b0 = 1. Dann gilt

ψk = 1 + [g((Y + fkZ)T ) − g(YT )] · g(YT )−1 = 1 +

[
n∑

i=1

T
i
(
(Y + fkZ)i − Yi

)
ai

]
·
m∑

j=0

Y
j
T
j
bj

= 1 +

[
n∑

i=1

T
i
f
k
Z

i−1∑

r=0

(Y + f
k
Z)
r
Y
i−1−r

ai

]
·
m∑

j=0

Y
j
T
j
bj = 1 + f

k
Z

n∑

i=1

m∑

j=0

Pi,jaibj

nach der geometrischen Summenformel, wobei die Pi,j irgendwelche (von k abhängigen) Polynome inA[T, Y, Z] sind.
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Beweis. Es sei k > 1. Wegen (f0, f1) = A gilt dann auch (fk0, f
k
1) = A, also gibt es a0, a1 ∈ A mit

a0f
k
0 + a1f

k
1 = 1. Es gilt g = g0 · g

−1
1 mit

g0 = g(T) · g(a0f
k
0 · T)

−1

und g1 = g(a0f
k
0 · T)

−1 = g(0 · T) · g(a0f
k
0T)

−1.

Wir verwenden nun das letzte Lemma, um zu zeigen, daß jedes gi ∈ G(Af0f1 [T ]) zu einem yi ∈

G(Afi [T ]) geliftet werden kann, falls nur k genügend groß gewählt wurde: Denn 1 − a0f
k
0 = a1f

k
1

liegt in fk1A, also können wir das Lemma auf den Ring Af0 anwenden, um g0 zu liften. Ebenso gilt

0 − a0f
k
0 ∈ fk0A, also kann auch g1 geliftet werden (wobei wir das Lemma auf den Ring Af1 anwen-

den).

Ist X eine Menge, auf der eine Gruppe G operiert, so schreiben wir x ∼ y für x, y ∈ X, falls x.G = y.G

ist, also beide Elemente in derselben Bahn liegen.

3.5.6 Lemma. Es sei A ein noetherscher Ring, G→֒p GLn,A ein lineares Gruppenschema über A, und E ein

A-Schema mit einer freien G-Operation (d.h. für jede A-Algebra B operiere G(B) frei auf E(B)). Es seien

f0, f1 ∈ A mit (f0, f1) = A. Sind dann ei ∈ E(Afi [T ]) mit e0(T = 0) = e1(T = 0) in E(Af0f1), und

liegen e0 und e1 in E(Af0f1 [T ]) in derselben G-Bahn, so gibt es ein e ∈ E(A[T ]), das für i = 0, 1 in der

G-Bahn von ei in E(Afi) liegt.

Beweis. Sei g ∈ G(Af0f1 [T ]) mit e0.g = e1 in E(Af0f1 [T ]). Da die Operation frei ist, folgt g(T = 0) = 1,

und nach dem letzten Korollar finden wir hi ∈ G(Afi [T ]) mit g = h0 · h
−1
1 . Setze ẽi := ei.hi ∈

X(Afi [T ]). In E(Af0f1 [T ]) folgt dann ẽ0 = e0.h0 = e0.gh1 = e1.h1 = ẽ1, also lassen sich ẽ0 und ẽ1 zu

einem Element e ∈ X(A[T ]) verkleben.

Beweis des Patching-Satzes 3.5.1. Selbstverständlich gilt 0 ∈ S; es genügt also zu zeigen: sind f0, f1 ∈ S,

so gilt (f1, f2) ⊂ S. Sei also g ∈ (f1, f2). Dann gilt D(g) ⊂ D(f0) ∪D(f1). Durch Übergang von A zu

Ag können wir g = 1 annehmen, also (f1, f2) = A, und müssen zeigen, daß E trivial ist.

Da E|T=0 trivial ist, gibt es ein e ∈ E(A) (mit A als A[T ]-Algebra mittels T 7→ 0), und wegen fi ∈ S gibt

es ei ∈ E(Afi [T ]) für i = 0, 1. Wir können annehmen, daß ei(T = 0) = e in E(Afi) gilt: wähle nämlich

gi ∈ G(Afi) mit ei(T = 0).ei = e in E(Afi). Wir können gi als Element von G(Afi [T ]) auffassen, und

dann gilt (ei.gi)(T = 0) = a in E(Afi), so daß wir nur ei durch ei.gi ersetzen müssen.

Also sind die Voraussetzungen des letzten Lemmas erfüllt (denn die Operation von G auf E ist frei und

transitiv), also gibt es ein Element ẽ ∈ E(A[T ]). Das beweist die Trivialität von E.

3.6 Trivialität rational trivialer Torseure auf Ank

Die meisten Resultate in diesem Abschnitt stammen im Wesentlichen von Raghunathan ([Ra78]).

3.6.1 Satz. Es sei X ein affines Schema von endlichem Typ über einem Körper k, und es sei G eine lineare

algebraische Gruppe über k. Es sei E ein G-Torseur über A1X = A1k×k X, über den folgendes bekannt sei:

1. Der Pullback von E auf X vermöge des Nullschnitts sX : X→֒p A1X ist trivial.

2. Ist x ∈ X ein beliebiger abgeschlossener Punkt, so läßt E sich (evtl. nach Ersetzen von X durch eine

Umgebung von x) fortsetzen zu einem G-Torseur über P1X, dessen Einschränkung auf P1
L(x) trivial ist,

wobei L(x) eine gewisse Körpererweiterung von κ(x) ist.

Dann ist E trivial.
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Beweis. Zu jedem abgeschlossenen Punkt x ∈ X sei κ(x) ⊂ L(x) eine Körpererweiterung, Vx eine offene

Umgebung und E(x) eine Fortsetzung von E|
A1
Vx

auf P1Vx , deren Einschränkung auf P1
L(x) trivial ist.

Nach dem Starrheitssatz von Grothendieck-Raghunathan (3.4.1) können wir durch Verkleinerung der

Vx erreichen, daß jedes E(x) Pullback eines G-Torseurs Ẽ(x) über Vx ist, also insbesondere E|
A1
Vx

=

(A1Vx → Vx)
∗Ẽ(x). Die Bedingung 1. erzwingt dann aber die Trivialitäts von Ẽx: denn im kommutativen

Diagramm

Vx
� � //

sVx
��

id

~~||
||

||
||

X

sX
��

Vx A1Vx
πoo � � // A1X

folgt aus π∗Ẽ(x) = E|
A1
Vx

bereits Ẽ(x) = s∗Vx (E|A1Vx
) = (s∗XE)|Vx , aber s∗XE ist ja trivial.

Insbesondere ist also für jedes x die Einschränkung von E auf A1Vx trivial; da X =
⋃
xVx ist,(v) folgt

daraus nach dem Patchingsatz (3.5.1) die Trivialität von E.

Dieser Satz läßt sich zur Grundlage eines Induktionsbeweises für die Trivialität rational trivialer Torseure

über Ank unter einer geeigneten Gruppe machen.

Definition. Es seiA ein Integritätsring undG einA-Gruppenschema. G heißtA-liftend, wenn für jedes

maximale Ideal m ⊂ A gilt: mit L = A/m läßt sich jedes Element σ ∈ G(K(A1L)) = G(K(P1L)) schreiben

als σ = Σ.u, wobei u in∞ ∈ P1L definiert ist und Σ sich nachD(f)→֒◦ A1A liften läßt, wobei f ∈ A[T ] ein

Polynom ist, dessen Leitkoeffizient nicht in m liegt. (Insbesondere ist D(f) dann eine offene Umgebung

von A1L→֒p A1A.)

Offensichtlich gilt: Ist G ein liftendes A-Gruppenschema, so ist G für jedes Primideal p ⊂ A auch lif-

tend über A/p (d.h. GA/p ist liftendes A/p-Gruppenschema). Ist inbesondere R ein Integritätsring und

G ein R-Gruppenschema, das über jeder Polynomalgebra R[X1, . . . , Xn] liftend ist, so ist G über jeder

nullteilerfreien R-Algebra von endlichem Typ liftend. Wir werden deshalb im Folgenden stets diese letz-

tere Bedingung formulieren, obwohl unsere Anwendungen nur die scheinbar schwächere Aussage über

Polynomringe benötigen.

3.6.2 Satz. Es sei k ein unendlicher Körper und G eine reduktive k-Gruppe, die für jede nullteilerfreie k-

Algebra von endlichem Typ liftend ist. Dann ist jeder rational triviale G-Torseur über Ank trivial.

Wir beweisen zunächst ein

3.6.3 Lemma. Es sei k ein Körper, X = SpecA affines integres Schema von endlichem Typ über k, und es sei

G eine zusammenhängende reduktive lineare Gruppe über k, die über A liftend ist. Es sei E ein G-Torseur

über A1X, der auf U = D(f) ⊂ X trivial ist, wobei f ∈ A[T ] ein unitäres Polynom ist. Ist dann x ∈ X

ein abgeschlossener Punkt, so läßt sich E nach Verkleinern von X zu einem G-Torseur Ẽ über P1X fortsetzen,

dessen Einschränkung auf P1
κ(x) trivial ist.

Beweis. Sei L = κ(x) undUx = U×X SpecL, so daß also das Diagramm

Ux
� � //

��

A1L

��

U
� � // A1X

(v)Denn
⋃
x Vx enthält alle abgeschlossenen Punkte; das Komplement ist eine abgeschlossene Teilmenge ohne abgeschlossene

Punkte, also leer.

90



kartesisch ist. Da f unitär ist, istUx nichtleer, also ist der Pullback von E auf A1L rational trivial und damit

nach Satz 3.2.1 trivial (fasse den Pullback dazu als Torseur unter der reduktiven L-Gruppe G×k L auf).

Also gibt es ElementeΦ ∈ E(U) und ψ ∈ E(A1L). Dann gilt

ψ|Ux = Φ|Ux .σ mit einem σ ∈ G(Ux) ⊂ G(K(A1L)).

DaG liftend fürA ist, können wirσ inG(K(A1L)) schreiben als Produkt der FormΣ·umitu ∈ G(O
P1
L
,∞)

undΣ ∈ G(D(g)) ⊂ G(A1X), wobei g ∈ A[T ] ein Polynom ist, das wir durch Verkleinern vonX als unitär

annehmen können. Da G( ) filtrierende induktive Limites von Algebren erhält (2.2.3), finden wir ein

0 6= h ∈ L[T ], so daß u aufD(h) ⊂ A1L definiert ist (und sich auf∞ fortsetzen läßt). Sei h eine unitäre

Liftung von h nachA[T ]; durch Ersetzen von f durch fgh können wir dann erreichen, daß Σ auf ganzU

definiert ist, und daß u auf ganzUx definiert ist und sich fortsetzen läßt auf Ũxmit Ũ = P1X−(A1X−U).

Dann gilt insbesondere σ = Σ|Ux · u in G(Ux).

Verkleben wir nun E und den trivialenG-TorseurG× Ũ durch den durch 1 7→ Φ.Σ ∈ G(U) definierten

IsomorphismusG×U→ E|U zu einemG-Torseur Ẽ auf Ũ∪A1X = P1X. Dann ist Ẽx die Verklebung von

G× Ũx und E|A1x vermöge 1 7→ Φ|Ux .Σ|Ux = (ψ|Ux .σ
−1).σ.u−1 = ψ|Ux .u

−1 auf Ux, also u 7→ ψ|Ux .

Aber u ist auf ganz Ũx definiert und ψ auf ganz A1L, also ist der zusammengeklebte Torseur Ẽx auf P1L
trivial.

Beweis von 3.6.2. Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist Satz 3.2.1), der sogar für jede zusammenhängende

reduktive k-Gruppe gilt. Sei also n > 1 und die Aussage für n − 1 gezeigt. Es sei A = k[X1, . . . , Xn−1],

X = SpecA. Es sei E einG-Torseur über Ank = A1X, der aufU = D(f) trivial ist, wobei f ∈ k[X1, . . . , Xn]

ein nichtkonstantes Polynom ist. Nach 2.6.2 können wir annehmen, daß f als Element von A[Xn] unitär

ist. Wir zeigen, daß die Voraussetzungen von Satz 3.6.1 erfüllt sind:

1. Die kanonische Projektionπ : A1A = A1k×kX→ A1k ist offen (denn etwa flach); da die k-rationalen

Punkte in A1k dicht liegen, können wir durch eine Translation annehmen, daß π(U) den Ursprung

enthält. Ist nun sX : X→֒p A1X der Nullschnitt, so ist s∗XE trivial: denn U ′ := s−1X (U) ist dann nach

Konstruktion nichtleer, und Betrachten des (kartesischen) kommutativen Diagramms

U ′ //

��

X� _

sX
��

U // A1X

zeigt, daß s∗XE rational trivial und damit nach Induktionsvoraussetzung trivial ist.

2. ist gerade Inhalt des Lemmas.

Nach Satz 3.6.1 ist E dann trivial.

3.6.4 Satz. Es sei k ein Körper und G eine zusammenhängende zerfallende reduktive lineare k-Gruppe.

Dann ist G liftend für jede nullteilerfreie k-Algebra, wobei in der Definition von
”
liftend“ sogar u = 1

gewählt werden kann.

Beweis. Es seiA eine nullteilerfreie k-Algebra und m ⊂ A ein maximales Ideal, L = A/m.

Sei U→֒◦ A1L eine offene Teilmenge und σ ∈ G(U) gegeben. Insbesondere ist σ ein Morphismus von

k-Schemata U → G. Nach 1.5.25 finden wir ein offenes Unterschema Apk × Gm,k
q ∼= Ω→֒◦ G, so daß
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σ−1(Ω) nichtleer ist. Durch Verkleinern von U können wir annehmen, daß σ ein Morphismus U → Ω

ist. Dann ist σ gegeben durch einen Homomorphismus von k-Algebren

σ♯ : k[P1, . . . , Pp, Q
±1
1 , . . . , Q

±1
q ]→ L(T).

Schreibe σ♯(Pi) = ai/bi und σ♯(Qj) = cj/dj mit ai, bi, cj, dj ∈ L[T ]. Wähle Ai, Bi, Cj, Dj ∈ A[T ]

als Liftungen der Polynome in L[T ] mit degAi = degai usw. Es sei f das Produkt aller Bi, Cj, Dj. Dann

liegt der Leitkoeffizient von f nicht in m.

In A[T ]f sind dann alle Bi, Cj, Dj invertierbar, und Ai, Bi, Cj, Dj liefern dann eine Faktorisierung von

σ♯ überA[T ]f, also eine Faktorisierung von σ überD(f)→֒◦ A1A.

3.6.5 Korollar. Es sei k ein unendlicher Körper undG eine zerfallende reduktive lineare k-Gruppe. Dann ist

jeder rational triviale G-Torseur über Ank trivial.

Beweis. Für zusammenhängendes G folgt die Aussage aus den Sätzen 3.6.2 und 3.6.4. Im allgemeinen

Fall betrachte die exakte Sequenz 1 → G◦ → G → µ → 1 von algebraischen Gruppen über k mit

µ := π0(G). Sie liefert das folgende Diagramm in Kohomologie (mit X = Ank, K = K(X)):

µ(X)

KKKKKKKKK

��

Ȟ1ét(X,G
◦) //

��

Ȟ1ét(X,G) //

��

Ȟ1ét(X, π0(G))

��

µ(K)

KKKKKKKKK

Ȟ1ét(K,G
◦)

ρ // Ȟ1ét(K,G) // Ȟ1ét(K, π0(G))

Der vertikale Pfeil ganz links ist invertierbar nach dem nächsten Lemma; der vertikale Pfeil ganz rechts

ist injektiv nach Satz 2.4.2.

Eine kurze Diagrammjagd zeigt, daß ein Element a ∈ Ȟ1ét(X,G) mit trivialem Bild in Ȟ1ét(K,G) induziert

wird durch ein Element a0 ∈ Ȟ
1
ét(X,G

◦). Dessen Bild b0 in Ȟ1ét(K,G
◦) wird in Ȟ1ét(K,G) trivial. Da aber

µ(K) auf den Fasern von ρ transitiv operiert und µ(X)→ µ(K) surjektiv ist, können wir durch Ersetzen

von a0 durch a0.g mit einem g ∈ µ(X) annehmen, daß b0 = 1 ist. Dann folgt aber a0 = 1 nach dem

schon bewiesenen Fall, und das bedeutet a = 1.

3.6.6 Lemma. Es sei k ein Körper undA eine étale k-Algebra. Dann sind für jedes n die Abbildungen

HomAlgk
(A, k)→ HomAlgk

(A, k[X1, . . . , Xn])→ HomAlgk
(A, k(X1, . . . , Xn))

bijektiv.

Beweis. Die Injektivität ist jeweils klar. Nach 1.2.8 giltA = L1× . . .× Lnmit gewissen endlichen (sogar

separablen) Körpererweiterungen Li von k. Ein Homomorphismus vonA in einen Integritätsring fakto-

risiert dann über eines der Li, so daß wir ohne Verlust an Allgemeinheit annehmen können, daß A = L

eine endliche (separable) Körpererweiterung von k ist.

Ist nun f : L→ k(X1, . . . , Xn) ein Homomorphismus, so ist f(L) algebraisch über k und damit a fortiori

ganz über k[X1, . . . , Xn]; da faktorielle Ringe aber ganzabgeschlossen sind, folgt f(L) ⊂ k[X1, . . . , Xn].

Also haben wir einen Homomorphismus L → k[X1, . . . , Xn]. Dieser induziert einen Gruppenhomo-

morphismus L× →֒ k[X1, . . . , Xn]
× = k×, und daraus folgt L = k.
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Im Fall G = GLn erhalten wir insbesondere:

3.6.7 Korollar (Quillen–Suslin). Ist k ein unendlicher Körper, so ist jedes Vektorbündel auf Ank trivial.

Wie bereits erwähnt, gilt diese Aussage auch ohne die Unendlichkeitsvoraussetzung an k, vgl. etwa [Qu]

oder [La, XXI, § 3.7].

3.6.8 Korollar (Serre–Grothendiecksche Vermutung). Es sei k ein unendlicher Körper, G eine zerfallende

reduktive k-Gruppe. Es sei X eine glatte k-Varietät und E einG-Torseur über X (in der étalen Topologie). Ist

E rational trivial, so ist E lokal trivial bezüglich der Zariskitopologie.

Beweis. Korollar 3.6.5 und Korollar 2.7.6; man benötigt nur, daß eine zusammenhängende zerfallende

reduktive Gruppe nach Erweiterung des Grundkörpers diese Eigenschaften behält.

Insbesondere beweist dies die Serre–Grothendiecksche Vermutung für beliebige reduktive Gruppen über

einem algebraisch (oder sogar nur separabel) abgeschlossenen Grundkörper. – Die Sätze dieses Abschnitts

lassen sich aber auch im Falle nichtzerfallender Gruppen ausnutzen. Beispielsweise beweist Raghunathan

in [Ra89, Cor. 1.8] den folgenden

3.6.9 Satz. Es sei k ein Körper,G eine halbeinfache k-Gruppe, für die alle k-einfachen Komponenten isotrop

und einfach zusammenhängend sind. Dann ist G liftend für jede endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra;

das Polynom f in der Definition einer
”
liftenden“ Gruppe kann sogar so gewählt werden, daß es Koeffizienten

in k hat.

Insbesondere lassen sich damit die obigen Korollare auch für Gruppen mit der im Satz angegebenen

Eigenschaft zeigen. Mit ähnlichen Techniken wie den in dieser Arbeit erklärten kann man außerdem zei-

gen, daß die Serre–Grothendiecksche Vermutung auch für beliebige (nicht notwendig reduktive) lineare

algebraische Gruppen über einem vollkommenen unendlichen Körper richtig ist, vgl. [C–O, 3.2].
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