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Zusammenfassung

Es sei k ein Korper. Wir studieren die étale Kohomologie einer glatten k-Varietdt mit Werten in einer
(glatten) linearen algebraischen Gruppe iiber k. Die Serre-Grothendiecksche Vermutung besagt: ist G
eine reduktive lineare Gruppe tiber k, und ist X eine glatte k-Varietit mit Funktionenkorper K, so hat fiir
jedes x € X die Abbildung Hgt(ﬁx,x, G) — Hgt(K, G) trivialen Kern. Wir beweisen Sitze von Colliot-
Thélene—Ojanguren und Raghunathan, die insbesondere die Vermutung fiir zerfallendes G tiber einem
unendlichen Korper k implizieren. Als Nebenresultat erhalten wir den Satz von Quillen—Suslin tber die
Trivialitdt von Vektorbiindeln tiber A}} im Fall eines unendlichen Kérpers k.
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Einleitung

Es sei F ein topologischer Raum. Ein Faserbiindel mit typischer Faser F ist bekanntlich eine stetige Abbil-
dung 7t : E — X topologischer Rdume, die lokal (auf X) isomorph ist zur Projektion X x F — X, fiir die
es also eine offene Uberdeckung X = | J; U; und mit X’ := [ [; U; ein kommutatives Diagramm

X' xxE ; X' xF
Xl

gibt. Ist F = G sogar eine topologische Gruppe, und besitzt E eine stetige G-Rechtsaktion, unter der 7t
invariant ist, und die von f in die natiirliche G-Rechtsaktion auf X’ x G iiberfiihrt wird, so nennt man
E — Xein G-Hauptfaserbiindel.

Diese Arbeit handelt von Torseuren, dem Analogon von Hauptfaserbiindeln in der algebraischen Geo-
metrie — man konnte einen Torseur ein ,algebraisches Hauptfaserbiindel® nennen. Die Kategorie der
topologischen Rdume ersetzen wir durch die Kategorie der S-Schemata (fiir eine feste Basis S), und in-
dem wir das Koprodukt offener Teilmengen durch das vorliufig noch undefinierte Wort ,,Uberdeckung"
ersetzen, erhalten wir die

Definition. Es sei G ein Gruppenschema tiber S. Ein G-Torseur auf einem S-Schema X ist ein Mor-
phismus 71 : E — X von S-Schemata, wobei auf E eine G-Rechtsoperation fixiert ist, beztiglich derer 7
invariant ist, und so daf es eine Uberdeckung X’ — X und einen G-iquivarianten Isomorphismus von

X’-Schemata X’ xx E = X/ x5 G gibt.

Lesen wir ,,Uberdeckung” als ,surjektives Koprodukt offener Einbettungen, so erhalten wir den Begriff
eines Torseurs beziiglich der Zariskitopologie.!) Es ist aber ein bekanntes Phinomen in der algebraischen
Geometrie, dafl die Zariskitopologie fiir viele Fragen ,zu grob® ist.!") Man méchte daher den Begriff
der offenen Uberdeckung eines Schemas ersetzen durch einen Begriff, der eher die Flexibilitit offener
Uberdeckungen in der klassischen Topologie bietet. Es stellt sich heraus, daf dies die surjektiven Familien
étaler Morphismen leisten: im komplexen Fall ist ein Morphismus X — Y von Varietiten iiber C genau
dann étale, wenn er in der klassischen (analytischen) Topologie lokaler Isomorphismus ist ([Mu, Cor. 2
zu Thm. 3]; der entscheidende Punkt ist unsere Proposition 1.2.12). Lesen wir nun in der Definition das
Wort ,,Uberdeckung” als ,surjektiver étaler Morphismus®, so erhalten wir die Definition eines Torseurs
beziiglich der ,.étalen Topologie®.

Ein Zariski-Torseur ist natiirlich insbesondere ein étaler Torseur mit der — nun nicht mehr selbstverstind-
lichen — Eigenschaft, ,rational trivial“, d.h. auf einer Zariski-offenen Menge trivial zu sein. Die Serre—
Grothendiecksche Vermutung besagt nun, dafd ein rational trivialer étaler Torseur unter einer reduktiven
Gruppe bereits ein Zariski-Torseur ist (vgl. etwa [Se, 5.5, Remarque]). Wir beweisen diese Vermutung im
Falle eines endlichen Gruppenschemas sowie (nach Colliot-Thélene—Ojanguren und Raghunathan) im
Fall einer zerfallenden reduktiven Gruppe iiber einem unendlichen Korper.

Man beachte aber, da8 auch ein Torseur in der Zariskitopologie im allgemeinen kein Hauptfaserbiindel der zugrundeliegen-
den topologischen Rdume ist, weil ein (Faser-)Produkt von Schemata fiir gewohnlich nicht mit dem der zugrundeliegenden
topologischen Riume iibereinstimmt.

80 ist ja beispielsweise jede nichtleere offene Teilmenge einer (irreduziblen) Varietit dicht.



Voraussetzungen und Aufbau

Wir setzen beim Leser nur Vertrautheit mit der Sprache der Schemata in der algebraischen Geometrie
— etwa im Umfang des zweiten und dritten Kapitels von [Har] — sowie Grundkenntnisse in der Theorie
algebraischer Gruppen — etwa wie in [Hu] ohne die Klassifikation halbeinfacher Gruppen — voraus.

Darauf autbauend, stellt unser erstes Kapitel weitere Grundlagen bereit: Nach einigen Bemerkungen tiber
topologische Eigenschaften der Menge X(k) der Punkte eines Schemas X mit Werten in einem Korper k
folgt ein Abschnitt tiber glatte und étale Morphismen, die in [Har] nicht in der fiir uns notigen Allgemein-
heit betrachtet werden. Anschlieffend werden die Grundtatsachen der Garbentheorie auf Grothendieck-
(Pra-)Topologien dargestellt. Der nidchste Abschnitt behandelt Abstiegstheorie (descent): Die Sitze tiber
das Verkleben von (auch quasikohirenten) Garben und affinen Schemata beziiglich étaler oder fppf-
Uberdeckungen werden mehr oder weniger ausfithrlich bewiesen; Grothendiecks Sitze iiber das Verhal-
ten von Eigenschaften von Morphismen von Schemata beziiglich treuflachem Abstieg lediglich zitiert. —
Ein letzter Abschnitt behandelt algebraische Gruppen: wir ordnen die in Biichern wie [Hu], [Bor] oder
[Sp] verwendete klassische ,mengentheoretische® Sprache in die Welt der Schemata ein und vergleichen
insbesondere die verschiedenen Konstruktionen von Quotienten algebraischer Gruppen nach Untergrup-
pen. Zuletzt kommen einige Rationalititsfragen fir algebraische Gruppen tiber nicht algebraisch abge-
schlossenen Korpern zur Sprache, insbesondere im Hinblick auf die Bruhat-Zerlegung. Diese Resultate
sind in der tiblichen Lehrbuchliteratur nur sehr verstreut zu finden.

Das zweite Kapitel ist Torseuren gewidmet: die allgemeine Theorie (inkl. Restriktion und Erweiterung der
Strukturgruppe) behandeln wir im abstrakten Fall von Garbentorseuren, bei dem die (schwierigen) Exi-
stenzfragen vorldufig auflen vor bleiben kénnen. Anschlieflend widmen wir uns Torseuren auf Schemata
in der étalen oder der fppf-Topologie unter einem Gruppenschema G. Im Fall G = GL,, erhalten wir
nach Hilberts Satz 90 den bekannten Begriff des Vektorbiindels zuriick. In einem Exkurs geben wir einen
elementaren, auf Dedekind—Weber zuriickgehenden Beweis der Klassifikation der Vektorbiindel auf der
projektiven Geraden iiber einem Korper. Anschlielend studieren wir Torseure unter endlichen Gruppen-
schemata: Fiir sie beweisen wir eine Verschiarfung der Serre-Grothendieckschen Vermutung und zeigen
dann, daf$ im Falle konstanter endlicher Gruppen sogar ,,Reinheit* vorliegt, d.h. daf} die étale Kohomo-
logie eines Schemas mit Werten in einer konstanten endlichen Gruppe nicht von den Punkten der Ko-
dimension > 2 abhingt. Der Rest des Kapitels ist dem Beweis der Sitze von Colliot-Thélene—Ojanguren
gewidmet, die besagen: Es sei k ein unendlicher Kérper und G eine lineare algebraische Gruppe tiber
k. Gilt, erstens, die Serre—Grothendiecksche Vermutung fiir G-Torseure tiber jedem A}, so gilt sie fir
G-Torseure iiber jeder glatten k-Varietit. Zweitens liegt diese Situation insbesondere dann vor, wenn fiir
jede Korpererweiterung k C K jeder rational triviale G-Torseur iiber jedem Ay bereits trivial ist.

Im dritten Kapitel beweisen wir den Satz von Raghunathan, dafl im Falle einer k-zerfallenden zusam-
menhdngenden reduktiven Gruppe G tatsichlich jeder rational triviale G-Torseur auf jedem A} trivial
ist, was insbesondere die Serre—Grothendiecksche Vermutung fiir diese Gruppen impliziert. Der Beweis
ist ein Induktionsargument nach n; wesentliche Techniken sind die Fortsetzung von Torseuren von A} (X
ein Schema) nach IP);(, Grothendiecks Starrheitssatz fiir Vektorbiindel auf Familien projektiver Geraden
nebst seiner Verallgemeinerung fiir Torseure unter beliebigen linearen Gruppen sowie Quillens Patching-
Lemma aus dem Beweis der Trivialitit von Vektorbiindeln auf A}}. Da GLy, tiber jedem Korper zerfallend
ist, erhalten wir insbesondere einen Beweis dieses Resultats im Falle eines unendlichen Grundkoérpers.

Tatsdchlich ist die Serre—Grothendiecksche Vermutung auch fiir beliebige reduktive Gruppen G rich-
tig. Dies bewies Raghunathan im Jahr 1993 unter Verwendung des ersten Satzes von Colliot-Thélene—
Ojanguren, indem er also zeigte, dafd fiir eine solche Gruppe jeder rational triviale G-Torseur tiber A}
lokal trivial ist. Er verwendet dabei unter anderem auch einen groflen Teil der Techniken, die wir im drit-
ten Kapitel erklidren, so daf$ unsere Arbeit beim Studium des Artikels [Ra93] moglicherweise niitzlich sein
dirfte.



Konventionen

Alle Ringe sind kommutativ und besitzen ein Einselement. Den Begriff ,,Schema® verwenden wir wie
in [Har], ein Schema ist also ein Priaschema im Sinne von [EGA]. Bisweilen verwenden wir das Wort
»Varietat® und meinen damit gewohnlich ein integres Schema, das lokal von endlichem Typ iiber einem
Korper ist. Die Kategorie der Mengen bezeichnen wir mit Set, die der Moduln iiber einem Ring A mit
Mod(A) oder Mod A, die Kategorie der A-Algebren entsprechend mit Alg(A) oder Alg,. Das ausge-
zeichnete Element einer punktierten Menge nennen wir 0, 1 oder auch %. Das letztere Zeichen verwenden
wir auch fiir ein finales Objekt in einer Kategorie. Ist S ein Objekt einer Kategorie C, so bezeichnen wir
mit C/S die Kategorie der Objekte ,iiber S, also der Morphismen mit Ziel S. Ist X — S ein S-Objekt
und S’ — S ein Morphismus, so bezeichnen wir das S’-Objekt X x s S’ bisweilen auch mit Xg:. Ist k ein
Korper, so bezeichnen wir mit k einen algebraischen und mit Ksep €inen separablen Abschluf von k.

Wir vereinbaren auflerdem folgende Notation: ist A ein Ring und V ein A-Modul (den wir je nach Bedarf
als Links- oder Rechtsmodul auffassen), so wirken Matrizen tiber A durch formale Matrixmultiplikation
auf Matrizen tiber V. Das bedeutet insbesondere genauer: ist Q = (qy;) € A™ ™ eine Matrix, so konnen
wir n-Tupel von Elementen von V von links und m-Tupel von rechts mit Q multiplizieren, und zwar gilt
(mit (vi,...,vn) == (V1 ... va) ")

n
(Wi, ., Win) = Q(vi,...,vn) &= wi =) qyv; firalled,
j=1

m
Vicoov)=wy ..o wn)Q &= vy = Zwiqﬁ fiir alle j.

i=1

Die Niitzlichkeit dieser Notation ergibt sich daraus, daf3 die so definierten Verkniipfungen, wie man sich
leicht tiberlegt, den vertrauten Rechenregeln fiir Matrixmultiplikation gehorchen.

Einige Sitze und Beweise sind in kleinerem Druck gehalten, um deutlich zu machen, daf} sie — obschon fiir uns wichtig —
eine Unterbrechung des natiirlichen Gedankengangs in einem Abschnitt darstellen. Vielleicht wird die Struktur der Uberle-

gungen dadurch leichter erkennbar.
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1 Grundlagen

1.1 Punkte eines Schemas mit Werten in einem Korper

Es sei X ein S-Schema. Fiir ein weiteres S-Schema T schreiben wir wir tiblich X(T) := Homg, /s(T, X).
Ist S’ — S ein Morphismus und T ein S’-Schema, so haben wir eine kanonische Identifikation

X(T) = Homgg, /s(T, X) = Homgg, /s/(T, Xs/) = Xs/(T).

Ist k ein Korper tiber S, so induziert die kanonische Abbildung X(k) — X eine Topologie auf X(k), die
wir die S-Topologie der k-Punkte von X nennen wollen. Ohne Schwierigkeiten verifiziert man:

1.1.1 Proposition. Die Vorschrift X — X(k) definiert einen Funktor von den S-Schemata in die topologi-
schen Riume, der offene und abgeschlossene Einbettungen erhilt sowie projektive Limites auf mengentheo-
retische projektive Limites abbildet.

Beispielsweise ist die Abbildung (X xs Y)(k) — X(k) x Y(k) stets bijektiv und stetig, jedoch im allge-
meinen kein Homdomorphismus.

Offenbar ist Xeq(k) = X(k). Ist S” — S ein Morphismus und k ein Korper iiber S, so ist die S’-
Topologie auf X(k) feiner als die S-Topologie: dies folgt aus der Kommutativitit des Diagramms

Homg/ (Speck, Xs/) — Xg/

|

Homg/(Speck, X) — X.

Im allgemeinen ist die S’-Topologie auch echt feiner als die S-Topologie: in der R-Topologie auf A'(C)
beispielsweise sind i und —i topologisch nicht unterscheidbar, wihrend die C-Topologie die klassische
Zariskitopologie ist.

Ist im folgenden k ein Kérper und X ein k-Schema lokal von endlichem Typ, so betrachten wir auf X(k)

die k-Topologie, wenn wir nicht ausdriicklich etwas anderes sagen.

1.1.2 Proposition. Es sei k ein Korper, X — Speck lokal von endlichem Typ und k C K eine algebraische
Korpererweiterung. Dann ist in X(K) mit der k-Topologie jeder Punkt abgeschlossen.

Beweis. Ein k-Morphismus Spec K — X hat als Bild einen Punkt x € X, fiir den k(x) algebraisch tiber k
ist, und nach dem nichsten Lemma ist ein solcher Punkt abgeschlossen. O

1.1.3 Lemma. Sei X lokal von endlichem Typ iiber einem Korper k. Ein Punkt x € X ist genau dann abgeschlossen, wenn k(x)
algebraisch iiber X ist, und dann ist k C k(x) sogar endlich.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir affine Schemata zu beweisen. Sei also A endlich erzeugte k-Algebra und p C A ein
Primideal. Dieses ist genau dann maximal, wenn 0 = dim A /p = tr. deg, Quot A/p = tr. deg, k(p) ist, und in diesem Fall
ist A/p als endlich erzeugte Korpererweiterung sogar endlich nach dem Hilbertschen Nullstellensatz. O



1.1.4 Proposition. Es sei k ein Korper und X ein k-Schema. Dann induziert die natiirliche Abbildung
X(k) — X einen Homéomorphismus von X(X) auf die Menge der k-rationalen Punkte von X.

Beweis. Zu jedem Punkt x € X mit k = k(x) gehort genau ein k-wertiger Punkt Spec k = Spec k(x) —
X. Dies zeigt die Bijektivitit. Sei also Xo C X die Menge der k-rationalen Punkte. Dann ist X(k) — X
nach Definition stetig, und X(k) trigt die induzierte Topologie, also ist die Abbildung ein Homéomor-
phismus. O

1.1.5 Proposition. Es sei k ein Korper und X — Speck lokal von endlichem Typ. Ist k ein algebraischer

Abschluf$ von k, so ist X(k) — X ein Quasi-Homéomorphismus mit endlichen Fasern (wobei X(k) mit der
k-Topologie versehen ist).

Wir erinnern daran, dafi ein Quasi-Homoomorphismus f : X — Y stetiger Rdiume eine stetige Abbildung
ist, fiir die die induzierte Abbildung Op(Y) — Op(X) bijektiv ist, wobei Op(X) die Menge der offenen
Teilmengen von X bezeichnet.

Die Proposition zeigt beispielsweise, dal A™(k) mit der k- oder der k-Topologie irreduzibel ist. Bei ihrem
Beweis hilfreich ist das folgende

1.1.6 Lemma. Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Réiumen ist genau dann ein Quasi-Homdomorphis-
mus, wenn X die durch f induzierte Topologie trigt (d.h. wenn die offenen Mengen von X genau die f-Urbilder offener Mengen
in'Y sind) und f(X) jede nichtleere lokal abgeschlossene Teilmenge von Y schneidet.

Den problemlosen Beweis iibergehen wir hier.

Beweis der Proposition. Es gentigt zu zeigen, daf3 das Bild jede nichtleere lokal abgeschlossene Menge
schneidet; aber das ist eine der vielen Formulierungen des Hilbertschen Nullstellensatzes. Die Endlichkeit
der Fasern folgt daraus, daf8 ein Morphismus Spec k — X stets einen abgeschlossenen Punkt als Bild hat,
dessen Restklassenkorper L mithin eine endliche Erweiterung von k ist und sich damit nur auf endlich
viele Arten in k einbetten lif3t. 0

1.1.7 Korollar. Ist k ein unendlicher Korper, so ist A™(k) in A™(k), versehen mit der k-Topologie, dicht.

Beweis. Bekanntlich liegen die k-rationalen Punkte im Schema A} dicht (fiir n = 1 ist das die Tatsache,
dafd ein nichtverschwindendes Polynom in einer Variablen iiber einem Korper nur endlich viele Nullstel-

len hat; der Fall n > 1 folgt daraus durch Induktion). Also ist die Komposition A™(k) C A™(k) — A}

dominant, und da A™(k) die von A}’ induzierte Topologie trigt, folgt die Behauptung. O

1.1.8 Proposition. Essei k C K eine Korpererweiterung. Ist X ein k-Schema, so ist die Abbildung X(k) —
X(K) stetig, wobei X(K) mit der K-Topologie versehen ist.

Beweis. Wir konnen annehmen, dafl X = Spec A affin ist. Sei Z<+»Xx gegeben durch ein Ideal I C Ak =
A Ry K, wobei es geniigt, den zyklischen Fall I = (f) zu betrachten. Fiir einen k-Homomorphismus
@ : A — k wollen wir untersuchen, wann @k : Ax — K tiber Ay /I faktorisiert. Wihle eine k-Basis
(xi)ic1 von K und schreibe f = ) f; ® x; mit f; € A. Dannist k(f) = > ; ¢(fi)xy, und diese Summe
verschwindet genau dann, wenn alle @(f;) verschwinden, wenn also ¢ tiber A/Ip mit Iy = } ;(f)
faktorisiert. O

1.1.9 Korollar. In der Situation der Proposition ist die k-Topologie auf X(k) die Teilraumtopologie von
X(k) € X(K), wobei X(K) die k- oder die K-Topologie tragen kann.



Beweis. Fiir X(K) mit der k-Topologie ist die Aussage klar, da X(k) — X iiber X(K) faktorisiert. Fiir
X(K) mit der K-Topologie betrachte die Abbildung

{K-abgeschlossene Teilmengen von X(K)} — {k-abgeschlossene Teilmengen von X(k)} .

Sie ist wohldefiniert nach der Proposition; sie ist aber surjektiv, denn eine abgeschlossene Teilmenge von
X(k) ist Einschrankung einer k-abgeschlossenen Teilmenge von X(K), und die K-Topologie ist feiner als
die k-Topologie. O

Insbesondere ist fiir einen unendlichen Kérper k der Raum A™(k) irreduzibel: denn A™(k) ist dicht in
A™(k) mit der k-Topologie; letzterer Raum ist irreduzibel, also auch A™(k) mit der induzierten Topolo-
gie, aber diese ist identisch mit der k-Topologie.

1.1.10 Proposition. Es sei X ein S-Schema und k ein S-Korper. Ist k unendlich, so ist die Abbildung
A;((k) — X(k) (in der S-Topologie) offen.

Beweis. Wir missen zeigen, daf fiir eine offene Teilmenge U<es A;( das Bild von U(k) — X(k) offen
in der S-Topologie ist. Wir konnen annehmen, daf8 S = SpecR und X = Spec A affin sind, und daf3
U = Spec A[T]r mit einem Polynom F = Z?:o ¢;Tt € A[T] ist. Ein R-Homomorphismus ¢ : A — k
liegt genau dann im Bild von Homg(A[T]f, k) — Homg(A, k), wenn es ein a € k gibt mit F®(a) # 0
(wobei F® = Z{l:o @(ci) Tt € k[T] ist). Da k unendlich ist, ist dies genau dann der Fall, wenn F® # 0
ist, wenn ¢ also iiber einen der Ringe A, faktorisiert, und das bedeutet gerade, dafl ¢ in der durch
Uity D(ci) C Spec A definierten offenen Teilmenge von X(k) = Homg(A, k) liegt. O

Durch wiederholte Anwendung der Proposition folgt, daf auch A(k) — X(k) im Falle eines unend-
lichen Korpers k offen ist. Wir werden dies beispielsweise benotigen fiir Abbildungen zwischen Matri-
zenrdumen, die einige Zeilen oder Spalten ,,vergessen®.

1.2 Glatte, unverzweigte und étale Morphismen

Wir stellen hier die abstrakten Defintionen glatter und étaler Morphismen von Schemata bereit. Die
definitive Referenz ist [EGA, IV, § 17]; im Falle von Glattheit geben wir jedoch Charakterisierungen,
die dort nur sehr implizit zur Sprache kommen.

Definition. Essei A ein Ring. Eine A-Algebra B heif3t formell glatt (bzw. formell unverzweigt bzw. formell
étale), wenn fiir jede A-Algebra R und jedes nilpotente Ideal I C R die Abbildung Homyg, (B,R) —
Homyg, (B, R/I) surjektiv (bzw. injektiv bzw. bijektiv) ist.

Formelle Glattheit bedeutet also: ist R eine beliebige A-Algebra und I C R ein nilpotentes Ideal, so
existiert in jedem kommutativen Diagramm

—_——

A R
7
l H/i
//
B

——R/I

ein gestrichelter Pfeil. Formelle Unverzweigtheit bedeutet, daf$ es hochstens einen solchen Pfeil gibt. Alle
Begriffe bleiben identisch, wenn man die Forderung, daf} I nilpotent ist, verstirkt zu Z=0 (Beweis
durch Induktion nach n in I"™ = 0). Unter dieser stirkeren Voraussetzung kann man die Frage nach der
Eindeutigkeit von Liftungen kann man noch priziser fassen:

10



1.2.1 Proposition. Es sei B eine A-Algebra, R eine weitere A-Algebra und 1 C R ein Ideal mit 17 = 0. Es
sei f : B — R/I ein Homomorphismus von A-Algebren. Dann ist die Menge aller Liftungen F : B — R von
f ein Torseur unter der Gruppe Der o (B, 1), wobei I vermage f als B-Modul aufgefafst wird.

Dabei ist ein Torseur unter einer Gruppe eine (moglicherweise leere) Menge, auf der die Gruppe frei und
transitiv operiert.

Beweisskizze. Es sei F : B — R eine Liftung von f. Es geniigt zu zeigen: fiir eine Funktion D : B — Rist
F + D genau dann eine weitere Liftung von f, wenn D eine A-Derivation B — I ist; aber dies lafit sich
miihelos nachrechnen. O

Insbesondere folgt aus Q]]3 sa = 0, dafl B formell unverzweigt tiber A ist. Die Umkehrung gilt auch, vgl.
[EGA, IV.17.2.1].

1.2.2 Beispiel. Essei A ein Ring. Ist S C A ein multiplikatives System, so ist A — S™'A formell étale. Der
Polynomring A[X7, ..., Xul ist formell glatt iiber A.

Beweis. Nicht ganz offensichtlich ist nur die formelle Glattheit von Lokalisierungen. Ist aber R eine A-
Algebra, I C R nilpotent und f : S™'A — R/I ein A-Homomorphismus, so ist jedes s € S invertierbar
in R/I und damit bereits in R, also faktorisiert A — R/I iiber S~ 'A. O

1.2.3 Proposition. Fiir die definierten Begriffe gelten folgende Rechenregeln:

1. Transitivitit: Ist B formell glatt (unverzweigt, étale) iiber A und C formell glatt (unverzweigt, étale)
itber B, so ist C auch formell glatt (unverzweigt, étale) iiber A.

2. Stabilitiit unter Basiswechsel: Ist A’ eine A-Algebra, so ist fiir eine formell glatte (unverzweigte, étale)
A-Algebra B auch die A’-Algebra B @ o A’ formell glatt (unverzweigt, étale).

3. Kiirzungsregel: Ist eine Komposition A — B — C formell unverzweigt, so auch B — C. Ist A — B
formell unverzweigt und die Komposition A — B — C formell glatt (étale), so ist auch B — C
formell glatt (étale).

Beweisskizze. Die Transitivitit iiberlassen wir dem Leser. Die Stabilitit unter Basiswechsel folgt daraus, daf3 Basiswechsel
linksadjungiert zum Vergififunktor ist: fiir jede A’-Algebra R gilt Homy, A (B,R) = Homyy, , (B ®a A’ R). Fiir die
Kiirzungsregel sei R eine B-Algebra und I C R ein nilpotentes Ideal. Betrachte das folgende Diagramm:

Homyg, (C, R) ——— Homag, (C,R/1)

Homyyg, (C,R) —— Homayyg, (C,R/T)

Ist A — C formell unverzweigt, so ist der untere horizontale Pfeil injektiv, und damit auch der obere. Ist aber A — B
formell unverzweigt, so ist das Diagramm kartesisch (ein Faserproduktdiagramm), und damit folgt aus der Surjektivitit des
unteren auch die des oberen Pfeils. O

Insbesondere ist, fiir ein multiplikatives System S C A, eine S~'A-Algebra B genau dann formell glatt
(unverzweigt, étale), wenn sie es tiber A ist. Es gilt aber noch mehr:

1.2.4 Proposition (Lokale Natur formeller Glattheit). Eine endlich prisentierbare A-Algebra B ist genau
dann formell glatt (unverzweigt, étale), wenn es by, ..., by € B gibt mit (by,...,byn) = B, so daf jedes
By, eine formell glatte (unverzweigte, étale) A-Algebra ist.

Die Aussage ist in [EGA, 1V.17.1.6] ohne die Endlichkeitsvoraussetzung formuliert; allerdings weif ich im Fall formeller
Glattheit nicht, warum der Beweis ohne diese Voraussetzung auskommt.
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Beweisskizze. Es ist nur ,immer dann zu zeigen. Der Fall formeller Unverzweigtheit ist eine einfache Ubung. Im Fall for-
meller Glattheit sei R eine A-Algebra, I C R ein Ideal mit I = 0 und f : B — R/I ein Homomorphismus von A-Algebren.
Fiir jedes i sei 11 € R ein Element mit f(b:) = [ri]. Dann gilt auch (r1,...,mn) = R. Es sei N := Dera (B, I). Fiir jedes
T € R ist die Menge aller Liftungen von B — (A /I); nach A, ein Torseur unter Dera (B, 1) = N, (fiir diese Isomorphie
bendétigen wir die Endlichkeitsannahme an B). Nach Voraussetzung existiert fiir jedes i eine Liftung von B — (A/I):,
nach A, . Die paarweisen Differenzen von Liftungen B — Afm liefern dann einen Cech-Kozykel der Modulgarbe N auf
Spec R. Die Kohomologie einer quasikohidrenten Garbe auf einem affinen Schema verschwindet jedoch ([EGA, I1I.1.3.1]),
und eine Trivialisierung dieses Kozykels liefert eine Liftung von B — A /I iiber A. (Im Sinne des spiteren Verlaufs dieser
Arbeit hitten wir auch formulieren konnen: die lokalen Liftings bilden einen Garbentorseur auf Spec R in der Zariskitopo-
logie). O

Definition. Es sei f : X — Y ein Morphismus von Schemata. f heifdt glatt in x € X, wenn f in einer
Umgebung von x lokal endlich prasentierbar ist und Ox x eine formell glatte Oy ¢(,,)-Algebra ist. f heif3t
glatt, wenn f in jedem x € X glatt ist; dann sagt man auch, X sei glatt iiber Y. Die analogen Definitionen
trifft man fiir ,unverzweigt und ,étale”.

Eine A-Algebra B heif3t glatt (in q € Spec B), wenn Spec B — Spec A glatt (in q) ist. Analog fiir un-
verzweigt und étale. Fiir Algebren bedeutet ,.glatt“ dasselbe wie ,formell glatt und endlich prisentiert®,
analog fiir alle anderen Begriffe. Dies beweist man analog zum Beweis der lokalen Natur formeller Glatt-
heit.

Definition. Es sei k ein Korper. Ein lokal noethersches k-Schema X heifdt geometrisch regulir in x € X,
wenn fur jede Korpererweiterung k C K das Schema X Xy K reguldr ist in jedem Punkt, der auf x
projiziert.

1.2.5 Satz. Essei f : X — Y ein Morphismus von Schemata und x € X ein Punkt, so daf$ f in einer
Umgebung von x lokal endlich prisentierbar ist. Es seiy = f(x). Dann gilt:

1. f ist genau dann glatt in x, wenn f in x flach und das (lokal noethersche) k(y)-Schema £~ (y) geo-
metrisch reguliir in X ist.

2. fist genau dann unverzweigt in x, wenn myOx x = My und k(y) — K(x) endlich separabel ist.

3. fist genau dann étale in x, wenn f in x flach und unverzweigt ist.
Beweis. [EGA,1V.17.4.1,5.1, 6.1]. O

Sei insbesondere ¢ : A — B ein endlich prasentierbarer Ringhomomorphismus, ¢ € SpecB und p =
@ 1(q). Ist A — B (d.h. Spec B — Spec A) glatt in g, so ist Ap — Bgflach, und B,/pBg ist ein regulirer
lokaler Ring.

1.2.6 Korollar. Es sei k ein Korper. Ein k-Schema X ist genau dann glatt in x € X, wenn X auf einer
Umgebung von x von endlichem Typ und geometrisch regulir in x ist.

Insbesondere sind glatte Morphismen offen, denn es gilt:

1.2.7 Proposition. Jeder flache, lokal endlich prisentierbare Morphismus von Schemata ist offen.

Beweis. Dies ist eine (nichttriviale) Folgerung aus dem Going-Down-Satz fiir flache Algebren, sieche im
noetherschen Fall [Mat, 6.I] oder [Mi80, 1.2.12] und im allgemeinen Fall [EGA, 1V.2.4.6]. O

1.2.8 Beispiel. Es sei k ein Korper. Eine k-Algebra A ist genau dann unverzweigt, wenn sie Produkt endlich
vieler separabler Korpererweiterungen von k ist, und dann ist sie sogar endlich und étale.
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Beweis. ,2Jmmer dann® ist klar. Fiir ,nur dann“ sei X := Spec A — Speck unverzweigt. Dann ist X
noethersch, und fir jedes x € X gilt my = 0, also ist Ox x = k(x). Nach Voraussetzung ist k(x) ei-
ne endliche separable Erweiterung von k. Insbesondere ist x abgeschlossen, und da X nur endlich viele
irreduzible Komponenten besitzt, ist X endlich. O

1.2.9 Proposition. Essei A ein liing. Sind F, Q € A[X] Polynome, und ist F unitiir, so ist B := (A[X]/(F))q
genau dann étale iiber A, wenn F' (mit ¥/ = dF/dX) in B invertierbar ist.

Man sagt dann, B sei standard-étale tiber A.

Beweis.

1. Seizundchst A = k ein Korper. Dannist F = [ [; Ffi mit paarweise nichtassoziierten irreduziblen
Polynomen Fy, und B = [; By mit By := (k[X]/(F{") g nach dem chinesischen Restsatz. Da jedes
kIX]/( Ffi) ein lokaler (artinscher) Ring ist, gilt

0 falls F; | Q,
Bi = o
k[X]/(F{*) sonst.

Nach dem letzten Beispiel ist B also genau dann étale iiber k, wenn k[X]/ (Fiei) eine endliche se-
parable Korpererweiterung von Kk ist fiir jedes i mit F; 1 Q, und dies ist dquivalent zu e; = 1 und
F! # 0 fiir alle i mit F; Q.

Andererseits ist F’ genau dann invertierbar in B, wenn es in jedem B; invertierbar ist. Diese Bedin-
gung ist nur nichttrivial fiir F; 1 Q; fixiere also ein solches i. Mit G := [ [; £ F].e ,alsoF=F -G,

folgt dann

1 6171

-F/-G inBi.

PR G ter®  FH-GoeRi™

Dieses Element ist genau dann invertierbar, wenn e; = 1 und F{ 2 0 ist (denn dann ist Fj automa-
tisch invertierbar in B;), und dies ist genau die Bedingung, unter der B étale iiber k ist.

2. Sei nun A beliebig. Da F unitir ist, ist A[X]/(F) frei und deswegen B flach tiber A, so daf§ wir
uns nur um die Unverzweigtheit kiimmern miissen. Man sieht jedoch schnell, daf} B genau dann
unverzweigt ist, wenn B ® o k(p) unverzweigt iiber k(p) fiir alle p € Spec A ist. Nach dem schon
behandelten Fall ist dies dquivalent dazu, dal F’ in B ® o k(p) invertierbar wird fiir jedes p. Die
Behauptung folgt dann aus dem néchsten Lemma.

O]

1.2.10 Lemma. Es sei B eine A-Algebra. Ein Element b € B ist genau dann invertierbar, wenn es in jedem
B ®a k(p), p € Spec A, invertierbar ist. (Es geniigt sogar, nur maximale Ideale zu betrachten.)

Zum Beweis betrachte beispielsweise die durch B definierte quasikohirente Garbe von s A-Algebren
auf Spec A. — Man kann sogar zeigen, daf8 standard-étale Algebren in gewissem Sinn die ,einzigen“ Bei-
spiele étaler Morphismen sind:

1.2.11 Satz. Ein Morphismus Y — X von Schemata ist genau dann étale, wenn es fiir jedes y € Y mit Bild
x € X offene affine Umgebungeny € V = Spec B und x € U = Spec A gibt, so daf§ A — B standard-étale
ist.

Der Beweis ist schwierig und verwendet Zariskis Hauptsatz; siche etwa [Mi80, 3.14]. Eine sehr der geo-
metrischen Intuition entgegenkommende Version dieses Kriteriums ist:
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1.2.12 Proposition. Ein Morphismus Y — X von Schemata ist genau dann étale, wenn es fiir jedesy € Y
mit Bild x € X offene affine Umgebungeny € V = SpecB und x € U = SpecA gibt, so daf§ B =
AlXq, .., XWl/(Fr, ..o Fr) gilt und det(0F;/0X;)1 5 in C invertierbar ist.

Zum Bewetis siehe etwa [Mi80, 1.3.16], wobei die Notwendigkeit direkt aus dem Satz (sogar mit n = 2)
folgt.

1.2.13 Korollar. Es sei A ein Ring, B = A[Xy,..., Xul/(F1,...,Fn) und d € A[Xy,..., Xyl die De-
terminante der Jacobimatrix (0F;/0X;)ij. Ist p C B ein Primideal mit d ¢ p (wir unterscheiden in der
Notation nicht zwischen d und seinem Bild in B), so ist A — B étale in p.

Beweis. Falls sogar d € B> gilt, ist A — B étale nach der Proposition. Wir reduzieren auf diesen Fall.
Wir finden nimlich ein b € B — p, so daff d in By, invertierbar wird. Sei Q € A[Xj, ..., Xy] ein Urbild
von b. Dann haben wir

Bb :A[X1»"'aXTl-H]/(F]a"'vFTDQ'XTI-H - 1))

und die Determinante der neuen Jacobimatrix ist (nach der Kistchenregel) d’ = d.Q. Das Bild von d’ in
By ist d.b € By, also ist A — By, étale. O

Als néchstes behandeln wir dhnliche ,,Jacobikriterien® fiir Glattheit von Morphismen.

1.2.14 Satz. Es sei k ein noetherscher Ring und A eine glatte k-Algebra. Es sei | C A ein Ideal, B = A/1
und q € Spec B mit Urbildern p in A und po in K. Dann sind dquivalent:

1. k — Bistglattinq.
2. By ist (formell) glatte k,, -Algebra.

3. Es gibt Elemente Fq,...,Fy € [ und k-Derivationen D1,..., Dy : A — B mit Z{:1 FiA, = 1A,
und det (Dj(Fy))i; € B —q.

Ist speziell A = k[Xq, ..., Xnl ein Polynomring, so sind 1.-3. auch iquivalent zu

4. Es gibt Elemente Fy,... Fr € Imit ) ;_; FiA, = IA,, so daff mindestens ein r-reihiger Minor der
Jacobimatrix (0F;/0X;)i; € AT ™ nicht in p liegt (insbesondere ist v < 1).

Beweis. ,1. &= 2. ist trivial, und die Aquivalenz ,2. <= 3.“ findet sich in [Mat, 29.E]. Im speziellen
Fall A = k[X1,...,Xq] ist ,4. = 3. ist klar, denn jeder Ableitungsoperator 0/0X; : A — A — B ist
eine k-Derivation, und wir miissen nur r von diesen auswihlen. Es bleibt also nur ,,3. = 4. zu zeigen.
Wegen Dery(A,B) = HomA(Qk/k,B) und Q}\/k = @i, A.dX; fir A = k[Xy,..., Xy ist jede k-
Derivation A — B eine A-Linearkombination der Ableitungsoperatoren 9/0X;. Damit erhalten wir eine
n x r-Matrix Q iiber A mit (Dj(Fi))ij = (0Fi/0X;)i;.Q. Uber dem Kérper k(p) = k(q) folgt daraus
T =1k(Dj(Fi))i; < rk(9F;/0Xj)i; < 1, und das zeigt die Behauptung. O

1.2.15 Zusatz. Sind die dquivalenten Aussagen 1.-3. des Satzes erfiillt, so sind Bq/poBgq und Ap/poAy re-
gulire lokale Ringe mit dim(Bg/poBg) = dim(Ay/poAp) — 1, wobei T wie in 3. ist.

Insbesondere ist T im Satz eindeutig bestimmt, und ist speziell k ein Kérper, so sind B und A, regulare
lokale Ringe mit dim By = dim A, — .
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Beweis. Indem wir k durch k/pg ersetzen, konnen wir py = 0 annehmen. Da A in p und B in q glatt
sind, sind dann A, und B, regulire lokale Ringe. Das bedeutet dim A, = dimg(p ®a K) und dim B, =
dimg (g ®a K) mit K = k(p) = k(q). Die exakte Sequenz von A-Moduln 0 — I — p — q — O liefert
nach Lokalisieren eine exakte Sequenz

N
0= FiAy = p@aA, 2 g@aA, =0,
i=1
und durch Ubergang zu K-Vektorraumen erhalten wir eine exakte Sequenz
T
ZFiK—>p®AK—>q®AK—>O.
i=1

Wir sind also fertig, wenn wir zeigen, dafd die Elemente F; ® 1 € p ® o K linear unabhingig tiber K sind.
Die k-Derivationen D1,...,D, : A — B induzieren aber k-Derivationen A, — B, — K, und diese
wiederum K-lineare Abbildungen p @A K = pA,/ pzAp — K. Deren Produkt p® A K — K7 bildet nun
aber F1®1, ..., F,®1 aufr linear unabhingige Zeilen ab (die zusammen die Matrix (D;(F;))i; € GL-(K)
bilden), und damit miissen die F; @ 1 bereits K-linear unabhingig gewesen sein. O

1.2.16 Proposition. Es sei Y — X ein glatter, surjektiver Morphismus von Schemata. Dann gibt es ein
Schema Y' und einen Morphismus Y' —Y, so daf8 die Komposition Y’ — Y — X étale und surjektiv ist.

Beweis. [EGA,1V.17.16.3] ]

Man kann die Proposition auch so aussprechen, daf jede glatte Uberdeckung eines Schemas verfeinert
werden kann zu einer étalen Uberdeckung. Diese Aussage wird im Studium von Torseuren unter alge-
braischen Gruppen wesentlich sein, vgl. 2.1.23.

1.3 Topologien und Garben

1.3.1 Prigarben

Es sei C eine Kategorie. Eine Prigarbe .# auf C ist dasselbe wie ein Funktor .%# : C°? — Set. Ein Morphis-
mus von Prigarben ist eine natiirliche Transformation solcher Funktoren; die Kategorie der Prigarben
auf C bezeichnen wir mit Presh(C) (von englisch ,,presheaf®). Sie enthilt C als volle Unterkategorie:

1.3.1 Satz (Lemma von Yoneda). Fiir jede Kategorie C definiert X — X := Homc(__, X) einen volltreuen
Funktor C < Presh(C).

Der Satz ist ein Spezialfall (mit .# := D fiir ein Objekt D € C) der allgemeineren

1.3.2 Proposition (Allgemeines Lemma von Yoneda). Fiir ein Objekt C € C und eine Priigarbe .F ist die
Abbildung Hompeegn c(C, 7) — F(C), @ = @(C)(idc), bijektiv

Die einfachen Beweise tibergehen wir hier. Eine Prigarbe der Form X = Homc(__, X) heifdt auch dar-
stellbar.
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1.3.2 Grothendieck-Topologien und Garben

Wir versuchen hier, das allernotigste der Garbentheorie zu erkldren, ohne den umfangreichen Begriffs-
apparat von [SGA 3] oder [SGA 4] zu benotigen. Die meisten Beweise skizzieren wir nur soweit, dafl der
Leser sie selbst im Detail ausfithren kann.

Definition. Es sei C eine Kategorie. Ein Morphismus Y — X in C heiflt quadrierbar, wenn fiir jeden
Morphismus X’ — X das Faserprodukt Y x x X' existiert.

Definition. Es sei C eine Kategorie. Eine (Grothendieck- )Topologie(ﬁ) E auf C zu definieren, bedeutet, fiir
jedes Objekt X € C anzugeben, welche Familien (Y; — X); quadrierbarer Morphismen mit Ziel X man
als Uberdeckungen bezeichnen mochte, wobei folgende Axiome erfiillt sein miissen:

1. Ist (Y; — X)j eine Uberdeckung, und ist X’ — X ein beliebiger Morphismus, so ist auch (Y; x x
X" — X’); eine Uberdeckung.

2. Ist (Y; = X); eine Uberdeckung, und ist fiir jedes 1 eine Uberdeckung (Zi; — Y;); gegeben, so ist
(Zi5 — Yi — X)1; eine Uberdeckung.

3. (X i, X) ist eine Uberdeckung, (i}
Man nennt das Paar (C, E) einen Situs und schreibt auch Cg := (C, E).
Beispielsweise laf3t sich die Kategorie Set der Mengen mit einer Grothendieck-Topologie versehen, indem

man eine Familie (f : Y; — X) als iiberdeckend bezeichnet, wenn sie surjektiv ist, wenn also X = |_J; f(Yi)
gilt. — Die fiir uns wichtigen Beispiele sind:

Definition. Es sei X ein Schema und ) = (Y; — X) eine surjektive Familie von Morphismen. ) heif3t
1. fppf-Uberdeckung, wenn alle Y; — X flach und lokal endlich prisentierbar sind,
2. étale Uberdeckung, wenn alle Y; — X étale sind,
3. Zariski-Uberdeckung, wenn alle Y; — X Koprodukte offener Einbettungen sind. ™)

Offenbar gilt: ) Zariski-Uberdeckung = 9) étale Uberdeckung = ) fppf-Uberdeckung, und die

Axiome einer Grothendiecktopologie sind erfiillt. Die entsprechenden Sittis bezeichnen wir mit Schg,pf,
Sche; und Schy,,.

@ pritopologie in der Nomenklatur von [SGA 4, Exp. 11, § 1.3].
i Da Faserprodukte nur bis auf Isomorphie eindeutig gegeben sind, lesen wir das erste Axiom genauer folgendermafen: ist

(Yi — X); eine Uberdeckung, X’ — Xein Morphismus, und ist fiir jedes i ein kartesisches Diagramm

Y{ —X'

|

Yi —=X

gegeben, so ist (Y{ — X’); eine Uberdeckung. Aus dem dritten Axiom ergibt sich dann, daf} jeder Isomorphismus eine
Uberdeckung ist.

™ Zur Terminologie: die fppf-Topologie heifit auf Franzésisch ,topologie fidélement plate de présentation finie, wodurch sich
die Bezeichnung fppf erklirt. Der Name der Zariskitopologie kommt daher, da} in ihr die Uberdeckungen eines Schemas im
Wesentlichen seine offenen Uberdeckungen im klassischen Sinne sind, und man die iibliche Topologie auf dem Spektrum
eines Ringes ja aus historischen Griinden als Zariskitopologie bezeichnet. Die étale Topologie schliellich ist nach den étalen
Morphismen benannt, deren Bezeichnung aber eine dem (nicht frankophonen) Verfasser immer noch mysteriose Bedeutung
hat.
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Diese Topologien haben einige gemeinsame Eigenschaften — beispielsweise sind alle Morphismen in einer
Uberdeckung offen, was wichtig ist fiir gewisse Kompaktheitsargumente —, wir werden diese Gemeinsam-
keiten jedoch nicht axiomatisieren.

Definition. Es sei Cg ein Situs. Eine Prigarbe .# € Presh(C) ist eine E-Garbe, wenn fiir jedes Objekt X
und jede Uberdeckung (Y; — X); die Sequenz

F(X) —= 1. Z(Y) == Ty Z (Y xx Y;)

exakt, also ein Equalizerdiagramm ist. (Dies impliziert definitionsgemaf$ die Injektivitit des ersten Pfeils.)
Die volle Unterkategorie der Garben bezeichnen wir mit Shv(Cg) C Presh(C). Eine Prigarbe, fiir die
immerhin .7 (X) — [[; % (Yi) immer injektiv ist, heifit separiert (in der E-Topologie).

1.3.3 Beispiel. Eine Prigarbe .# € Presh(Sch) ist genau dann eine Garbe auf Schy,,, wenn fiir jedes
Schema X und jede offene Uberdeckung X = | J; U, die Sequenz

F(X) —[1,.Z (W) —=T1; Z(Win )

exakt ist, wenn also .7 fiir jedes Schema X durch Einschrinkung eine Garbe auf dem topologischen Raum X
im klassischen Sinn induziert.

Beweis. ,Nur dann“ ist klar, denn (U; — X); ist eine Zariski-Uberdeckung, und U; xx U = Uy N
U;. Fir ,immer dann® bemerken wir zuerst, dafl aus der vorausgesetzten Eigenschaft die Beziehung

F (11 X41) = 7 (Xi) fiir jede Familie (X;) von Schemata folgt; mit dieser Beobachtung folgt dann
schnell die Exaktheit der einschligigen Sequenz fiir eine beliebige Zariski-Uberdeckung (Y; — X);. [

Da jede Zariski-Uberdeckung auch eine étale Uberdeckung ist usw., haben wir
Shv(Schg,,¢) C Shv(Sche) C Shv(Schz,.) C Presh(Sch).
Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis des wichtigen Satzes gewidmet, dafy die Yoneda-Einbettung

Sch — Presh(Sch) ihr Bild in Shv(Schg,,r) hat, daf also jeder Funktor X = Homge (__, X) mit einem
Schema X eine fppf-Garbe definiert. Der erste Schritt dazu ist:

1.3.4 Proposition. Die Yoneda-Einbettung Sch C Presh(Sch) faktorisiert iiber Shv(Schy,,), d.h. jeder
Funktor X = Homge, (__, X) ist eine Garbe in der Zariskitopologie.

Beweis. Dies ist nur die Aussage, dafl ein Morphismus von Schemata Y — X eindeutig gegeben ist durch
(kompatible) Einschrankungen V; — X, wobei Y = (J; V; eine offene Uberdeckung ist. ]

1.3.5 Proposition. Eine Zariski-Garbe 7 € Shv(Schy,,) ist genau dann eine Garbe in der fppf-Topologie
(bzw. der étalen Topologie), wenn fiir jeden treuflachen, endlich prisentierbaren (bzw. jeden treuflachen und
étalen) Ringhomomorphismus A — B das Diagramm

F(A) — F(B) —=.7(B®aB)

exakt ist. (Dabei schreiben wir % (A) fiir % (Spec A).)
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Beweis. Es ist nur ,immer dann® zu zeigen. Sei also (Y; — X); eine surjektive Familie flacher und lokal
endlich prisentierbarer Morphismen. Durch Ubergang zu [ [, Y; reduziere auf den Fall, daf die Familie
nur aus einem einzigen Morphismus Y — X besteht (hier benétigt man, dafl .# Zariskigarbe ist). Es ist
also nur zu zeigen, dafl dann die Sequenz

F(X) —=F(Y) == Z(Y xxY)

exakt ist. Nehmen wir zunichst an, daf X affin ist. Es sei Y = (J; Yi mit affinen offenen Unterschemata
Yi, 1 € L Eine Teilmenge ] C I heifle zulissig, wenn sie endlich ist und Yy := Hje ]Y]- —Y = X
immer noch surjektiv ist. Da Y — X offen und X quasikompakt ist, existieren zuldssige Teilmengen. Ist
J C I zuléssig, so ist Y; — X ein treuflacher, endlich prasentierbarer Morphismus affiner Schemata. Im
Diagramm

F(X) —=Z(Y) /= 7 (Y xxY)

| |

F(X) —= F(Y)) == Z(Y) xx Y))

ist dann nach Voraussetzung die untere Zeile exakt. Dies zeigt die Injektivitit von .% (X) — Z(Y). Ist nun
y € Z(Y) mit identischen Bildern in .% (Y xx Y), so erhalten wir ein eindeutig bestimmtes xj € .% (X),
das in .7 (Yj) dasselbe Bild hat wie y. Dann ist aber xj = xj» =: x fiir beliebige zuldssige Teilmengen
J,J' C I (betrachte J U J'). Da die zuldssigen Teilmengen ganz I {iberdecken, haben insbesondere x und
y dasselbe Bild in jedem % (Y;), also muf das Bild von x in .# (Y) identisch mit y sein.

Ist nun X beliebig, so wihle eine offene affine Uberdeckung X = (J; Ui und setze Vi = Y x xU;. Betrachte
dann das folgende Diagramm:

F(X) = F(Y) F(Y xxY)

S—

Hi;(ui) = [ 7V

I T

[T 7 (Uinly) 5T Z(VinYg)

. Vi)

Nach Voraussetzung sind die beiden linken Spalten exakt, und nach dem schon Bewiesenen auch die
zweite Zeile. Insbesondere ist o’ injektiv und damit auch o. Dies zeigt aber die Separiertheit im allgemei-
nen Fall, also ist auch «” injektiv. Mit dieser Zusatzinformation folgt dann die Exaktheit der ersten Zeile
aus derjenigen der zweiten. — Der Beweis fiir die étale Topologie verlduft genauso. O

1.3.6 Bemerkung. Eine weitere Charakterisierung von Garben ist: Eine Prigarbe .7 € Presh(Sch) ist genau
dann eine Garbe in der fppf-Topologie (der étalen Topologie), wenn gilt: fiir jede Familie (Xi) von Schemata
ist die Abbildung 7 (] [, Xi) — [ [ -# (Xi) bijektiv, und fiir jeden treuflachen, lokal endlich prisentierbaren
(étalen und surjektiven) Morphismus Y — X von Schemata ist die Sequenz

F(X) —=Z(Y) —= Z(Y xxY)

exakt. ,Nur dann ist klar; fiir immer dann® geniigt es nach der Proposition zu zeigen, dafS eine solche
Priigarbe eine Zariski-Garbe ist. Ist aber X = | J; U eine offene Uberdeckung, so ist | [; Ui = Y — X étale
und surjektiv mit Y xx Y =] [;; Ui N W

1.3.7 Proposition. Ist A — B treuflach und R ein beliebiger Ring, so ist die Sequenz
HomRing(R) A) — HomRing(Ra B)—/—= HomRing(R» B ®a B)

exakt.
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Dies folgt unmittelbar aus dem Spezialfall M = A im folgenden

1.3.8 Lemma. Essei A — B treuflach und M ein A-Modul. Dann definiert M @A B — M ®a B ®a B,
MIb— Mb®1—m®1®Db, eine exakte Sequenz0 - M — M @ B - M ®a B ®a B von
A-Moduln.

Beweis. [Mi80,1.2.18] O

1.3.9 Korollar. Jedes affine Schema definiert eine Garbe in der fppf-Topologie.

Beweis. Folgt aus 1.3.4, 1.3.5 und 1.3.7. O

1.3.10 Satz. Jedes Schema definiert eine Garbe in der fppf-Topologie (und a fortiori auch in der étalen
Topologie).

Beweisanleitung. Dies wird auf den Fall affiner Schemata zuriickgefiihrt. Fiir die Injektivitdt in der ein-
schligigen Sequenz bendtigt man dabei: ist g : Y — X treuflach, und sind f, f’ : X — S Morphismen mit
fog = f’og, sostimmen f und f’ als stetige Abbildungen iiberein (denn g ist surjektiv). Beim Beweis der
Liftungseigenschaft benutzen wir die Offenheit von g: ist dann ndmlich V' C Y offen, so ist V. — g(V)
treuflach und lokal endlich prisentierbar. O

Man spricht den Satz auch dergestalt aus, daf3 die fppf-Topologie gréber als die kanonische Topologie sei.
Dabei ist die kanonische Topologie auf einer Kategorie definitionsgemif} die feinste Topologie, die alle
darstellbaren Prigarben zu Garben macht. Wir werden sie im folgenden nur im Rahmen der genannten
Floskel erwdhnen.

1.3.3 Assoziierte Garben

Es sei Cg ein Situs. Eines der wichtigsten Resultate in der Garbentheorie ist die Existenz assoziierter Gar-
ben zu Prigarben; genauer ist das der Satz, dafl der Inklusionsfunktor i : Shv(Cg) — Presh(C) ein
Linksadjungiertes besitzt.

Definition. Es sei.# € Presh(C). Fiir ein Objekt X und eine Uberdeckung ) = (Y; — X) setze

={(ay) € H (ai)lvxxy; = (05)lv;xxY; firallei,j}.

Ohne Miihe zeigt man:

1.3.11 Proposition. Esseien ) = (Yi — X) und 3 = (Z; — X) Uberdeckungen. Ist 3 eine Verfeinerung
von ) — d.h. faktorisiert jeder Morphismus Z; — Xiiber ein Y; —, so erhalten wir eine Abbildung L7 () —
L.%(3), die nicht von der Wahl der Faktorlszerungen abhingt. Ist F separiert, so ist L¥ () — L¥(3)
injektiv.

Definition. Wir setzen L.% (X 1_H>1@ L.Z (), wobei ) alle Uberdeckungen von X durchlauft.
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Die Frage nach der Existenz dieses Limes ist im allgemeinen problematisch; wir iibergehen dieses Problem
hier. Der Limes ist filtrierend, denn zwei Uberdeckungen ) = (Y; — X) und 3 = (Z; — X) besitzen
eine gemeinsame Verfeinerung, nimlich ) xx 3 := (Y; xx Z; — X)i;.

Ist X’ — X ein Morphismus und 2 = (Y; — X) eine Uberdeckung, so ist 2) xx X' := (Y; xx
X" — X’) ebenfalls eine Uberdeckung, und wir erhalten eine Abbildung L.%(2)) — LZ (2 xx X’). Im
Limes erhalten wir daraus eine Abbildung L.# (X) — L% (X’), die LZ zu einer Prigarbe macht. Wegen

F(X)=LF((X u, X)) haben wir auflerdem einen kanonischen Morphismus .% — L.%.
1.3.12 Proposition. Essei .# € Presh(C) eine Prigarbe.

1. L7 ist eine separierte Prigarbe.

2. Ist F separiert, so ist L¥ eine Garbe und % — L. injektiv.

3. Ist F eine Garbe, so ist . — L.% invertierbar.

4. Ist 9 eine Garbe, so ist die Abbildung Hom(L.#,9) — Hom(.%,¥) bijektiv.

Den Beweis empfehlen wir dem Leser zur Ubung. Wichtiges Hilfsmittel ist wieder die Existenz einer
gemeinsamen Verfeinerung zweier Uberdeckungen.

Definition. Ist.# € Presh(C) eine Prigarbe, so heifit a.7 = L(L.F) die zu .F assoziierte Garbe.

Nach der Proposition ist a.% tatsdchlich eine Garbe, und der Funktor a : Presh(C) — Shv(Cg) ist

linksadjungiert zum Vergifunktor i : Shv(Cg) < Presh(C). Auerdem ist ai.# —» .% fiir jede Garbe
F; dies folgt auch rein formal aus der Adjunktionsrelation zusammen mit der Volltreuheit von i.

1.3.4 Limites von Prigarben und Garben

Es sei wieder Cg ein Situs. Man sieht leicht, dafy in der Kategorie der Pridgarben auf C alle indukti-
ven und projektiven Limites existieren und ,,objektweise“ berechnet werden, also etwa (li_n}i F)(X) =
ligli(ﬁi(X)). Insbesondere bedeutet das, dafl ein Morphismus von Pragarben genau dann ein Mono-
morphismus (bzw. Epimorphismus) ist, wenn er objektweise injektiv (bzw. surjektiv) ist: denn ganz
allgemein ist ein Morphismus .# — ¢ genau dann Monomorphismus (bzw. Epimorphismus), wenn
F = FxqF (bzw.GU 579 — ¢) invertierbar ist; Invertierbarkeit 1463t sich aber objektweise priifen.

In der Kategorie der Garben ist die Situation komplizierter. Man iiberzeugt sich zunichst leicht davon,
dafl ein projektiver Limes (in Presh(C)) von Garben wieder eine Garbe (und auch ein projektiver Limes
in Shv(Cg)) ist."") Insbesondere ist also ein Morphismus von Garben genau dann Monomorphismus,
wenn er objektweise injektiv ist.

Im Falle induktiver Limites von Garben ist die Situation komplizierter. Immerhin existieren sie stets,
denn:

1.3.13 Proposition. Ist (.%;) ein induktives System von Garben, und ist G (X) = li_n}li(yi(X)), so ist
F = a¥ induktiver Limes von (.%3) in der Kategorie der Garben.

Beweis. ¢ ist der induktive Limes der Prigarben .%;. Die Behauptung ergibt sich nun daraus, dafl a
linksadjungiert zur Einbettung Shv(Cg) < Presh(C) ist. O

Insbesondere erhalten wir damit:

“Der entscheidende Punkt ist, dal Garben durch ein Equalizerdiagramm, also einen projektiven Limes definiert sind.
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1.3.14 Proposition (Charakterisierung von Garbenepimorphismen). Ein Morphismus ¢ : .% — < von
Garben ist genau dann ein Epimorphismus, wenn gilt: fiir jedes Objekt X € C und jedes Element g € ¢ (X)
gibt es eine Uberdeckung (Y — X); und Elemente f; € .7 (Yi) mit @ (f;) = gly,.

Beweis. ,Jmmer dann“ ist einfach. Fiir ,nur dann® sei 777(X) := ¥ (X) Uz (x) ¢(X) fiir jedes X € C. Da
¢ Epimorphismus ist, ist a7 — ¥ invertierbar. Ein Element g € ¢(X) definiert zwei (moglicherweise
iibereinstimmende) Elemente g'!), g(?) von #(X), die beide in ¢ auf g abgebildet werden. Da a.7# —
4 invertierbar ist, miissen diese beiden Elemente also in a.% = [ 2.7 und damit bereits in .7 dasselbe
Bild haben. Nach Definition von L.7#(X) gibt es also eine Uberdeckung (Y; — X); mit gmly.l = g(z)lyi.
Nach Definition von .7 gibt es dann zu jedem i ein f; € % (Y;) mit @(f;) = gly,, wie behauptet. O

1.3.15 Korollar. Ein Morphismus von Garben ist genau dann Isomorphismus, wenn er Mono- und Epimor-
phismus ist.

Beweis. Essei @ : .# — ¢ Mono- und Epimorphismus. Es gentigt zu zeigen, dafl ¢ objektweise surjektiv
ist. Sei g € ¥(X). Wihle eine Uberdeckung (Y; — X); und f; € Z(Y;) mit ¢(f;) = gly,. Da ¢
Monomorphismus ist, stimmen dann f; und fj auf Y; xx Yj tiberein. Also finden wir ein f € .% (X) mit
fi = fly, fur alle i, und dann muf3 @(f) = g sein. O

1.3.16 Korollar. Die Topologie auf Cg sei grober als die kanonische, und es sei X € C ein Objekt. Ein
Garbenmorphismus 2" — X ist genau dann ein Epimorphismus, wenn es eine Uberdeckung (Yi — X)i
gibt, so daf % =11, Y1 — Xiiber Z'' faktorisiert.

Beweis. ,Jmmer dann“. Hierzu ist nur zu zeigen, dafl % — X Epimorphismus ist. Ist aber Ll € C ein
beliebiges Objekt, so ist jedes f € X(U) gegeben durch einen Morphismus U — X. Dann definiert
U xx Yi — Yj ein Element von Yi(U xx Y;) C (U xx Yi), das in X auf |y« v, abgebildet wird. Da
(U xxY; — U); eine Uberdeckung ist, haben wir also lokale Urbilder von f gefunden.

»Nur dann“. Zu idx € X(X) finden wir eine Uberdeckung (Y; — X); und Elemente y; € 27/(V}),
die in X das Bild (Y; — X) € X(Y;) haben. Diese definieren Morphismen Y; — £/, durch die die
kanonischen Morphismen Y; — X faktorisieren; deren Coprodukt liefert eine Faktorisierung von %" —
X iiber 2. O

1.3.17 Proposition. Der Garbifizierungsfunktor a : Presh(C) — Shv(Cg) vertauscht mit beliebigen in-
duktiven und endlichen projektiven Limites.

Beweis. Die Vertauschbarkeit mit induktiven Limites gilt fiir jeden linksadjungierten Funktor. Daf} der
Funktor L : Presh(C) — Presh(C) mit endlichen projektiven Limites vertauscht, liegt daran, daf3 er
objektweise durch einen filtrierenden induktiven Limes von Mengen definiert ist (vgl. [SGA 4, Exp. I, §
2.8] oder, ausfiihrlicher, [Mac, IX.2, Thm. 1]). Also erhilt auch L2 endliche projektive Limites, und damit
auch a nach der Charakterisierung projektiver Limites von Garben. O

Insbesondere erhilt a also Mono- und Epimorphismen. Ist auflerdem .# eine Prigarbe von Gruppen,
so ist a.# auf natiirliche Weise eine Garbe von Gruppen; analoge Aussagen gelten fiir Pragarben von
abelschen Gruppen, Ringen usw.
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1.3.5 Relativierung

Hiaufig werden wir nicht in der Kategorie aller Schemata, sondern in der Kategorie der S-Schemata (fiir
ein gegebenes Schema S, beispielsweise das Spektrum eines Korpers) arbeiten. Wir skizzieren ein allge-
meines Verfahren, um die beschriebenen Topologien auf Sch auch fiir Sch /S nutzbar zu machen.

Es sei zunichst C eine Kategorie und S € C ein Objekt.")) Die Grundfrage ist die Folgende: einem Ob-
jekt X € C die Struktur eines S-Objektes zu geben, ist nach dem Lemma von Yoneda dquivalent zur
Angabe eines Morphismus von Prigarben X — S. Mit einer solchen Struktur definiert X aber eine (tau-
tologischerweise darstellbare) Pragarbe auf Sch /S. Lafit sich diese Korrespondenz zwischen darstellbaren
Pragarben auf C/S und darstellbaren Prigarben auf C mit Morphismen nach S auf beliebige Pragarben
verallgemeinern?

Definition. Fiir eine Prigarbe .# € Presh(C/S) definieren wir eine assoziierte Pr'agarbe(Vii) 7.F €
Presh(C) durch

2Z(X) =] Z(X=53).
X—=S

Es gibt einen kanonischen Morphismus 7. — S, definiert durch die offensichtliche Abbildung

[ #X—s)— Homc(X — S).
X=S

1.3.18 Proposition. Der Funktor Presh(C/S) — Presh(C)/S, .7 + (7% — S), ist eine Aquivalenz von
Kategorien.

Beweisskizze. Konstruiere einen Funktor Presh(C)/S — Presh(C/S), der einer Prigarbe .# — S die
Prigarbe
(X — S) — HomPresh[C)/g(X — §» F = §)

auf Sch /S zuordnet. Zeige dann mit Hilfe des (allgemeinen) Lemmas von Yoneda, daf} die Funktoren
zueinander quasiinvers sind. O
Die Konstruktion .# +— 7.# liefert im Fall darstellbarer Prigarben tatsachlich das Gewiinschte:

1.3.19 Proposition. Fiir ein S-Objekt Y — S gibt es einen kanonischen Isomorphismus 7Y — S =Y

Beweis. Fiir jedes Objekt X € C haben wir

2Y = S(X) = [ [ Home/s(X =S, Y — S) = Home(X — Y) = Y(X),
X—S

wie behauptet. 0

Sei nun eine Topologie E auf C fixiert.

Definition. Fine Prigarbe .# auf C/S heifdt Garbe in der E-Topologie, wenn 7.%# € Presh(C) eine
Garbe in der E-Topologie ist. Die Kategorie der E-Garben auf C/S bezeichnen wir mit Shv(Cg/S) C
Presh(C/S).

(‘f)Man kann sogar S durch eine beliebige Prigarbe . € Presh(C) ersetzen, vgl. [D-G, 1, § 1, 6.2].
¢ Dje Bezeichnung 7% ist motiviert vom Fall C = Sch: dort ist Spec Z das finale Objekt, also gilt Sch /Z = Sch.
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1.3.20 Proposition. Die Zuordnung .7 +— 7.7 definiert eine Aquivalenz von Kategorien Shv(Cg/S) =
Shv(Cg)/S.

Sei nun S derart gewihlt, daf3 S eine Garbe ist. Fiir eine Prigarbe .# auf C/S induziert 7.# — S einen
Morphismus von Garben a(z.%# ) — S. Dieser wird von einer eindeutig bestimmten Garbe auf C/S indu-
ziert, die wir a.# nennen wollen. Der Funktor a : Presh(C/S) — Shv(Cg/S) ist wieder linksadjungiert
zum Vergif$funktor Shv(Cg/S) — Presh(C/S).

Unter der gleichen Voraussetzung konnen wir auch eine handlichere Konstruktion von Shv(Cg/S) ange-
ben:

1.3.21 Proposition. Essei S € Presh(C) eine E-Garbe. Dann ist eine Priigarbe .# € Presh(C/S) genau
dann eine E-Garbe, wenn fiir jedes Objekt X — S und jede Uberdeckung (Y; — X)i von X € C das
Diagramm

FX=S) —=TLZ(Yi—=S) —=[lu; Z(YixxY; = S)

exakt ist.

Beweisidee. Ruckfithrung auf die Definition von 7.%. Die Garbeneigenschaft von S wird dabei benotigt,
um — bei gegebener Uberdeckung (Y; — X); in C — aus kompatiblen Morphismen Y; — S einen Mor-
phismus X — S zu konstruieren. O]

1.3.22 Korollar. Ist S € Presh(C) eine Garbe, so gilt Shv(Cg/S) = Shv((C/S)¢ s), wobei E/S die folgende
Topologie auf C/S ist: eine Familie von Morphismen (Y; — X)i in C/S ist genau dann iiberdeckend, wenn
die zugrundeliegende Familie von Morphismen in C iiberdeckend ist.

1.3.6 Stetige Morphismen von Sitiis

Definition. Es seien Cg und Dr Sitas. Ein stetiger Funktor F : Cg — DgF ist ein Funktor C — D,
der kartesische Quadrate erhilt und fiir den gilt: ist f = (Y; — X); eine E-Uberdeckung in C, so ist
F.4l:= (F(Y;) — F(X)); eine F-Uberdeckung in D.

Ohne Schwierigkeiten verifiziert man:

1.3.23 Proposition. Ist F : Cg — Dr stetig, so ist fiir jede Garbe .# € Shv(Dy) die Prigarbe F*.7% =
Z o F:C — Set eine Garbe auf Cg.

Damit erhalten wir einen Funktor F* : Shv(Df) — Shv(Cg), F*.Z# (X) = % (FX). Da projektive Limites
von Garben objektweise berechnet werden, vertauscht F* mit ihnen (und ist also insbesondere linksex-
akt).

Unter Ausblendung gewisser mengentheoretischer Voraussetzungen (der Situs Cg darf nicht ,,zu grof3
sein) gilt:

1.3.24 Satz. Ist F : Cg — Dy stetig, so besitzt F* : Shv(Dy) — Shv(Cg) einen linksadjungierten Funktor
F. : Shv(Dg) — Shv(Cg), und dieser ist exakt.

Beweis. [SGA 4, Exp. 111, § 1]. Die Exaktheit ergibt sich daraus, dafy F. objektweise durch filtrierende
direkte Limites konstruiert wird und darum mit endlichen projektiven Limites vertauscht. O

23



Sind in Cg und Dr alle darstellbaren Pragarben bereits Garben, so haben wir fiir ein Objekt C € C nach
dem Lemma von Yoneda

)

HomShv(DF)(F*Q» 9) = HomShv(CE)(Q’ F* ) = F*y((:) = y(FC)

)

ies kann man so ausdriicken, daf$ F, eine

= Homgpy(p; ) (EC,

firr jede Garbe .% auf Dy. Also gilt kanonisch F,C = FC.
Fortsetzung von F ist, d.h. das Diagramm

)

(f [
Shv(Cg) ﬁ' Shv(Dy)

ist kommutativ.

Wir untersuchen noch einen Spezialfall genauer. Sei Cg ein Situs, in dem jedes Objekt eine Garbe darstellt.
Ist f : Y — X ein quadrierbarer Morphismus in C, so definiert as : C/X — C/Y, Z — Z xx Y, einen
stetigen Morphismus (C/X)g/x — (C/Y)g y. Wir schreiben dann

f, := a : Shv((C/Y)g y) = Shv((C/X)g/x) mit f.7(Z) = F(Z xx Y).

Ebenso setzen wir f* := (af)« : Shv((C/X)g/x) — Shv((C/Y)g y). Uns interessiert die explizite Gestalt
dieses Funktors. Ist L — X ein X-Objekt, so haben wir

ffU— X(Z—=Y)=UxxY = Y(Z—=Y)=Homg,(Z— Y,UxxY)
=Homg/x(Z - Y =X, U= X)=U=X(Z—=Y = X)

Istif : C/Y — C/X der VergifSfunktor (Z — Y) = (Z = Y — X), so gilt (af),.# = i}.7 fir eine
darstellbare Garbe .% auf C/X. Dies gilt aber auch allgemein:

1.3.25 Proposition. In dieser Situation gilt (a¢), = i}. Insbesondereistt*.7(Z = Y) = F(Z =Y — X),
und f* vertauscht mit allen induktiven und projektiven Limites.

Beweis. Die Adjunktionsrelationen liefern einen natiirlichen Morphismus von Funktoren (af), — i},
von dem wir wissen, daf er auf darstellbaren Garben einen Isomorphismus induziert. Die Behauptung
folgt dann aus dem nichsten Lemma, denn (a¢). vertauscht als linksadjungierter Funktor mit allen di-
rekten Limites, i} aber, ebenfalls nach dem Lemma, mit den fiir den Beweis interessanten direkten Limi-
tes. ]

1.3.26 Lemma. Es sei Cg ein Situs, in dem jedes Objekt eine Garbe darstellt. Dann ist jede Garbe F (sogar in funktorieller
Weise) direkter Limes darstellbarer Garben, und die Inklusion Shv(Cg) — Presh(C) erhilt diesen Limes. Ist aufferdem F :
Cé + — Cg stetig, so erhilt auch F* diesen Limes.

Beweisskizze. Allgemein ist jede Prigarbe auf einer (nicht zu groflen) Kategorie C direkter Limes darstellbarer Pragarben,
siehe etwa [SGA 4, Exp. I, Prop. 3.4]. Daraus folgen die ersten beiden Aussagen. Fiir die letzte Aussage betrachte das Dia-

gramm
-
Presh(C) LN Presh(C’)
Shv(Ce) — = Shv(CL,)
Die Behauptung folgt dann aus der Vertauschbarkeit von Fp,.q, mit allen direkten Limites. O

Wir werden den Pushforward-Funktor F, nur im beschriebenen Spezialfall F = af verwenden. Dann
konnen wir also F, einfach als i} lesen. Wir schreiben auch .7|¢ ;y := 1;.7.
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1.4 Abstiegstheorie I — Treuflacher Abstieg

Es sei C eine Kategorie und X’ — X ein quadrierbarer Morphismus in C. Die Grundfrage dieses Ab-
schnitts ist: wie ist einem X’-Objekt (Y — X’) € C/X’ anzusehen, ob es per Faserprodukt aus einem
X-Objekt entstanden ist?

Definition. Ein X'-Objekt mit Abstiegsdatum iiber X ist ein X’-Objekt F/ — X’ zusammen mit einem
Isomorphismus 0 : F/ xx X’ — X’ xx F/ von X’ xx X’-Objekten, fiir den das induzierte Diagramm

F,XXX,XXX/ X/XXX,XXF/

T~

X’ XX F/ Xxx,

kommutiert (,,Kozykelbedingung®). Die X’-Objekte mit Abstiegsdatum iiber X bilden auf die offensicht-
liche Art eine Kategorie, die wir mit Descc(X’ — X) oder nur Desc(X’ — X) bezeichnen wollen (von
engl. descent oder frz. descente).

~

Ist F ein X-Objekt, so haben wir mit F/ = F xx X’ einen kanonischen Isomorphismus F/ xx X’ =
X’ x xF' von X’ x x X'-Mengen, der, wie man leicht nachrechnet, ein Abstiegsdatum liefert. Dies definiert
einen Funktor C/X — Descc(X’, X). Abstiegstheorie ist das Studium dieses Funktors. Grob gesagt, ist
Abstiegstheorie das Studium dieses Funktors: in vielen interessanten Fillen ist er eine Aquivalenz von
Kategorien.

1.4.1 Verkleben von Mengen
Zunichst ein niitzliches technisches Resultat:

1.4.1 Lemma. Esseimt : Y — X eine Abbildung von Mengen. Dann vertauscht der Faserproduktfunktor m* = _ xx Y :
Set /X — Set /Y mit beliebigen projektiven und induktiven Limites.

Man beachte allerdings die Gestalt von Limites in Set /X: Da der Vergififunktor Set /X — Set einen rechtsadjungier-
ten Funktor (namlich __ x X) besitzt, vertauscht er mit induktiven Limites; ein induktiver Limes von X-Mengen ist also
tatsdchlich einfach der induktive Limes des zugrundeliegenden Systems von Mengen. Fiir projektive Limites ist die Situation
anders: sind etwa X-Mengen F1, F2 gegeben, so ist das kategorielle Produkt von F1 — X und F2 — X in Sch /X als Menge
das Faserprodukt Fy xx Fa.

Beweis des Lemmas (Skizze). Da __ Xx Y einen linksadjungierten Funktor besitzt (den Vergififunktor Set /Y — Set /X),
ist die Aussage iiber projektive Limites klar. Fiir induktive Limites bemerke man, daf8 Set /X — T[] Set, (F = X) —

N . . . . . x 6 X
(F xx {x})xex eine Aquivalenz von Kategorien ist. Im kommutativen Diagramm

xXxY

Set /X — Set /Y
[T, cx Set Hyey Set

ist dann der untere horizontale Funktor gegeben durch (Fx)xex + (Fr(y))yey. Die Behauptung ist nun klar, wenn man
bedenkt, daf induktive (und auch projektive) Limites in Produktkategorien ,komponentenweise gebildet werden. O

1.4.2 Satz. Essei t : X' — X eine surjektive Abbildung von Mengen. Dann ist der Funktor Set /X —
Descset (X', X), F — F xx X/, eine Aquivalenz von Kategorien.
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Beweis. Sei @ : F/ — X’ mit einem Abstiegsdatum o gegeben. Es sei F der Koequalizer im Diagramm

proj.
F'xxX —=<F —F.
proj.oo
Dann ist auch F ein X-Objekt (und die Konstruktion von F ist offensichtlich funktoriell). Wir wollen
zeigen, daf} die kanonische Abbildung F* — F x x X’ bijektiv ist.

Zum Beweis konnen wir (durch faserweise Betrachtung, oder — dquivalent dazu — durch Ausnutzen
der Beziehung Set /X = erx Set) annehmen, dafy X = {x} ein Punkt ist, und alle Faserprodukte zu
gewohnlichen Produkten machen. Aus der Kommutativitit des Diagramms

F' x X’ X' x F/

~

X' x X!

lle|a

ergibt sich die Beziehung o(f’,x’") = (@(f'), oo(f’,x")) fiir alle (f’,x’) mit einer gewissen Abbildung
0o : F/ x X’ — F’. Schreiben wir f' ® x’ = oo(f’,x’), so haben wir @(f’ ® x’) = x/, und die
Kozykelbedingung liefert die Kiirzungsregel (f' @ x') oy’ =" ©y’.

Fiir f/, g’ € F/ sei nun f’ ~ g’ genau dann, wenn es ein x’ € X’ gibt mit g’ = f’ ® x’. Nach Definition
ist F der Quotient von F’ nach der von ~ erzeugten Aquivalenzrelation. Wir zeigen, daf ~ selbst bereits
eine Aquivalenzrelation ist.

Fiir die Transitivitit sei g’ = f' ©x’und h' = ¢’ ®y’. Dannistaber h’' = (f'Ox') oy’ =f oy’
nach der Kiirzungsregel, also f” ~ h'. Fiir die Reflexivitit sei f’ gegeben; wegen der Bijektivitit von o
finden wir dann g’ und x’ mit o(g’,x’) = (@(f’),f’). Dann ist ¢’ ® x’ = f’ und damit f' ® x’ =
(g’ ©x") @ x" = g’ ®x' = f'. Fir die Symmetrie sei schlieflich f' ~ g’, also g’ = ' ® x’. Wegen der
Reflexivitit finden wir ein y’ mit f’ ®y’ = f, und dannist g’ Oy’ = (f'"ox') oy =1 oy’ =1/,
also g’ ~ f'.

Also ist F = F’/ ~, und damit ist die Bijektivitit von F — F x X’ schnell zu zeigen: fiir die Surjektivitit
seien ([f'],x") € F x X’ gegeben. Wihle ein Urbild f' von [f'] und ¢g’,y’ mit o(g’,y’) = (x/,f’). Dann
gilt o(g’) = x’ und f' = g’ ® y’, also f’ ~ g’, und damit ist g’ € F’ ein Urbild von ([f'],x’). Fiir
die Injektivitit seien ', g’ € F/ mit [f'] = [g'] und @(f’) = @(g’). Dann finden wir ein x’ € X’ mit
g’ = f'ox’,und wegen g’Ox’ = f'Ox’ folgt o(f', x") = (@(f'), f'Ox") = (@(g’),g’Ox’) = o(g’,x’).
Wegen der Bijektivitit von o bedeutet das f' = g’.

Es bleibt noch zu zeigen: ist F ein X-Objekt und F* = F xx X’ mit dem kanonischen Abstiegsdatum,
so erhalten wir durch Abstieg wieder F zuriick. Wir haben o : F/ xx X’ — X’ xx F/, ((f,x),y’) —
(x', (f,y’)). (Insbesondere (f,x’) ®y’ = (f,y’), woran man die Kiirzungsregel gut sehen kann.) Die
beiden Abbildungen F/ xx X’ — F’ sind nun gegeben durch ((f’,x’),y’) — (f',x’) bzw. (f',y’).
Durch Ausdividieren von (f/,x’) ~ (f’,y’) (fiir alle f,x’,y’) aus F/ = F xx X’ erhalten wir nun die
Teilmenge von F, die auf das Bild von 7t : X’ — X projiziert. Ist insbesondere 7t surjektiv, so erhalten wir
F zuriick. Ol

1.4.2 Verkleben von Garben

Sei nun Cg ein Situs.

1.4.3 Satz. Esseim: 2" — 2 eine Epimorphismus von Garben in Shv(Cg). Dann ist die Kategorie der
X -Garben F — 2 mittels F +— F X g0 X' dquivalent zur Kategorie der 2 '-Garben F' — 2" mit
Abstiegsdatum iiber 2.
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Beweis. Essei.#' — 2/ mit einem Abstiegsdatum gegeben. Durch objektweise Anwendung von 1.4.2
(in dessen Beweis wir die Surjektivitit von 2" — £ nur im allerletzten Schritt benotigt haben) erhalten
wir eine Prigarbe .# — 2. Deren Garbifizierung a.# tut das Gewiinschte. Zum Beweis miissen wir
wieder nur zeigen: beginnen wir mit einer 2" -Garbe .%, so erhalten wir durch Abstieg von .%' = .7 X o
2" wieder .Z zuriick. Sei 2 C 4 das Prigarbenbild von 2/ — 27, und sei Z die verklebte Prigarbe.
Nach 1.4.2 haben wir dann ein kartesisches Diagramm von Prégarben:

!

F—=X

[

N

Nach Garbifizierung bleibt dieses Diagramm kartesisch, aber aZ — % wird invertierbar (denn 27 —
Z ist Epimorphismus). Also folgt a.7 = .Z. O

Der Leser iiberlege sich, wie ein Abstiegsdatum beziiglich eines Epimorphismus 2"/ — 2" aussieht, der
gegeben ist als Koprodukt von Morphismen .2; — 2. Dies ist besonders wichtig fiir Garben tiber einer
darstellbaren Garbe X: ist dann (Y; — X); eine Uberdeckung, so ist ja ] [; Yi — X ein Epimorphismus
nach 1.3.16.

1.4.4 Lemma. Essei Y — X ein Morphismus in €. Dann kommutiert das Diagramm

Presh(C/X) —— Presh(C/Y)

| |

Presh(C)/X —— Presh(C)/Y

2
12

wobei die vertikalen Aquivalenzen durch F s 7.F gegeben sind, die obere horizontale Abbildung durch
F = F|c v und die untere horizontale durch den Pullbackfunktor  — .F xx Y.

Den einfachen Beweis lassen wir aus; er lauft im Wesentlichen auf die Beziehung

[TZ7u—y—=x) =YW xxy [[ ZU—X)
u—-yY u—X

fir ein beliebiges Objekt U € C hinaus.

Von nun an sei die E-Topologie auf C grober als die kanonische. Dann gilt das Lemma analog fur Gar-
ben.

Definition. Es sei i = (Y; — X); eine E-Uberdeckung in C. Dann ist Descghy(c, ) (L) die Kategorie aller
Familien (.%), wobei jedes .7/ eine Garbe auf C/Yj ist, zusammen mit ,,Abstiegsdaten®, d.h. fiir jedes
Paar 1,j einem Isomorphismus von Garben oy : .%/|c v, « XY, — 9]-’ lc/vixx ;> so dafl die Kozykelbe-
dingung oji 0 035 = oy erfiillt ist.

Das Lemma erlaubt dann die folgende Umformulierung des Satzes iiber das Verkleben von Garben:

1.4.5 Satz. Die E-Topologie auf C sei grober als die kanonische. Es sei (Y; — X); eine Uberdeckung. Dann
ist der kanonische Funktor Shv((C/X)g /x) — Descghy(c, ) (L) eine Aquivalenz von Kategorien.
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1.4.3 Verkleben von Modulgarben

Wir betrachten nun den Situs Schg,p bzw. (Sch /X)gpf := (Sch /X) ¢ /x fiir ein Schema X. Die Prégarbe
von Ringen U +— Oy (U) auf Sch /X ist eine fppf-Garbe (denn sind wird dargestellt wird durch das
Schema A;(). Wir bezeichnen sie ebenfalls mit .

Definition. Eine Ox-Modulgarbe .7 auf (Sch /X)g,pr heifdt quasikohirent, wenn die Einschrankung von
Z auf Op(X) eine quasikohidrente Garbe auf X im klassischen Sinn ist, und wenn fiir jeden Morphismus
f: U — X der kanonische Morphismus f* (% |op(x)) — Flop(u) invertierbar ist.

Insbesondere ist dann auch .7 |o,, (1) ein quasikohérenter Modul auf U im klassischen Sinn, und fiir jeden
Morphismus f : U — V von X-Schemata ist der kanonische Morphismus f*(F|op(v)) — Flop(u)
invertierbar.

1.4.6 Proposition. Der Einschrinkungsfunktor 7 — F |y (x) von der Kategorie der quasikohdrenten Mo-
duln auf (Sch /X),ps in die Kategorie der quasikohiirenten Moduln auf X ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweisskizze. Wir konstruieren einen quasiinversen Funktor W: sei ndmlich .# eine quasikohirente Gar-
be auf X im klassischen Sinne. Fiir jedes X-Schema Y setzen wir W(.Z)(Y — X) := ((Y — X)*.Z)(Y).
W(.#) wird auf die offensichtliche Art zu einer Prigarbe. Fiir jede offene Teilmenge U<es Y gilt dann
W(Z)(U) = ((Y — X)*Z)(U), insbesondere ist W(.#) eine Zariski-Prigarbe. Nach 1.3.5 und 1.3.8
folgt dann, dafl W/(.%) eine fppf-Garbe ist. Zuletzt zeigt man schnell, dal W/(.#) quasikohirenter Ox-
Modul ist, und daf$ der so definierte Funktor W quasiinvers zum Einschrinkungsfunktor ist. O

Da das Verkleben von Garben Produkte erhilt (!), konnen wir auch Modulgarben zu Modulgarben ver-
kleben. Die wesentliche Aussage ist nun, daf} Verklebungen quasikohdirenter Modulgarben wieder quasi-
kohérent sind. Dies folgt aus dem

1.4.7 Lemma. Es seien X = SpecA,Y = SpecB affine Schemata und f : Y — X treuflach und end-
lich prisentierbar. Es sei .7 eine Ox-Modulgarbe auf (Sch /X)gps, so daf$ die Einschrinkung von .7 auf
(Sch /Y)gpf eine quasikohiirente Oy-Modulgarbe ist. Dann ist auch .F selbst quasikohiirent.

Beweisskizze. Essei M := .7 (A) als A-Modul und ¢ := W(M) Wir wollen zeigen, dafl der kanonische
Morphismus ¢ — .7 invertierbar ist. Dazu geniigt es, die Invertierbarkeit seiner Einschrankung auf
(Sch /Y)gpf zu beweisen; diese ist der kanonische Morphismus W(f*ﬁ) = W(Mié:B) — Flsch /v-
Da .Z|se /v quasikohirent ist, geniigt es nach dem nichsten Lemma zu zeigen, daf M ® 4 B — .7 (B)
ein Isomorphismus von B-Moduln ist.

Dazu zeigen wir allgemeiner: ist R — S ein flacher Homomorphismus von A-Algebren, so ist % (R) ®r
S — Z(S) invertierbar. Falls R eine B-Algebrastruktur zulaf3t, folgt dies daraus, daf .7 |sq, /5 quasi-
kohirent ist. Im allgemeinen Fall haben wir das folgende kommutative Diagramm von Equalizern:

F(R)@rS——= Z(RRAB)®rS—”/—= .Z(R®AB®aAB)®rS

i | |

Z(S) F(S®a B) F(S®aB®aB)
Wegen _ ®(rg,B) (S ®a B) = _ ®r S usw. sind nach dem schon behandelten Fall die beiden rechten
vertikalen Pfeile invertierbar und damit auch der linke. O

—_~—

1.4.8 Lemma. Ist.7 quasikohirent auf (Sch /X)gpe, X = Spec A affin, soist W(.% (X)) — F invertierbar.
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Beweis. Dies ist nur eine prazisere Version der Isomorphie W(.# (X)) = W(Z|g,(x)) = 7. Ol

1.4.9 Satz (Treuflacher Abstieg quasikohirenter Garben). Es sei (Y; — X); eine fppf-Uberdeckung eines
Schemas X. Dann ist die Kategorie der quasikohdrenten Moduln auf X (im klassischen Sinn) dquivalent zur
Kategorie aller Familien (%), wobei F; ein quasikohdirenter Yi-Modul ist, zusammen mit einer Familie von
Isomorphismen (Uij) mit 0y : (Yl XX Y]' — Yi)*ﬂi i) (Yl XX Yj — Y,-)*ﬂ,-, Ny dajS Ojk © 0y = Ojk (bEZ
Unterdriickung der notwendigen Restriktionen) gilt.

Beweisskizze. Fiir jedes 1 ist W(.%;) eine fppf-Garbe auf Sch /Y;. Die oy; liefern Verklebedaten, so daf}
wir eine fppf-Garbe .7 auf Sch /X erhalten mit .7, = Flgq, /v, fur alle i. Auf . erhalten wir eine
Ox-Modulstruktur, und nach Reduktion auf den affinen Fall zeigt Lemma 1.4.7, daf§ .%# quasikohirent
ist. O

Mittels der tiblichen Identifikation affiner Schemata iiber X mit quasikohdrenten &'x-Algebren auf X
([Har, Ex. I1.5.17]) erhalten wir daraus:

1.4.10 Korollar. Essei (Y; — X); eine fppf-Uberdeckung eines Schemas X. Dann ist die Kategorie der iiber
X affinen Schemata dquivalent zur Kategorie aller Familien (), wobei Uy ein iiber Y; affines Schema ist,
zusammen mit einer Familie von Isomorphismen oy; @ Uy Xx Yj 5 Yi xx Uj iiber Yi xx Yj, so daf8
0jk © 0ij = Oik (bei Unterdriickung der notwendigen Restriktionen) gilt.

1.4.4 Abstieg von Eigenschaften von Morphismen

In der Theorie der Garbentorseure werden wir stindig Basiswechsel mit einem Epimorphismus von Gar-
ben vornehmen. Von wesentlicher Bedeutung wird dann sein:

1.4.11 Proposition. Es sei Cg ein Situs, T : & — 2 ein Morphismus von Garben in Shv(Cg), 2" — 2
ein Epimorphismus und f' der Morphismus &' := & x 9o 2" — Z"'. Dann gilt: f' ist genau dann Mono-
bzw. Epi- bzw. Isomorphismus, wenn f es ist.

Beweis. ,Jmmer dann“: dies ist (ohne Voraussetzung an 2"’ — 27) fiir Monomorphismen rein for-
mal, fiir Epimorphismen eine einfache Folgerung aus der Charakterisierung von Garbenepimorphismen.
,Nur dann“: dies ist fiir Epimorphismen rein formal. Fiir Monomorphismen sei X € %, und seien
a,b € &(X) mit f(a) = f(b) =: x. Nach der Charakterisierung von Epimorphismen finden wir ei-
ne Uberdeckung (Y; — X); und Elemente x{ € 27/(Y;), die in 2(Y;) das Bild x|y, haben. Dann haben
wir aber (aly,,x{), (bly,,x]) € &’(Y;) mit Bild x{ in 2"'(Y}), und wegen der Injektivitit von f’ folgt
daraus aly, = bly, fiirallei, alsoa =b. O

Insbesondere folgt: Ist f : U — V ein Morphismus von X-Schemata, und ist Y — X treuflach und
lokal endlich prisentierbar, so ist f genau dann invertierbar, wenn fy : U xx Y — V xx Y invertierbar
ist. Analoge Aussagen gelten aber auch fiir andere Eigenschaften von Morphismen von Schemata. Ohne
Beweis listen wir diejenigen auf, die wir in dieser Arbeit benétigen:

1.4.12 Satz. Essei f : U — V ein Morphismus von X-Schemata, und Y — X sei treuflach und lokal
endlich prisentierbar. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus (ein Monomorphismus, surjektiv, affin,
quasiaffin, quasikompakt, (lokal) von endlichem Typ, (lokal) endlich prisentierbar, endlich, glatt, étale),
wennfy: U XxxY — V xxYesist.
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Beweis. Man kann immer V = X annehmen. Die Fille ,,glatt und ,étale“ finden sich in [EGA, IV.17.7.4].
Die iibrigen werden im Fall, daR f quasikompakt ist") (dabei nicht mehr notwendig lokal endlich
préasentierbar) in [EGA, 1V.2.6.1, 2.6.4 und 2.7.1] bewiesen. Um daraus die Aussage in unserer Situati-
on zu folgern, konnen wir annehmen, dafl X affin ist. Nach dem nichsten Lemma kénnen wir dann Y
ersetzen durch ein Schema, das sogar endlich prisentierbar tiber X ist. O

1.4.13 Lemma. Es sei X ein quasikompaktes und quasisepariertes Schema (beispielsweise quasiaffin). Ist
f 1Y — Xein treuflacher und lokal endlich prisentierbarer Morphismus, so finden wir einen Morphismus
Y =Y, sodaffY — X treuflach und endlich prisentierbar ist.

Beweis. Es sei Y = UerY eine offene affine Uberdeckung. Da f offen ist, finden wir eine endliche
Teilmenge ] C I, so daB Y := = [ ligy

quasikompakt, und nach [EGA, IV.1.2.4] ist der Morphismus Y — X dann quasikompakt. Nach [EGA,
IV.1.2.2(v)] er auch quasisepariert und damit insgesamt treuflach und endlich prisentierbar. O

Y; — X immer noch sur)ektw ist. Aber Y ist affin, insbesondere

Wir erinnern an dieser Stelle daran, daf§ ein Morphismus f : X — Y von Schemata quasiaffin heifdt, wenn es einen affinen
Morphismus ([Har, Ex. I1.5.17]) X — Y und eine quasikompakte offene Einbettung X<e» X gibt, so dafy das Diagramm

kommutiert. Insbesondere ist f dann quasikompakt. Man kann zeigen ([EGA, 11.5.1.6]), dafl f genau dann quasiaffin ist,
wenn fiir jede offene affine Teilmenge V' C Y das Schema f~' (V) quasiaffin, d.h. isomorph zu einem quasikompakten
offenen Unterschema eines affinen Schemas, ist, oder wenn es eine offene affine Uberdeckung Y = Ui Vi gibt, so dafl jedes
Vi diese Eigenschaft hat. Aulerdem ist sind quasiaffine Morphismen stabil beziiglich Basiswechsel und Komposition ([EGA,
11.5.1.10(ii)]).

1.5 Algebraische Gruppen

Es sei C eine Kategorie mit endlichen Produkten (und insbesondere einem finalen Element %). Ein Grup-
penobjekt in Cist ein Objekt G € C zusammen mit einer Faktorisierung des Funktors G : C°P? — Set iiber
die Kategorie Grp der Gruppen. Nach dem Lemma von Yoneda ist die Angabe einer solchen Faktorisie-
rung dquivalent zur Angabe von Morphismen G x G — G (Multiplikation), G — G (Inversenbildung)
und x — G (Inklusion des neutralen Elements), unter denen die offensichtlichen Relationen zu gelten
haben.

1.5.1 Konstante endliche Gruppen

Sei C eine distributive Kategorie, also eine Kategorie mit endlichen Produkten und Koprodukten, in der

stets X x (Y]] Z) (X X Y)]](X x Z) gilt. (Beispielsweise haben die Kategorien der Mengen, der
topologischen Raume, der S-Schemata, der Garben auf einem Situs usw. diese Eigenschaft.)

Es sei G eine endliche Gruppe. Fiir jedes g € G sei Xy ein Exemplar des finalen Objekts x von C. Wir
wollen X :=]] geG Xg zu einem Gruppenobjekt machen. Als Inklusion des neutralen Elements nehmen
wir dazu den Morphismus x — X7 — X, als Inversenbildung den durch Xg — X -1 — Xfiiralleg € G
induzierten Morphismus, und als Produktabbildung kénnen wir wegen X x X = [ [ 1,c g Xg % Xn den

i ynd teilweise sogar unter schwicheren Voraussetzungen
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durch X4 x Xy — Xgn — Xfiir alle g, h induzierten Morphismus nehmen. Man iiberzeugt sich leicht,
daf diese Konstruktion tatsdchlich ein Gruppenobjekt liefert.

Definition. Man nennt X das konstante endliche Gruppenobjekt in C zur Gruppe G.

Offensichtlich ist jedes Gruppenobjekt, das als Objekt ein endliches Koprodukt von Kopien von * ist, ein
konstantes endliches Gruppenobjekt zu einer gewissen endlichen Gruppe.

1.5.1 Beispiele. Das zu einer endlichen Gruppe G assoziierte endliche konstante Gruppenobjekt in Set ist
einfach wieder die Gruppe G; das assoziierte Gruppenobjekt in C = Top ist ebenfalls wieder G, nun aber
aufgefafSt als diskrete Gruppe. Ist Cg ein Situs, so ist das zu G assoziierte Gruppenobjekt in Shv(Cg) die zur
konstanten Priigarbe U — G assoziierte Garbe.

Ein linksexakter Funktor zwischen Kategorien erhilt offenbar konstante endliche Gruppenobjekte.

1.5.2 Gruppenschemata

Definition. Es sei S ein Schema. Ein Gruppenschema tiber S ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie
Sch /S.

Gruppenschemata werden in dieser Allgemeinheit studiert in [SGA 3] und in [D-G]. Der Fall, dal S
und G affine Schemata sind, ist d4quivalent zur Theorie der (kommutativen) Hopfalgebren. Dies ist die
vorherrschende Sichtweise in [Wa].

Definition. Es sei k ein Korper. Eine algebraische Gruppe tiber k ist ein geometrisch reduziertes Gruppen-
schema von endlichem Typ tiber Spec k.

In der Definition kann man ,geometrisch reduziert® ersetzen durch ,glatt“: die nichttriviale Richtung ist
dabei die Folgerung der Glattheit aus der Reduziertheit. Nach Abstiegstheorie konnen wir aber anneh-
men, daf$ k algebraisch abgeschlossen ist. Nach dem Satz tiber generische Glattheit ([EGA, IV.17.15.12])
gibt es dann eine nichtleere offene Teilmenge, auf der eine solche Gruppe glatt ist; deren Translate iiber-
decken aber die Gruppe. — Im Fall Char k = 0 ist die Forderung nach Reduziertheit keine Einschridnkung,
da nach einem Satz von Cartier jedes Gruppenschema von endlichem Typ tiber einem solchen Korper au-
tomatisch reduziert ist, vgl. [SGA 3, Exp. VI3, § 1.6.1] oder [Oo].

Eine algebraische Gruppe iiber einem Korper k ist genau dann affin, wenn sie linear, also ein abgeschlos-
senes Untergruppenschema von GLy, y ist ([Wa, 3.4]).

In der Theorie algebraischer Gruppen ist die folgende Sprechweise iiblich: es seien G, H algebraische
Gruppen tiber einem Korper k. Ein Homomorphismus G — H ist definitionsgemif3 ein Homomorphis-
mus von k-Gruppenschemata G x1 k — H xy k. Eine (abgeschlossene) Untergruppe U C G ist ein abge-
schlossenes, reduziertes Untergruppenschema von G x k, usw. — Ist ein Homomorphismus ¢ : G — H
von algebraischen Gruppen gegeben durch Pullback eines Morphismus von k-Gruppenschemata nach k,
so sagt man, @ sei iiber k definiert. Ist eine Untergruppe U C G Pullback eines Untergruppenschemas
von G, so sagt man, U sei iiber k definiert, usw.

Die Biicher [Hu], [Bor], [Sp] verwenden diesen Standpunkt in der Theorie algebraischer Gruppen: sie
betrachten Gruppen tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k und untersuchen gesondert Fra-
gen der Definiertheit tiber Unterkorpern. Vergleiche auch das Manuskript [Mi05].

Ein weiterer moglicher Standpunkt in der Untersuchung von Gruppenschemata ist es, die von einem
Gruppenschema {iber S definierte Gruppengarbe auf (Sch /S)g,p¢ zu betrachten. Diese Sichtweise wird
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in [D-G] besonders betont, und sie liefert uns im néchsten Kapitel den Rahmen zur Entwicklung der
Theorie der Torseure. Beispielsweise sieht man schnell: ist ¢ : G — H ein Homomorphismus von S-
Gruppenschemata, so ist ker ¢ := G X S (mit dem zum neutralen Element gehérenden Morphismus
S — H) wieder ein S-Gruppenschema, und ker ¢ = ker @ in Shv((Sch /S)g,f) (denn die Yoneda-
Einbettung ist linksexakt).

Als Beispiel betrachten wir die konstanten endlichen Gruppenschemata: ist G eine endliche Gruppe, so
ist das zu G assoziierte konstante endliche Gruppenobjekt X in Sch /S einfach die nach G indizierte
disjunkte Vereinigung von Kopien von S; insbesondere ist X stets endlich und étale tiber S. Ist S zusam-
menhingend, so ergibt sich X(Y) = G fiir jedes zusammenhingende S-Schema Y, und allgemeiner haben
wir fur jedes lokal zusammenhingende (beispielsweise lokal noethersche) S-Schema Y eine natiirliche
Bijektion X(Y) = Abb(mo(Y), G), wobei 7p(Y) die Menge der (dann automatisch offenen) Zusammen-
hangskomponenten von Y bezeichnet.

Ist insbesondere S = Speck ein Korper, so ist jedes konstante endliche Gruppenschema tiber S eine al-
gebraische Gruppe tiber k. Die Klassifikation der étalen Algebren tiber einem Korper liefert auflerdem
sofort, dafd jede endliche étale algebraische Gruppe iiber einem separabel abgeschlossenen Korper ein kon-
stantes endliches Gruppenschema ist. Ist insbesondere k ein beliebiger Korper und X eine endliche étale
algebraische Gruppe tiber k, so wird k nach einer endlichen separablen Erweiterung des Grundkorpers
isomorph zu einem konstanten endlichen Gruppenschema. Aus diesem Grund nennt man endliche étale
algebraische Gruppen auch ,getwistete endliche Gruppenschemata®“; wir werden unten (1.5.14) sehen,
dafd jede endliche algebraische Gruppe iiber einem Korper bereits étale ist.

1.5.3 Quotienten

Die Frage nach der Existenz von Quotienten ist eine der Hauptschwierigkeiten in der Grundlegung der
Theorie der algebraischen Gruppen. Wir beschranken uns auf Gruppenschemata von endlichem Typ tiber
einem Korper.

1.5.2 Proposition. In der Kategorie der geringten Riume existieren Koequalizer.

Beweisskizze. Esseienf, g: (X, Ox) — (Y, Oy) Morphismen. Es sei Z der Koequalizer von f und g in der
Kategorie der topologischen Ridume, also Z = Y/ ~, wobei ~ die von f(x) ~ g(x) fiir alle x € X erzeugte
Aquivalenzrelation ist. Es sei 7t : Y — Z die Projektion. Definiere dann &'z als den Equalizer der beiden
Garbenmorphismen 7,0y — m.f,.0x = 1.9, 0x. Dann iiberzeugt man sich ohne Miihe davon, daf}
(Z, 07) tatsichlich ein Koequalizer von f und g in der Kategorie der geringten Rdume ist. ]

Der zentrale Existenzsatz fiir Quotienten algebraischer Gruppen ist nun:

1.5.3 Satz. Es sei k ein Korper undi : H — G ein Monomorphismus von k-Gruppenschemata, die lokal
von endlichem Typ sind. Es sei G/H der geringte Raum, der das Diagramm

Multiplikation

HXkG G

Projektion

G/H

exakt macht. (Intuitiv: wir wollen hg und g miteinander identifizieren.) Dann gilt:
1. G/H ist ein k-Schema, genauer eine direkte Summe von k-Schemata von endlichem Typ.
2. Der Morphismus G — G/H ist treuflach und lokal endlich prisentierbar (insbesondere offen).
3. Der Morphismus H x1. G — G X g, G, gegeben durch (h, g) — (hg, g), ist invertierbar.
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Beweis. [SGA 3, Exp. VI, § 3.2]. ]

Aus der zweiten und dritten Aussage des Satzes folgt insbesondere, dafl das Schema G /H tatsdchlich auch
vom Garbenstandpunkt aus gesehen der ,richtige“ Quotient von G nach H ist. Wir haben ndmlich:

1.5.4 Korollar. In der Situation des Satzes ist G/H = G/H der Quotient in Shv(Schg,p¢ /k).

Beweis. Es ist G/H = a2, wobei 2 die Prigarbe X — G(X)/H(X) ist. Nach Konstruktion von G/H
faktorisiert nun G — G/H tiber 2. Nach dem Satz ist G — G/H Epimorphismus (vgl. 1.3.16), also
auch a2 — G/H. Wir miissen nur zeigen, dafl diese Abbildung auch injektiv ist, wofiir es wegen der
Exaktheit der Garbifizierung geniigt, die Injektivitit von 2 — G/H zu beweisen. Seien also g7,92 €
2(X) Elemente, die in G/H tibereinstimmen. Nach 3. im Satz gibt es dann ein h € H(X) mit g, = hgy,
und das bedeutet g7 = g7. Ol

Der so (schema- oder garbentheoretisch) konstruierte Quotient algebraischer Gruppen fillt auch zu-
sammen mit dem in der klassischen ,mengentheoretischen Sichtweise konstruierten Quotienten. Zum
Beweis verwenden wir die folgende

1.5.5 Proposition. Es sei k ein Korper, G ein Gruppenfunktor auf Sch /k und f : X — Y ein G-dquivarian-
ter Morphismus von k-Schemata von endlichem Typ. G(k) operiere transitiv auf X(k), und X sei reduziert.
Dannist f(X) C Y lokal abgeschlossen. Versehen wir f(X) mit der reduzierten Schemastruktur, so faktorisiert
fals X — f(X) — Y, wobei f(X) stabil unter G ist, und X — f(X) ist treuflach.

Beweis. [D-G, 1L, § 5, 3.1] ]

Definition. Es sei C eine Kategorie und ¢ eine Prigarbe von Gruppen auf C, die auf einer Prigar-
be % operiere. Ist 2~ C % eine Unterprigarbe, so ist der ¢-Stabilisator von 2" in % die Prigarbe
Staby (Z27) C ¢ mit

Staby (27)(C) = {g €9(C)|g.2(C") = (C') furalle C' — C}.

Ist speziell 2" = {x} mit einem x € 2" (%), so schreiben wir Staby (x) := Staby (.Z"), und es ist
Staby (x)(C) ={g € 4(C) | g.x = x}.

1.5.6 Satz. Es sei k ein Korper, G ein k-Gruppenschema von endlichem Typ, das auf einem K-Schema Y von
endlichem Typ operiert. Es sei H C G ein abgeschlossenes Untergruppenschema undy € Y(k) ein Punkt
mit Stabg(y) = H. Dann ist G/H ein lokal abgeschlossenes Unterschema von'Y.

Beweis. Wir behandeln nur den fiir uns interessanten Fall, dafl G reduziert ist (der allgemeine Fall findet
sichin [D-G, II1, § 3, 5.2]). Essei f : G — Y der durch g — g.y geggbene Morphismus. Mit X = G (mit
der kanonischen Linksoperation) zeigt dann die Proposition, da3 Y := f(G) C Y lokal abgeschlossen
ist, und dafl — versehen wir Y mit der reduzierten Schelnastruktur — der Morphismus G — Y treuflach
ist. Da er aufSerdem endlich prasentierbar ist, ist G — Y ein Epimorphismus in Shv((Sch /k)g,p). Da H

auch der Stabilisator von y in Y(k) ist, erhalten wir das folgende kommutative Diagramm von Garben:

QHYJ

.

G/H

Also ist \:( = G/H. Nach 1.5.4 ist aber G/H = G/H, und nach dem Lemma von Yoneda folgt Y = G/H.
(Insbesondere ist in unserer Situation, falls G reduziert ist, auch G/H reduziert.) O
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1.5.7 Proposition. Es sei k ein Korper und G eine lineare algebraische Gruppe iiber k. Ist H C G eine (iiber
k definierte) abgeschlossene Untergruppe, so gibt es eine lineare Operation von G auf einem A}’ und einen
Vektor 0 # v € A(k), so daf8 der Stabilisator der Geraden kv gerade H ist.

Beweis. [Wa, 16.1] O

Insbesondere erhalten wir in der Situation der Proposition einer Operation von G auf IP’E*1 zusammen
mit einem Punkt [v] € P"1(k), dessen Stabilisator genau H ist. Der Satz zeigt dann also:

1.5.8 Korollar. Es sei k ein Korper, G eine lineare algebraische Gruppe iiber k und H C G eine (iiber k
definierte) abgeschlossene Untergruppe. Dann ist G/H ein lokal abgeschlossenes, reduziertes Unterschema
eines projektiven Raumes iiber k.

1.5.4 Zusammenhangskomponenten

Es sei k ein Korper.

1.5.9 Lemma. Sind A, A’ étale k-Algebren, so sind auch A x A’, A @ A’ und jeder Quotient von A étale
itber k.

Beweis. Die Aussage iiber Produkte und Tensorprodukte folgt aus den Rechenregeln fiir étale Morphis-
men. Die Aussage tiber Quotienten ergibt sich aus der Klassifikation (1.2.8) étaler Algebren tiber einem
Korper: denn jede solche Algebra ist endliches Produkt endlicher separabler Erweiterungskorper von
k. O

1.5.10 Korollar. Ist A eine k-Algebra, und sind A, A(’) C A étale k-Unteralgebren, so ist die von Ao und
A, erzeugte Unteralgebra wieder étale.

1.5.11 Lemma. Es sei A eine k-Algebra von endlichem Typ und Ao C A eine étale Unteralgebra. Dann ist

dimy Ao < e, wobei e die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Spec(A @y Kqep) ist.

Beweis. Durch Basiswechsel kénnen wir k = K., annehmen. Dann ist aber Ao = k9 mit d = dimy Ao.
Also besitzt Spec Ay genau d Zusammenhangskomponenten, und da Spec A — Spec Ay dominant ist,
folgte > d. OJ

Zusammen zeigen diese Resultate, daf§ A eine eindeutig bestimmte maximale étale Unteralgebra 7tp(A)
enthilt, und fiir jede étale Unteralgebra Ay C A gilt Ay C 7p(A ). Da Quotienten étaler Algebren wieder
étale sind, definiert 71y einen Funktor. Man zeigt auflerdem leicht, dal Spec 7tp(A) in Bijektion steht zu
den Zusammenhangskomponenten von Spec A, wodurch sich die Bezeichnung 7y erklért.

1.5.12 Satz. Es seien A, B k-Algebren von endlichem Typ.

1. Fiir jede Korpererweiterung k C K ist ip(A @k K) = mp(A) @ K.

2. Esseien A, B k-Algebren von endlichem Typ. Dann gilt 1o(A) @x 7o(B) = (A R B).

Beweis. [Wa, 6.5]. O
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Insbesondere folgt: ist G = Spec H eine lineare algebraische Gruppe iiber k, so ist 71o(G) := Spec 7o(H)
eine endliche étale algebraische Gruppe tiber k. Es sei G° := ker(G — 7p(G)). Man sieht leicht, daB fiir
H = [[; Hi mit zusammenhingenden Algebren H; gilt G° = Spec Ho, wobei Hg derjenige Faktor ist,
tiber den die zum neutralen Element korrespondierende Abbildung H — k faktorisiert.

1.5.13 Proposition. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber K. Dann ist die Sequenz 1 — G° —
G — mo(G) — 1 exakt in der fppf-Topologie (d.h. die zugehorige Sequenz von Garben in Shv((Schy)gppf)
ist exakt).

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dal G — 7p(G) Epimorphismus ist. Aber G — 7p(G) ist sogar
treuflach (und ohnehin endlich prisentierbar) nach [Wa, 14.1]. ]

1.5.14 Korollar. Jede endliche algebraische Gruppe G iiber k ist étale.

Beweis. Sei G = Spec H. Dann ist H eine reduzierte, endliche k-Algebra, also H = Hi L; mit endli-
chen Erweiterungskorpern L; von k. Dann ist G° = SpecLy, und da G° als k-Gruppenschema einen
k-rationalen Punkt besitzen muf3, folgt Ly = k. Dann ist G° aber die triviale Gruppe, und nach der Pro-

position folgt G = 7o(G). (Ein anderer moglicher Beweis wire: nach Abstiegstheorie konnen wir k = k
annehmen, aber dann ist H = k™ fiir ein n, insbesondere offensichtlich étale.) O

Man kann die Konstruktion von 71y auf nicht notwendig affine k-Schemata von endlichem Typ ausdeh-
nen, vgl. [D-G, I, § 4, No. 6]. Wir werden diese Verallgemeinerung nicht benotigen.

1.5.5 Boreluntergruppen, maximale Tori und Bruhat-Zerlegung

Es sei G eine zusammenhiingende lineare algebraische Gruppe tber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k; wir schreiben dann G anstelle von G(k). Es sei 8 die Menge der Boreluntergruppen von G.
Die Operation von G auf B durch Konjugation ist transitiv ([Hu, 21.3]), und da Boreluntergruppen
selbstnormalisierend sind ([Hu, 23.1]), ist der Stabilisator jedes B € ‘B gerade B. Fiir eine Untergruppe
H C G ist dann insbesondere die Fixmenge B gerade die Menge aller B € % mit H C B.

Essei T C G ein maximaler Torus. Dann operiert N g(T) durch Konjugation auf BT, Fiir jedes B € BT
gilt aber sogar Zg(T) C B ([Hu, Lm. 24.1]), so daf} wir eine Operation der Weylgruppe W(G,T) :=
Ng(T)/Zg(T) auf BT erhalten. Diese Operation ist frei und transitiv ([Hu, Prop. 24.1A]). Die Weyl-
gruppe, und damit BT ist aufgrund der Starrheit von Tori ([Hu, 16.3]) endlich.

Fixieren wir nun eine Boreluntergruppe B € B, so induziert die Surjektion G — B, g — gBg~',

eine Bijektion G/B — ‘B. (Insbesondere erhalten wir auf B die Struktur einer projektiven Varietit, die,
wie man sich leicht tiberlegen kann, nicht von der Wahl von B abhingt.) Diese Bijektion iiberfiithrt die
natiirliche Linksoperation von G auf G/B in die Operation von G auf *8 durch Konjugation.

Sei nun G zusitzlich reduktiv. Es sei T C G ein maximaler Torus und B € BT eine Boreluntergruppe,
die T enthilt. Wegen Zg(T) C B hingt fiir ein w € Ng(T) die Nebenklasse wB nur von [w] € Ng(T)
ab.

1.5.15 Satz (Bruhat-Zerlegung).

1. Die Doppelnebenklassen C(w) := BwB sind lokal abgeschlossen, und es gibt genau eine Klasse [wg] €
W(G,T), sodaff C(wgp) C G offen ist.

2. G ist die disjunkte Vereinigung der C(w), [w] € W(G, T).
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3. Fiir jede Klasse [w] € W(G, T) gibt es einen Isomorphismus von Varietiten A" x B — C(w) (wobei
h von [w] abhiingt).

Beweis. [Sp, 8.3.6, 8.3.8, 8.3.11]. O

1.5.16 Korollar. Esgilt G = {Upyew (g 1) WC(Wo).

Beweis (vgl. [Sp, 8.5.10 (1)]). Die Bruhat-Zerlegung von G induziert eine Zerlegung

GB= |J Xxw),

WIeW(G,T)

wobei X(w) das Bild von C(w) unter der (offenen) Abbildung 7 : G — G/B ist, also X(w) = Brt(w).
Setze Y = (Jp,,y wX(wo) C G/B; es gentigt zu zeigen, dafl Y = G/B ist. Y ist stabil unter der Operation
von T auf G/B, denn fiirt € T, w € Ng(T) gibtesein t’ € T mit tw = wt’, und daraus folgt

twBm(wg) = wt'Brt(wg) = wBm(wy).

Identifizieren wir nun G/B vermoge [g] — gB g’1 mit °B; dann entspricht Y der (insbesondere offenen)

Teilmenge ) = {(wb)Bo(wb)*] |be B,we Ng(T)} mit By = wong], und ) ist stabil unter
der Operation von T auf B8 durch Konjugation. Also operiert T durch Konjugation auf der projektiven
Varietit B — 9). Ist diese nichtleer, so existiert nach dem Borelschen Fixpunktsatz ein Fixpunkt, d.h. eine
Boreluntergruppe B € (B —9))T € BT, Insbesondere gilt dann T C B. Da Ng(T) aber transitivauf BT
operiert, finden wir dann ein w € Ng(T) mit B= wBw !, aber dann folgt Bec ), Widerspruch. [

1.5.6 Rationalititsfragen

Sei nun k ein beliebiger Korper. Die Literatur zu linearen algebraische Gruppen iiber beliebigen Korpern
ist etwas verstreut; will man nicht die extreme Allgemeinheit von [SGA 3] bemiihen, scheint die parallele
Konsultation der Biicher [Hu], [Bor], [Sp] mit gelegentlichen Blicken in die Artikel [B-T] und [Ro]
(neben anderen Artikeln von Rosenlicht) die einzige Alternative zu sein.

1.5.17 Satz. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe k. Dann besitzt G einen maximalen Torus, der iiber k
definiert ist.

Beweis. [Sp, 13.3.6 und 13.3.7] oder [Bor, 18.2(i)]. ]

1.5.18 Satz. Ist G eine zusammenhdingende reduktive lineare algebraische Gruppe iiber X, so sind Zentrum
Z(G) und Radikal R(G) iiber k definiert.

Beweis. Fiir das Zentrum siehe [Bor, 18.2(ii)]. Fiir das Radikal beachte R(G) = Z(G)° ([Hu, Lm. 19.5]),
und daf die Einheitskomponente einer k-Gruppe eine k-Gruppe ist ([Sp, 12.1.1]). O

Definition. Eine zusammenhingende, auflosbare k-Gruppe G heif8t zerfallend (iiber k), wenn es eine
Kompositionsreihe {1} = Go < G < ... < Gy, = G gibt, so daBl jedes G; eine zusammenhingende ab-
geschlossene k-Untergruppe ist, und so daf$ jeder Quotient G;/G;i_ tiber k isomorph zu Gy, x oder G,
ist. Eine lineare algebraische Gruppe G iiber k heif3t zerfallend (iiber k), wenn sie eine Boreluntergruppe
besitzt, die iiber k definiert und zerfallend ist.

1.5.19 Satz (Rosenlicht). Es sei G eine zusammenhingende, zerfallende auflosbare k-Gruppe. Dann ist G
als Varietit isomorph zu G, k" X Gy, x® mit v = dim G/G,,, s = dim G,
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Beweis. [Sp, 14.2.7] ]

1.5.20 Satz. Es sei G eine zusammenhingende, auflosbare lineare algebraische Gruppe iiber k. Zerfillt G
itber k, so auch jeder iiber k definierte maximale Torus.

Beweis. [Ro, Thm. 4] O

1.5.21 Satz. Eine zusammenhingende, reduktive K-Gruppe G ist genau dann zerfallend, wenn sie einen
maximalen Torus besitzt, der iiber k definiert und zerfallend ist.

Beweis. ,Nur dann“. Es sei B C G eine k-zerfallende Boreluntergruppe. Wihle nach 1.5.17 einen tiber
k definierten maximalen Torus T in B. Nach dem letzten Satz ist T dann zerfallend. Auflerdem ist auch
maximaler Torus in G: denn wire T C T’ C G ein weiterer Torus, so wiare T’ C B’ in einer Borelun-
tergruppe enthalten. Aber B = gB’g ™! mit einem g € G(k), und damit enthilt B ein Konjugat von T'.
Aber alle maximalen Tori in B haben die gleiche Dimension.

yImmer dann®. Besitzt G einen k-zerfallenden maximalen Torus T, so nach [Sp, 16.2.2] auch eine iiber
k definierte Boreluntergruppe B, die T enthilt. Deren unipotentes Radikal By, ist tiber k definiert und
zerfallend ([Sp, 16.1.1]). Die Abbildung T x B,, — B ist ein Isomorphismus von k-Varietiten ([Sp,
6.3.5]), insbesondere wird B von T und B, erzeugt und ist damit selbst k-zerfallend ([Ro, Cor. zu Thm.
2]). O

1.5.22 Korollar. Jede zusammenhingende, reduktive Gruppe iiber einem separabel abgeschlossenen Kérper
zerfallt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl sie einen zerfallenden maximalen Torus besitzt; aber jeder Torus tiber
einem separabel abgeschlossenen Korper zerfillt ([Sp, 13.1.1]). ]

Der Rest dieses Abschnitts ist Rationalitdtsfragen der Bruhat-Zerlegung gewidmet.

1.5.23 Lemma. Es sei G zusammenhdngende, zerfallende reduktive k-Gruppe. Es sei T C G ein iiber k
(definierter und) zerfallender maximaler Torus. Dann besitzt die Weylgruppe W(G, T) = Ng(T)/Zg(T)
ein Reprisentantensystem in G(k).

Beweis. [Sp, S. 270]. ]

1.5.24 Korollar. Essei G eine zusammenhiingende, zerfallende reduktive K-Gruppe. Wiihle einen iiber k (de-

finierten und) zerfallenden maximalen Torus T und eine K-zerfallende Boreluntergruppe B O T. Dann sind
die Doppelnebenklassen C(w), [w] € W(G, T), iiber k definiert, ebenso die Isomorphismen von Varietiiten
APM x B — C(w).

Beweisskizze. Esbleibt nur die Aussage iiber die Isomorphismen zu zeigen. Diese erkennt man aber an der
expliziten Gestalt der Isomorphismen, wie sie in [Sp, 8.3.6] angegeben ist: dort treten im Wesentlichen
(nach dem Lemma tiiber k wihlbare) Reprisentanten von Elementen der Weylgruppe auf, auflerdem
gewisse Morphismen G, — G. Letztere konnen jedoch nach [Bor, 18.7] ebenfalls als iiber k definiert
angenommen werden. O

1.5.25 Satz. Es sei k eine zusammenhingende, zerfallende reduktive k-Gruppe. Dann gibt es eine offene
Uberdeckung G = |J; Uy (als k-Schema), so daf jedes Uj als k-Schema isomorph ist zu AL‘ Xk Gmx'
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Beweis. Wihle einen k-zerfallenden maximalen Torus und eine k-zerfallende Boreluntergruppe B O T.
Die grofe Zelle C(wp)<e) G ist als k-Varietitisomorph zu A"xB = AMx A"X G, | ® mit T = dim G/Gy,,
s = dim G,,. Wir miissen nur zeigen, daf} die G(k)-Translate von C(wg) das Schema G iiberdecken; aber
bereits die WC(wg) mit [w] € W(G, T) iiberdecken G (k), und die Reprisentanten w lassen sich in G (k)
wihlen. Ol
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2 Torseure und die Serre—Grothendiecksche
Vermutung

2.1 Faserbiindel, Torseure und Kohomologie

Die allgemeine Theorie von Faserbiindeln und Hauptfaserbiindeln (Torseuren), also Sitze tiber Twisting,
Erweiterung und Restriktion der Strukturgruppe usw., behandeln wir im abstrakten Kontext von Garben
auf einem Situs. Dieser abstrakte Zugang ist zum einen sehr allgemein (der Fall von Schematorseuren
oder auch klassischen Faserbiindeln der Topologie ist in dieser Situation tiber die Yoneda-Einbettung
enthalten); sein entscheidender Vorteil ist jedoch, dafy Garben und ihre Morphismen sehr viel leichter zu
konstruieren sind als etwa topologische Rdume oder gar Schemata und deren Morphismen. Im Wesent-
lichen tibertragen wir einen Teil von Serres Exposé [Se] in die Sprache von Garben.

2.1.1 Faserbiindel und Torseure von Garben

Es sei S = Cg ein Situs (beispielsweise der Situs der topologischen Rdume mit der tiblichen Topologie
oderauch S = (Sch /S)4). Essei 2~ € Shv(S) eine Garbe. Eine 2" -Garbe ist einfach eine Garbe & — 2~
tiber 2. Ist & eine 2 -Garbe und f : 2"/ — 2 ein Morphismus, so bezeichnen wir mit f*& den
Pullback & x o~ 27" — 2. Ist Z eine weitere Garbe, so nennen wir die 2 -Garbe 2~ x .Z das triviale
Biindel mit typischer Faser .7 .

Definition. Eine 2 -Garbe & — 2 heifit Faserbiindel mit typischer Faser # € Shv(S), wenn es einen
Epimorphismus f : 2"/ — 2 gibt, so dal &’ = {*.2" isomorph ist zum trivialen Biindel tiber 2"
mit typischer Faser .%#, so daf} es also einen Isomorphismus von 2" /-Garben (eine ,,Trivialisierung”)
Exg X'=2" x F gibt.

Unter einem Schnitt eines Faserbiindels & — 2~ verstehen wir einen 2" -Morphismus 2~ — &, also ein
Rechtsinverses zu & — 2.

Es sei nun ¢ eine Garbe von Gruppen. Eine 2 -Garbe mit ¢-Aktion ist eine Garbe & mit einer ¥-
Operation & x ¢ — & zusammen mit einem Morphismus 7 : & — 2, der dquivariant beziiglich
der trivialen ¢-Operation auf 2" ist, so daB also 7t(e.g) = 7t(e) fiir alle e € &(X), g € ¥(X) ist. Ein
Morphismus von 2 -Garben mit ¢-Aktion ist auf die offensichtliche Art erkliart. Die Tatsache, dafs ein
Pullback mittels 2" — 2~ Garben mit ¢-Aktion erhilt, erméglich die folgende

Definition. Ein &-Torseur oder -Hauptfaserbiindel iiber 2 ist eine 2 -Garbe mit ¢-Aktion & — 2,
fiir die es einen Epimorphismus f : 27 — 2" gibt,so daB {*& = & x o 2/ — 2/ als Z"'-Garbe mit
%-Aktion isomorph ist zu 2"’ X ¢4 — 2"/ mit der natiirlichen ¢-Aktion (dem sogenannten ,trivialen
G-Biindel“).

Ein ¢-Hauptfaserbiindel ist also insbesondere ein Faserbiindel mit typischer Faser ¢.

Sind 27/ — 2, 2" — 2 Epimorphismen, so ist 2"/ x o~ 2" — % ein Epimorphismus, der beide
majorisiert. Dies bedeutet beispielsweise, daf$ man zwei Faserbiindel iiber 2" ,gleichzeitig” trivialisieren
kann. Eine typische Anwendung dieser Beobachtung ist:
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2.1.1 Proposition. Jeder Morphismus von & -Torseuren iiber 2 ist invertierbar. (Die Kategorie der -
Torseure iiber 2 ist also ein Gruppoid.)

Beweis. Da man zwei Torseure stets gleichzeitig trivialisieren kann, konnen wir uns nach Abstiegstheorie
(1.4.11) auf den Fall trivialer Torseure beschrinken; dieser ist aber enthalten im nichsten Lemma. ]

2.1.2 Lemma. Es sei &4 eine Gruppengarbe und % eine Garbe. Dann gibt es einen Isomorphismus von
Monoiden
End,%‘—Garbe mitg—Aktion(% X g) = %(%)’

wobei G (Z") die Gruppe Hom (2,9 (mit punktweiser Multiplikation) bezeichnet. @) Insbesondere ist jeder
Endomorphismus von 2 x & invertierbar.

Beweis. Istf : 2" x G — 2 x ¥ gegeben, so definiere @ : 2~ — ¢ durch f(x,1g) = (x, @¢(x)).
Ist umgekehrt ¢ gegeben, so definiere f, durch f(x, g) := (x, @(x).g). Man rechnet ohne Miihe nach,
daf3 auf diese Art wohldefinierte inverse Bijektionen gegeben sind. Fiir Morphismen 1\, ¢ : 2~ — ¢ gilt
aufSerdem

fyofelx, g) = fylx, ©(x).g) = (x,P(x).@(x).9) = (x, (V.@)(x).9) = fy.e(x, g),

also erhdlt diese Identifikation Produkte. Da zur konstanten Abbildung x +— 1 auflerdem offensichtlich
die Identitit von 2~ x ¢ gehort, ist sie tatsichlich ein Isomorphismus von Monoiden. O

2.1.3 Proposition. Fiir eine 2 -Garbe mit 4-Aktion & — 2~ sind folgende Aussagen dquivalent:
1. & ist 9-Torseur.

2. & — 4 ist ein Epimorphismus, und der Morphismus & X G — & x 9 &, (e,g) — (e, e.g) ist
invertierbar.

Beweis. 1. = 2. Nach Abstiegstheorie konnen wir annehmen, dafy & = 2~ x ¢ trivial ist. Aber dann
ist 2 x 9 — 2 offensichtlich surjektiv,und & X ¥ = 2" X9 xX9G - E X9 & =X XY XY ist
der Morphismus (x, g,g’) — (x, g, gg’), der offensichtlich invertierbar ist.

2. = 1. Durch Basiswechsel mit & — 2~ erhalten wir aus & das Biindel & x o- & — &, (e, e’) — e,
auf dem ¥ operiert vermoge (e,e’).g = (e, e’.g). Man iiberzeugt sich dann schnell davon, dafl der
Isomorphismus von Garben & x ¢ — & X 4 & tatsichlich ein Isomorphismus von ¢-Biindeln tiber &

ist. L]

Ist & ein ¢-Torseur tiber 2, so ist & — £ ein Epimorphismus, der & trivialisiert. Dies wird beim
Studium von Torseuren iiber glatten oder endlichen Gruppen eine Rolle spielen, vgl. 2.1.23 und den
Beweis von 2.4.2.

2.1.4 Beispiel. Es sei 4 eine Gruppengarbe und 7€ C 9 eine Untergruppe. Dann ist 4 ein ¢ -Torseur
itber ¢ | 7 (mit der natiirlichen Rechtsoperation von 7 auf 4 ).

Beweis. Wir priifen die Bedingungen der Proposition nach. Natiirlich ist ¢ — ¢ /.7 ein Epimorphis-
mus, und die Invertierbarkeit des Morphismus ¢ x " — ¢ Xg,» 9, (9,h) — (g, g.h) rechnet
man leicht nach (vgl. auch Satz 1.5.3). (Da der Garbifizierungsfunktor a mit endlichen direkten Limites
vertauscht, konnen wir zum Beweis statt ¢ /.77 die Prigarbe X — ¢(X)/(X) verwenden.) O

Man beachte die suggestive Notation: ist 2” = X darstellbar, so ist ¢ (.2") = ¢(X) nach dem Lemma von Yoneda.
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Sei wieder & ein ¢-Torseur tiber 2. Die Operation & x ¢4 — & induziert, fiir jeden Morphismus % —
2, eine Operation Hom (%, &) x4 (#') — Hom g (¥, &), wobei wir wieder 4 (%) := Hom(%',¥)
schreiben. Die Proposition zeigt dann, daf} die Abbildung Hom g (%, &) x 4 (%) — Hom g (%, &) x
Hom y (%, &) invertierbar ist. Das bedeutet:

2.1.5 Korollar. Fiir jede 2 -Garbe % — 2 ist Hom g (%, &) entweder leer oder ein G (%/')-Torseur im
mengentheoretischen Sinne.

2.1.6 Proposition. Es sei & ein G-Torseur iiber & und % — X ein beliebiger Morphismus. Genau dann
ist Hom o (%, &) nichtleer, wenn der Pullback von & nach % trivial ist.

Beweis. Wegen Hom 9 (%', &) = Homg (¥, & x 9~ %) konnen wir durch einen Basiswechsel anneh-
men, dafl % = 2 ist, und missen nur zeigen: ein Torseur & — 2  ist genau dann trivial, wenn er
einen Schnitt besitzt. Der triviale Torseur 2~ x 4 — 2 besitzt den Schnitt 2~ — 2~ X 4, x — (x, 1).
Ist umgekehrt @ : 2" — & ein 2 -Morphismus, so definiert 2" x ¢ — &, (x,g) — @(x).g, einen
Morphismus von ¢-Torseuren iiber 2", also nach 2.1.1 einen Isomorphismus. O

2.1.2 Konstruktion von Faserbiindeln durch Twisting mit Torseuren

Ist & eine 2 -Garbe mit ¢-Aktion, so erhalten wir durch Ausdividieren der ¢-Aktion eine .2 -Garbe
&/9 — 2 . Diese Konstruktion ist funktoriell beztiglich Morphismen von .2 -Garben mit ¢-Aktion.

2.1.7 Proposition. Es sei & ein ¢-Torseur iiber 2 . Dann ist der natiirliche Morphismus & /9 — 2
invertierbar.

Beweis. Da Faktorisieren nach ¢ mit Pullback vertauscht (dies folgt etwa aus Lemma 1.4.1), konnen wir
nach Abstiegstheorie annehmen, dafl & der triviale ¢-Torseur ist; aber dann ist die Aussage klar. O

Definition. Fs sei & eine .2 -Garbe mit ¢-Aktion. Es sei weiter .% eine Garbe, auf der ¢4 von links
operiert. Dann bezeichnet & x? .% die 2 -Garbe (& x .F)/4 — 2, wobei & x .F eine 2 -Garbe mit
&-Aktion ist durch (e, f).g := (e.g, g~ '.f).

Diese Konstruktion ist offenbar funktoriell in & und in .% (letzteres beziiglich ¢-dquivarianter Mor-
phismen). Ist & = 2 x ¢ der triviale ¢4-Torseur, so haben wir einen natiirlichen Isomorphismus
von 2 -Garben & x¥ F = 2 x %, [(x,9),fl — (x,g.f), was man suggestiv notieren kann als
(2 x9) x¥ F = 2 x Z.Insbesondere ist also & x7 .Z das triviale Biindel mit typischer Faser
F auf 2. Da der Funktor __ x“ .% auferdem mit Pullback der Basis vertauscht, haben wir gezeigt:

2.1.8 Proposition. Ist & ein G-Torseur itber 2, so ist & x¥ F Faserbiindel mit typischer Faser 7.

Man sagt, & x7 .F entstehe durch Twisting von .7 mit &.

2.1.9 Beispiel. Essei 777 C ¢ C ¢ eine Kette von Untergruppengarben. Dann ist 4 / 73 ein Faserbiindel
itber G | 7¢, mit typischer Faser 765/ 7.

Beweis. Nach Beispiel 2.1.4 ist ¢ ein .75-Torseur iiber ¢ /.7¢5. Wir konstruieren inverse Isomorphismen

G x" () A7) = G ) 7 von Garben iiber &/ 75 wie folgt:

G < (A3 M) S G/ A
[g, [h2]] = [ghy]
[g, (1]] « [gl.
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Man iiberzeugt sich ohne Miihe davon, daf§ beide Morphismen wohldefiniert und invers zueinander sind
sowie Morphismen von Biindeln tiber 4 /H,. 0

2.1.10 Proposition. Der Funktor & x? __ von den Garben mit G-Operation in die Faserbiindel itber %
vertauscht mit Produkten. (Dabei ist das Produkt zweier Faserbiindel einfach das Faserprodukt iiber Z.)

Beweis. Sind .7 ,.% ' zwei Garben mit &-Operation, so haben wir einen natiirlichen Morphismus & x“
(F x F') = (& XY F) xg9 (& xY F'), [e,(f,f)] — (le, 1], [e,f']). Um zu zeigen, daR dieser
invertierbar ist, konnen wir nach dem Abstiegslemma annehmen, daf8 & = 2~ x ¢ trivialer Torseur ist;

aber dann wird der Morphismus einfach zur iiblichen Identifikation 2" x (. x .7 ") =N (X X F) X9
(2 x F'). Ol

Operiert die Gruppe ¢ auf sich selbst durch Konjugation, so wird die Produktabbildung ¢ x ¥ — ¥
kompatibel mit der ¢-Operation; ebenso die Inversenbildung ¢4 — ¢ und die Inklusion x — ¥ des

neutralen Elementes. Da auferdem & x¥ « = & /% =, 4 ist, erhalten wir aus der Proposition:

2.1.11 Satz. Ist & — 2 ein G-Torseur, und operiert & auf sich selbst durch Konjugation, so ist & x“ 4 ein
Gruppenobjekt in der Kategorie der Garben iiber 2.

Im Falle 2~ = x bedeutet das:

2.1.12 Korollar. Ist & ein & -Torseur (iiber dem finalen Objekt %), und operiert ¢ auf sich selbst durch
Konjugation, so ist & x? 4 wieder eine Gruppengarbe.

Definition. Diese ,mit & getwistete Version von ¥ bezeichnet man mit &' ().

Eine Anwendung ist das Twisten von algebraischen Gruppen iiber einem Korper mit Galoiskohomolo-
gieklassen, vgl. etwa [Gi].

2.1.3 Erweiterung und Reduktion der Strukturgruppe

Operiert eine Gruppe .7’ von rechts auf .7, kompatibel mit der ¢ -Linksaktion, so induziert diese Opera-
tion eine Rechtsoperation von .77 auf & x? F,die & x¥ F zu einer 2 -Garbe mit .##-Aktion macht.

Der wichtigste Fall ist der folgende: ist ein ¢ -Torseur & und ein Homomorphismus von Gruppengarben
G — A gegeben, so ist & x¥ A eine 2 -Garbe mit .7-Operation.

2.1.13 Proposition (Erweiterung der Strukturgruppe). In dieser Situation ist & x? A ein H-Torseur

iiber 2.

Beweis. Da die Konstruktion mit Pullback vertauscht, konnen wir & = 2~ x ¥ als trivial annehmen.
Dann ist aber & x9 # = 2 x ., und das ist der triviale .##-Torseur. O

2.1.14 Proposition (Kiirzungsregel). Essei & ein -Torseur iiber 2, @ : 4 — 4 ein Homomorphismus

von Gruppengarben und .7 eine Garbe mit .7 -Linksaktion. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus
von Faserbiindeln (& x9 I <t F = E&xY 7, [le, Trl, f] <= [e, f], wobei G vermaige @ auf F operiert.
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Beweisskizze. Betrachte die Abbildung & x .Z# — (& x¥ ) x” Z, (e,f) — lle, 1n], f]. Diese ist
offenbar ein 2" -Morphismus, und sie ignoriert die ¢-Operation auf der linken Seite, denn

(e,f).g = (e.g,0(g)".f) = [le.g, Tul, @(g) ".f] = [le.g, Thl.0(g) ', f]
= [le.g, @(g) '], ] = [le, 1], f.

Also erhalten wir einen Morphismus & x¥ .Z — (& x? ) x” % von Biindeln iiber 2°. Um zu
zeigen, dafd dieser invertierbar ist, kann man nach dem Abstiegslemma durch Basiswechsel annehmen,
dal & = 2" x ¢ trivial ist. Aber dann tiberzeugt man sich leicht, daf§ die von uns konstruierte Abbildung
gerade der kanonische Isomorphismus zwischen

(2 x9) x?

F =2 x.Z und
(2 x9) x? ) x” F

(X x OV F=X xF
ist. O

2.1.15 Lemma. Es sei 77 C & eine Untergruppengarbe und & ein 4 -Torseur iiber 2 . Der Morphismus
E — EXY(G)A), e — le, 1]], macht & zu einem H-Torseur iiber & x¥ (4 ) 7).

Beweis. Der Morphismus sieht die .7#-Operation auf & nicht, denn e.h — [e.h, [1]] = [e, [h]] = [e, [1]],
also haben wir eine .2 -Garbe mit .77-Rechtsaktion.

Falls & = 2" x ¢ trivial ist, haben wir & x¥ (9/) = X x (9/), [(x,9),[g']] — (x, [gg’]). Der
Morphismus & = 2" x ¥ — 2" x (¢ /) ist dann gegeben durch (x, g) — (x, [g]). Aber dies ist der
Pullback des 77 -Torseurs ¢ — &/ nach X x (4 /7).

Im allgemeinen Fall konnen wir durch Basiserweiterung 2"/ — 2" zu einem trivialen Torseur & iiberge-
hen; dabei verwenden wir, dafy Twisting mit Basiserweiterung vertauscht und Pullbacks Epimorphismen
erhalten. 0J

2.1.16 Satz (Reduktion der Strukturgruppe). Es sei 5 C & eine Untergruppengarbe. Dann ist ein -
Torseur iiber X ,dasselbe wie ein G-Torseur & zusammen mit einem Schnitt des Faserbiindels & x¥

(G/)7) = Z.

Genauer haben wir eine Aquivalenz von Kategorien, wobei ein Morphismus von & -Torseuren mit Schnitten
ein Morphismus von & -Torseuren Tt : & — & ist, so daf das induzierte Diagramm von Schnitten

X
‘/xg ({¢/%

& X9 (G ) H) — &' <9 (G ) H)

kommutiert.

Auperdem vertauscht diese Aquivalenz mit Basiswechseln 2 — 2, und zum trivialen 7 -Torseur korre-
spondiert der Schnitt 2 — (X x G) xY (G )A) = X x G/ A mitx — (x,[1]).

Beweisskizze. Sei &y ein .7 -Torseur iiber 2. Setze & := &y x4 als @-Torseur; nach der Kiirzungsregel
gilt dann & x¥ (4 /) = & x” (4 /). Die Linksoperation von 7 auf & / ¢ fixiert aber die Klasse
des neutralen Elements, so daf§ wir eine Einbettung von 2" -Garben mit ¢-Aktion &y — &y x ¥/,
e — (e, [1]) erhalten. Ausdividieren der #’-Aktion liefert eine Einbettung von 2" -Garben &y/ " —
Eox (G ) ) = & XY (G ) ). Aber &) H# = 2, also haben wir einen Schnitt 2" — & x¥ (4 /..
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Sei umgekehrt & ein ¢-Torseur, und es sei ein .2 -Morphismus 2~ — & x? (¢ /) gegeben. Nach dem
Lemma definiert & einen .- Torseur iiber & x¥ (4 /); diesen kénnen wir mit Hilfe des gegebenen
Schnitts zuriickziehen zu einem Z’-Torseur iiber 2.

Wir tiberlassen dem Leser die Uberpriifung, dafd beide Konstruktionen invers zueinander sind, und die
der restlichen Aussagen. O

2.1.17 Bemerkung. Istim Satz speziell # C ¢ sogar normal, alsod := 4/ 3 eine Garbe von Gruppen, so
ist & x74 einG-Torseur itber 2. Die Menge der Schnitte dieses Torseurs ist nach 2.1.5 ein (maoglicherweise
leerer) G (.2 )-Torseur im mengentheoretischen Sinne. Der Satz liefert dann eine Rechtsoperation von G (.Z")
auf der Kategorie der 7 -Torseure iiber 2, wobei zwei solche Torseure &y, &5 genau dann in der gleichen
G (X )-Bahn liegen, wenn & x”* G = &y x G ist.

2.1.4 Die Kohomologiesequenz

Einige der Ergebnisse der letzten Abschnitte lassen sich besonders prignant (wenn auch weniger explizit)
durch exakte Sequenzen gewisser Kohomologiemengen ausdriicken.

Es sei Tors(Z2",%) die Menge der Isomorphieklassen von ¢-Torseuren tiber 2" und Fib(2",.%) die
Menge der Isomorphieklassen von Faserbiindeln tiber 2" mit typischer Faser .%. Beides sind (durch die
trivialen Torseure bzw. Biindel) punktierte Mengen. Wir haben eine Vergifabbildung Tors(2",¥) —
Fib(Z", %), und Tors und Fib sind vermoge Basiswechsels kontravariant funktoriell in 2.

Operiert ¢ von links auf .%, so liefert Twisting eine punktierte Abbildung Tors(.2",%) — Fib(Z", F).
Ist insbesondere 4 — 7 ein Gruppenhomomorphismus, so faktorisiert Tors(2",%) — Fib(Z", 7)
kanonisch iiber Tors(. 2", 7).

Sei nun .7 C ¥ eine Untergruppengarbe. Ein Morphismus 2~ — (¥ /5¢) liefert einen Schnitt des
trivialen Faserbiindels 2~ x (¢ /) — 2 und damit nach dem Satz iiber die Reduktion der Struktur-
gruppe einen J¢’-Torseur & (fiir den &5 x?* ¢ nach Konstruktion trivial ist). Diese Konstruktion liefert
die Abbildung (/) (Z") — Tors(Z", #) in der folgenden

2.1.18 Proposition (Exakte Kohomologiesequenz). Die Sequenz
1= () =>9G (X)) = (9G/)(Z) = Tors(Z', ) — Tors(Z',9) — Fib( 2,9 /)

ist im folgenden Sinne exakt: in den Gruppen € (X) und < (X) stimmen wie iiblich Kern und Bild iiberein;
in (G /7)) Z) und Tors( 2", H) ist das Bild der ankommenden Abbildung genau das Urbild des trivialen
Elements bei der ausgehenden Abbildung, und in Tors( 2 ,%7) ist das Bild der ankommenden Abbildung das
Urbild der Menge all der Faserbiindel mit typischer Faser ¢ / 7€, die einen Schnitt besitzen.

Ist 7 C 9 normal, so konnen wir Fib( 2,9 /) durch Tors(Z 9 /) ersetzen, und die Gruppe
(G /) 7)(Z") operiert derart (von rechts) auf Tors(X, .7), daf$ die Orbits genau die Fasern der Erweite-
rungsabbildung Tors( 2", 7)) — Tors( 2,94 ) sind.

Beweisskizze. Die Exaktheit in .777(X) ist klar; diejenige in ¢(X) folgt aus der Invertierbarkeit von & x
H — G Xg,p 9, (9,h) — (g,9.h). Fiir die Exaktheit in (¥/)(27) sei f : 2" — &/ ein
Morphismus. Nach Konstruktion induziert dieser den .7Z’-Torseur 2" Xy ;9 — 2. Dieser ist genau
dann trivial, wenn er einen Schnitt besitzt, wenn also f iiber ¢ faktorisiert.

Fiir die Exaktheit in Tors(.Z", 7¢°) haben wir schon gesehen, daf} die Komposition trivial ist. Ist aber
ein.7Z-Torseur &y iiber 2~ gegeben, so dafl & := &y x4 trivial ist, so finden wir einen Isomorphismus
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xY(G)AH) = X x (9/7), und der Schnitt dieses Faserbiindels ist gegeben durche einen Morphis-
mus 2 — ¢ /7. Die Exaktheit in Tors(. 2", ¥¢) folgt unmittelbar aus dem Satz tiber die Reduktion der
Strukturgruppe, und die iibrigen Aussagen folgen aus 2.1.17. O

Insbesondere sieht man, dafl die .7#-Torseure tiber 2~ in gewisser Weise den ,,Surjektivititsdefekt von

G(X) — (9)7)(Z) messen.

Ist 4 eine Garbe von Gruppen, so kann die Mengen Tors(.2Z", %) auch explizit durch Erzeugende und
Relationen definieren. Dies wollen wir im nédchsten Abschnitt tun.

2.1.5 Kohomologiemengen

Es sei & ein ¥-Torseur tiber 2, dazu 2"/ — % ein Epimorphismus, der & trivialisiert, und es seien
pi: X xg X' = X' (x],x5) — x], die Projektionen (i = 1,2). Dann gibt es nach 2.1.6 einen
2 -Morphismus ¢ : 2’ — &, und da Homy (2 X9 2, &) ein (2 x o9 Z')-Torseur ist
(2.1.5), finden wir ein eindeutig bestimmtes g € ¥ (2" x4 Z') mit (pj@).g = p5e, wobei wir
P1® = @ o pj schreiben. Dieses g erfiillt zudem eine nichttriviale Relation: Es seien q12, 13,23 :
X' Xy X' xg X" — X' X9 2 die Projektionen. Dann gilt

P2d13 =P2d23, P1d23 =p2di2 und Ppiqi2 =Ppi9i3,

woraus sich ergibt:

*

(P1d13)"(@).q33(9) = (p2d13)* (@)
= (p2023)* (@) = (P1923)"(9).q33(9)
= (p2d12)"(®).a33(9) = (p1912)"(®).q72(9).d35(9)
= (p1d13)"(®).q72(9).a33(9).

Die Elemente der Menge
222" ={g €9 (2" xo 27")|d12(9) - 933(9) = ai3(g)}

nennen wir ,Kozyklen“; dann ist also g € Z(2°,%4; 2") ein Kozyklus. Ersetzen wir ¢ durch einen
anderen Morphismus @ : 2"/ — &, so finden wir ein eindeutig bestimmtes h € ¢(.2”') mit ¢ = @.h.
Dann ist

einerseits p>¢ = p3(9.h) =p>¢.psh,
andererseits aber auch  p3¢ = (pj9).g =pi(@.h).g =pje.pih.g,
also p3@ = pi@.gmitg = (pih)-g- (p3h) . Firg,g € 4(2" x o~ 2') setzen wir setzen wir g ~ g,

fallseseinh € ¥(2"') gibt mit g = (pjh) - g - (pﬁh)q. Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation,
und man rechnet schnell nach, dafl alle zu einem Zyklus dquivalenten Elemente wieder Kozyklen sind.

Definition. Wir setzen H'(2°,4: 2°') := Z( 2,9, 2")/ ~.

Fiir einen Epimorphismus 2~ — 2" setzen wir
Tors( 2,9, 2) { € Tors(Z ,9)| & x 9 X ist tr1v1al}

Die obigen Uberlegungen zeigen, daf} wir eine natiirliche wohldefinierte Abbildung Tors(2",%; 2"') —
H'(2',%; 2"') haben.
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2.1.19 Proposition. Diese Abbildung ist bijektiv.

Beweisskizze. Wir konstruieren eine Umkehrabbildung. Sei also g € Z(2,4;2"') C 9(Z' xo
Z') ein Kozyklus. Es sei &' = 2" x ¢ der triviale ¢-Torseur iiber .2"’. Dann haben wir kanonische
Identifikationen von pj&’ = &' x5 2" und p3&’ = 2 x 2~ &' mit dem trivialen &-Torseur iiber
X g X', Sei, mit dieser Identifikation, o : p3&’ — p5&’ der Isomorphismus mit 1 +— g. Die
Kozykelbedingung fiir g garantiert, daf} o ein Abstiegsdatum fiir &" — 2™/ vermoge 2"/ — 2 ist. Wir
finden also eine Garbe & — 2" mit &’ = & X 9~ 2. Man zeige nun, daf auch die ¢-Operation auf
&' induziert ist von einer ¢-Operation auf &. Dann ist & ein ¢-Torseur tiber 2. Man iiberlege sich nur
noch, dafd dquivalente Kozyklen zu isomorphen Torseuren fiithren, und dafl beide Konstruktionen invers
zueinander sind. O

Wir tiberlassen dem Leser die Ausarbeitung der offensichtlichen Funktorialititseigenschaften.

Definition. Wir setzen H'(.2",%) lgl H'(2°,4; 2"), wobei der Limes iiber alle Epimorphismen
einer Garbe 2"/ auf 2" lduft.

Aus der Proposition folgt insbesondere, daf} alle Ubergangsabbildungen in diesem direkten Limes injektiv
sind, und auflerdem das

2.1.20 Korollar. Wir haben eine natiirliche Bijektion Tors( 2", ) =H HY(2,9).

2.1.6 Darstellbare Faserbiindel und Torseure

Es sei nun S = Cg ein Situs, dessen Topologie grober ist als die kanonische (d.h. jedes Objekt stellt eine
Garbe dar). Korollar 1.3.16 ermoglicht eine andere Charakterisierung von Faserbtindeln und Torseuren
iber einer darstellbaren Basis:

2.1.21 Proposition. Ein Morphismus & — X ist genau dann ein Faserbiindel zur Basis .7, wenn es eine
Uberdeckung (Yi — X)i gibt, so daf8 jedes & xx Yi als Yi-Garbe isomorph ist zu Yi x .F — Yy, und
man kann erreichen, daf diese Familie aus nur einem ﬁ)pf Morphzsmus besteht. Die analoge Aussage gllt fuir
& -Torseure.

Beweisskizze. Der entscheidene Punkt ist die Tatsache, daf ein Faserbiindel tiber einer disjunkten Vereini-
gung von Schemata genau dann trivial ist, wenn es iber jedem Summanden trivial ist. Diese Beobachtung
ist im Prinzip Folge einer Aquivalenz von Kategorien Sch /[ [; Y; = [, Sch /Y. O

Auflerdem konnen wir die Kohomologiemengen konkreter angeben. Sei nimlich X € C ein Objekt und
¥ eine Gruppengarbe. Wir schreiben FUE(X,g) = H'(X, %) und H%(X,g;ﬂ) = H(X, 4, 11,Yy) fiar
eine Uberdeckung 4 = (Y; — X);. Ein Element von H'(X,%;4) wird dann reprasentiert durch eine
Familie (gi]’)i‘j mit gij € g(h XX Y]') = g(Yi XX Yj) = g(Y1 XX Yj) (Yoneda), fiir die 9ij9jk = Gik in
9 (YixxYj xx Yi) gilt, wobei zwei Familien (911) und (gij) genau dann dquivalent sind, wenn es eine Fa-
milie (hy), hy € ¢(Yi), gibt mit gy = hy.gy.h 1 (wobei wir die notwendigen Restriktionsabbildungen
nicht notieren). Nach der Proposition gilt dann

HEX,9) = lim HE(X, %5 40).
u

Ist klar, welche Topologie auf C gemeint ist, schreiben wir auch H' anstelle von H1E. Im Fall C = Sch
oder Sch /S wollen wir Torseure und Kohomologie immer beztiglich der fppf-Topologie verstehen, wenn
nichts anderes gesagt wird.
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Ist 4 = G darstellbar, so stellt sich die Frage, ob ein ¢-Torseur tiber einem Objekt X moglicherweise
ebenfalls wieder darstellbar ist. Im allgemeinen ist das nicht zu erwarten; im Fall von Schemakategorien
gibt es jedoch gewisse Kriterien (vgl. [Mi80, I11.4.3]), von denen fiir uns der folgende Satz relevant ist:

2.1.22 Satz. Es sei S ein Schema, X ein S-Schema und G — S ein affines Gruppenschema. Dann ist jeder
G-Torseur itber X (d.h. jeder G-Torseur iiber X in Shv((Sch /S)g,p¢)) darstellbar.

Beweisskizze. Ein G-Torseur & iiber X wird reprasentiert durch ein Element [(gi;)] € H'(X, G; ), wobei
U = (Y; — X); eine fppf-Uberdeckung ist. Insbesondere ist & x x Yi = Vi xs G, wird also durch das
tiber Y; affine Schema Y; x g G reprisentiert. Die gi; liefern Automorphismen von Y; xx Y; xs G, die
als Abstiegsdatum dienen, um nach 1.4.10 die Y; X s G zu einem X-Schema E zu verkleben. Auf diesem
erhilt man sofort die Struktur eines G-Torseurs und schlieflich einen Isomorphismus von Torseuren
E=¢&. O

Ist insbesondere G — H ein Homomorphismus von S-Gruppenschemata, H affin, und E ein G-Torseur
iiber S, so ist der H-Torseur E xS H dargestellt durch ein S-Schema, das wir E x G H nennen wollen.
(Man kann allgemeinere Darstellbarkeitssatze fir Twisting beweisen, die wir jedoch nicht benttigen.)

In den fiir uns interessanten Fillen kann man bei der Untersuchung von Torseuren anstelle der fppf- die
étale Topologie verwenden:

2.1.23 Satz. Essei S ein Schema, X ein S-Schema und G ein glattes affines Gruppenschema iiber S. Dann ist
die natiirliche Abbildung 1} (X, G) — ngpf(X, G) invertierbar, d.h. jeder fppf-Torseur unter G ist bereits
lokal trivial in der étalen Topologze.

Beweisskizze. Die Injektivitit ist klar. Fiir die Surjektivitit sei & ein G-Torseur tiber X. Nach dem letzten
Satz ist & = E darstellbar. Der Morphismus E — X ist glatt und surjektiv: denn wihlen wir einen
fppf-Morphismus X’ — X, so da E xx X" — X’ trivial ist, so haben wir ein kommutatives Diagramm:

EXxX/ X/XSG

\/

Aber G — S ist glatt und surjektiv, also auch X’ xs G — X’ und damit nach Abstiegstheorie auch
E — X. Nach 2.1.3 ldf3t E sich durch E — X trivialisieren, aber nach 1.2.16 kénnen wir diese ,glatte“
Trivialisierung zu einer étalen Trivialisierung verfeinern. 0

2.1.24 Bemerkung. Das Argument, das im Beweis die Glattheit von £ — X zeigt, ldfSt sich in vielen Situatio-
nen anwenden: ist G — S ein flaches, lokal endlich prisentierbares Gruppenschema und E ein (darstellbarer)
G-Torseur iiber einem S-Schema X, so ererbt E — X die in der Abstiegstheorie auftretenden Eigenschaften
von G — S:ist also etwa G endlich iiber S, so ist auch € endlich iiber X.

2.1.7 Torseure und Morphismen von Sitiis

Es sei F : Cg — Dr ein stetiger Funktor. Der Pushforward-Funktor F, : Shv(Cg) — Shv(Dg) ist exakt,
erhilt also insbesondere Gruppengarben, Epimorphismen, Faserprodukte und Produkte. Das zeigt:

2.1.25 Proposition. Ist & ein & -Torseur iiber 2 € Shv(Cg), so ist F. & ein F.&G-Torseur iiber F, 2. Ist &
trivial, so auch F.&.
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Ein stetiger Funktor F : Cg — Dy induziert also fiir jeden Epimorphismus 2"/ — 2~ eine natiirliche
Abbildung Tors(.2",¥; Z') — Tors(F. 2", F.4;F.2Z"").

Falls die Gruppengarbe ¢ ihrerseits Pullback einer Gruppengarbe ist, also ¢ = F*.5¢ mit einer Grup-
pengarbe .77 € Shv(Dg) ist, ldlt sich noch mehr aussagen: zunichst haben wir, da F, linksadjun-
giert zu F* ist, einen natiirlichen Morphismus F,% = F.F*J# — JZ. Durch Erweiterung der Struk-
turgruppe erhalten wir damit eine Abbildung Tors(.2", F*#; Z”') — Tors(F. 2, F.F*#F.2') —
Tors(F. 2", 0 F. 27).

2.1.26 Proposition. Die Abbildung Tors( 2", F* 5, Z7') — Tors(F. 2", 7, F. Z"') ist bijektiv.

Beweis. Es geniigt, die entsprechende Aussage fiir H' zu zeigen. Fiir jede 2 -Garbe % — 2 gilt aber
A (F.¥) = Homghy () (F+ &, ) = Homghy(c, ) (¥, F ) = (FA) (&),

und diese Identifikation induziert eine Bijektionen 2 (2", F*. ¢, 2™') = Z(F. 2, 7, F. Z"") und wei-
ter H'(2", "¢, 27') = H'(F,. 2, ;F, 2"'). Wir iiberlassen dem Leser die Uberpriifung, daf diese
Bijektion mit der uns interessierenden Abbildung tibereinstimmt. O]

Es sei beispielsweise f : X — S ein Morphismus von Schemata und G ein S-Gruppenschema. Mit dem
Vergif$funktor i : Sch /X — Sch /S und dem Pullbackfunktor af: Sch /S — Sch /X, U — U x g X, gilt
dann wegen (if)* = (a¢)«

Tors (sch /X)Xy G X5 X, 277) = Tors(seh /s), (X, G, (16) 27)

fiir jeden Garbenepimorphismus 2"/ — X in Shv((Sch /X)gps). Ist G glatt und affin tiber S, so inter-
essieren uns nur darstellbare Garben 2" = X’ mit einem fppf-Morphismus X’ — X, und daraus folgt,
dafS ein G-Torseur iiber X in Sch /S dasselbe ist wie ein G x g X-Torseur iiber X in Sch /X.

2.2 Lokalisierung und Kohomologie

Es sei X ein Schema und G ein glattes, affines S-Gruppenschema. Ist U C X eine offene Teilmenge, so
erhalten wir auf natiirliche Art eine Einschrankungsabbildung lilgt(X, G) — Hgt(u, G). Dies definiert
eine Priagarbe auf X im klassischen Sinne; die zu ihr assoziierte Garbe bezeichnen wir mit L%‘gg (X,G).In
diesem Abschnitt beweisen wir ein wichtiges technisches Resultat, namlich die Beschreibung der Halme
dieser Garbe. Es gilt namlich:

2.2.1 Satz. Essei X ein S-Schema und G eine glattes, affines S-Gruppenschema. Ist x € X, so ist die kano-
nische Abbildung %ﬁg (X,G)x — Hgt(Spec Oxx, G) invertierbar.

Die Aussage ist Spezialfall sehr viel allgemeinerer Resultate von Grothendieck tiber die Vertauschbarkeit
étaler Kohomologie mit projektiven Limites von Schemata. Vergleiche dazu etwa [Mi80, I11.1.16] oder in
voller Allgemeinheit [SGA 4, Exp. VII, § 5].

Zum Beweis geben wir zunichst eine Charakterisierung endlich prasentierbarer Algebren tiber einem
filtrierenden direkten Limes von Ringen (vgl. auch [EGA, IV.8.8]). Ist A ein Ring, so bezeichnen wir mit
Alge_p_(A) die Kategorie der endlich prisentierbaren A-Algebren. Jeder Ringhomomorphismus A — B
liefert durch Basiswechsel einen Funktor Alge_p' (A) — Alge'p‘ (B).
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2.2.2 Proposition. Es sei (Ay) ein filtrierendes System von Ringen und Ao := ligli Ai. Dann ist der kano-
nische Funktor

eine Aquivalenz von Kategorien, die mit Tensorprodukten vertauscht (die in li_ngi Alge_p‘(Ai) reprisentan-
tenweise erklirt werden).

Beweis.

1. Der Funktor ist im Wesentlichen surjektiv: sei dazu By, eine endlich prisentierbare A, -Algebra.
Wir konnen annehmen, dafl Boo = Ao [Xy,..., Xnl/(F1,..., Fm) mit gewissen Polynomen F;
ist. Wegen Ao [X1,..., X0 = liéni(Ai[XL ..., Xn)) konnen wir annehmen, dafl F,...,F,, €
AilX1, ..., Xy fiir ein gewisses i gilt. () Dann ist B; := A[Xq, ..., Xnl/(F1,..., Fm) eine endlich
prisentierbare Aj-Algebra mit Bi ®a; Aso = Beo.

2. Um zu zeigen, dal der Funktor voll ist, geniigt es zu zeigen: ist i fest, sind By, B/ endlich prisen-
tierbare Ai-Algebren und ¢ : By — B/, = B’ ®a, Ao ein Homomorphismus, so kann ¢ (evtl.
nach Vergréfern von 1) geliftet werden zu einem Homomorphismus B; — B!. Schreibe dazu
Bi = AilX1,...,Xnl/(F1, ..., Fm). Nach Vergrofern von i lassen sich die ¢ (X;) € B/, nach B
liften, und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

AilXy, .o, Xl - 2— - - - B!
Bi 2 B/,
Dann verschwindet jedes @o(F;) in B, und nach Vergréfern von i konnen wir annehmen, dafl
@o(F;) bereits in B verschwindet. Dann faktorisiert aber A;[Xy,...,Xy] — B/ iiber Bj, wie
gewlinscht.

3. Zu guter Letzt ist der Funktor auch treu: seien namlich By, B{ endlich erzeugte A;-Algebren und
@, ¢’ : Bi = B/ Homomorphismen, fiir die die induzierten Homomorphismen B,, — Bl
tibereinstimmen. Dann stimmen auch beide Abbildungen B; — B/ iiberein. Sei B; erzeugt von
by, ..., bn. Nach VergroBlern von i kénnen wir dann annehmen, daf bereits @ (b;) = ¢’(bj) fiir
allej = 1,...,n gilt, und das bedeutet @ = ¢’.

O]

2.2.3 Proposition. Es sei A ein Ring und B eine endlich prisentierbare A-Algebra. Dann erhilt der Funktor Homayg, (B,_)
beliebige projektive und filtrierende induktive Limites.

Beweisskizze. Fiir projektive Limites ist die Aussage trivial. Der Beweis fiir filtrierende induktive Limites geht vollkommen
analog zum Beweis von 2. und 3. in der letzten Proposition. O

Wir sagen, ein Morphismus in mi Alge_P.(Ai) sei étale (standard-étale, flach, ...), wenn er einen Re-
prisentanten besitzt, der die entsprechende Eigenschaft hat.

Wir verwenden diese suggestive Ausdrucksweise, obwohl A; — A natiirlich im allgemeinen nicht injektiv ist. Gemeint ist:
es gibt Polynome Fq, ..., Fmy in A{[X1, ..., Xy], deren Bilder in Ao [X1,...,Xn] die Fi, ..., Fn sind.
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2.2.4 Proposition. Ein Morphismus [@i] : [Bi] — [B{] in hglnge_p'(A) ist genau dann étale, wenn
L] = Qo étale ist.

Vergleiche auch [EGA, IV.17.7.8]. Der Beweis reduziert sich im Wesentlichen auf das folgende
2.2.5 Lemma. Ein Morphismus [@4] : [Bi] — [B{] in @i Alge_p‘(A) ist genau dann standard-étale, wenn

L] = Qoo standard-étale ist.

Beweis. Standard-étale Morphismen sind stabil unter Basiswechsel, also ist ,nur dann“ trivial. Seien um-
gekehrt By, B! endlich prasentierbare A;-Algebren und ¢ : B — B’ ein Homomorphismus, so dafl
Qoo : Boo — B standard-étale ist. Dann gibt es also Polynome F,P € B [X] = @i(Bi[X]), so daf$ F
unitir ist und F’ invertierbar in (Boo [X]/(F))p, und ein kommutatives Diagramm

B

.\

(Boo[X]/(F))p ———— B,

Durch Vergréfern von i konnen wir annehmen, daf§ F und P in B;[X] liegen, F dort unitir ist und F’ in
Ci := (B4i[X]/(F))p invertierbar. Dann haben wir ein kommutatives Diagramm

Dieses liefert (evtl. nach weiterer Vergréferung von 1) einen Isomorphismus [C4] = [B{] iiber [B4], aber
[Bi] — [C;] ist standard-étale. O

Beweis der Proposition. Es ist wieder nur ,immer dann“ zu zeigen. Es sei also By — B/ ein Morphismus
endlich prasentierbarer A;-Algebren, so dafl Bo, — B/ étale ist. Nach 1.2.11 finden wir dann Elemente
bi,...,bn € Boo mit (by,...,by) = (1) und Elemente b}, ..., b/ € B/ ,sodaf8 jedes B, — (B(’)o)bé
iiber ein (Boo)bk(z) faktorisiert, und so daf} die Abbildungen ( Boo)bk( g = (Béo)bg standard-étale sind.
Durch Vergrolern von i konnen wir erreichen, dafd alle by € By, b é S B{ sind, immer noch die Einheits-
ideale erzeugen und immer noch B; — (B{)bg iiber (Bi)bk( ., faktorisiert. Nach der Proposition ist dann,
nach einer weiteren Vergroflerung von 1, jedes (Bi)yp, o (B{)bé standard-étale. Dann ist aber, wieder
nach 1.2.11, B — B’ étale. O

Gehen wir nun tiber zur speziellen Situation der Lokalisierung eines Rings nach einem Primideal:

2.2.6 {(orollar. Es sei A ein Ring, p ein Prifnideal. Dann ist [B] € lim Aep Alg, , (Af) genau dann eine
étale Uberdeckung von [A4], wenn By, étale Uberdeckung von Ay, ist.

Beweis. ,Nur dann“ ist klar. Fiir ,immer dann®“ konnen wir nach der Proposition durch Verkleinern von
A (d.h. Ubergang zu einem A¢) ohne Einschrinkung annehmen, daf} B eine étale A-Algebra ist. Da
Spec By, — Spec A, surjektiv ist, liegt insbesondere p im Bild von Spec B — Spec A. Dieses Bild ist aber
offen, enthilt also ein Spec A¢ mit f ¢ p. Dann ist At — By eine étale Uberdeckung. ]
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Beweis von Satz 2.2.1. Wir konnen annehmen, daf§ S = X = Spec A affin ist. Dann ist auch G = Spec H
affin, und H ist eine glatte Hopfalgebra iiber H, insbesondere endlich prisentierbar. Ein G-Torseur tiber
A ist dann eine A-Algebra B zusammen mit einem Homomorphismus B — B ®a H (nebst einigen
Relationen), so dafS es eine étale Uberdeckung A — A’ gibt mit einem (diese Relationen respektierenden)
Isomorphismus B ®a A’ = H ®a A’. Nach Abstiegstheorie ist dann auch B endlich prisentierbar.

Die vorangegangenen Propositionen zeigen dann zusammen, daf$ sich jeder Hy-Torseur By, nach Ver-
kleinerung von A zu einem H-Torseur B liften ldfit, also die Surjektivitit von limgg, Hgt(Af, G) —
Hgt(Ap, G), und ebenso die Injektivitit. O

2.2.7 Korollar. Es sei X ein integres S-Schema und G ein glattes affines Gruppenschema iiber S. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. Jeder G-Torseur iiber X (in der étalen bzw. fppf-Topologie), der iiber einer offenen Teilmenge von X
trivial ist, ist lokal trivial beziiglich der Zariskitopologie.

2. Fiir jeden Punkt x € X hat die Abbildung Hét(ﬁ X G) — l:{gt(K(X), G) trivialen Kern.

Die Serre-Grothendiecksche Vermutung besagt, dafl die dquivalenten Aussagen des Korollars erfiillt sind,
falls X eine glatte Varietit iiber einem Korper k und G eine reduktive algebraische Gruppe tiber k ist.

Fiir uns interessant ist auch noch eine weitere Situation:

2.2.8 Korollar. Essei (Ay) ein filtrierendes System von Ringen, A, = li_n)li Aj. Wenn Spec A, — Spec A4
fiir alle i surjektiv ist, so ist [Bi] € liirh Alge'p_(Ai) genau dann étale Uberdeckung von [Ay], wenn B, étale
Uberdeckung von A, ist.

Beweis. Wieder ist nur ,immer dann® zu zeigen, und wieder konnen wir annehmen, dafl B; eine étale
Aj-Algebra ist. Im Diagrammm

Spec Boo — Spec A

| :

Spec By ——— Spec A;

liest man jedoch sofort die Surjektivitit von Spec B; — Spec A; ab. O

Die Voraussetzung des Korollars ist insbesondere in folgender Situation erfiillt: es sei k ein Korper und
A eine k-Algebra. Ist (K;) ein filtrierendes System von Korpererweiterungen von k und Ko, = li_1r>1i Ki =
U; Ky, soist fir Ay := A @ Ky, As := A @y Koo, jeder Morphismus Spec Ao, — Spec A surjektiv.

2.2.9 Satz. Es sei k ein Kérper, A eine k-Algebra und G ein glattes affines Gruppenschema iiber A. Ist (Ky)
ein filtrierendes System von Korpererweiterungen von X, so ist die kanonische Abbildung

li_) Hgt(AKi) G) = H;t(AKoo ) G)’

1

invertierbar.
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2.3 Exkurs: Berechnung von H' (]P’]L, GL,)
2.3.1 Proposition (Hilbert 90). Es sei A ein lokaler Ring, X = Spec A. Dann ist ngpf(X, GLn) ={1L

Beweis. [Mi80, I11.4.10] ]

2.3.2 Korollar. Fiir jedes Schema X gilt ]il%ar(X, GL,) 5 }i{gt(x) GL,) = H!

1 (X, GLy).

Beweis. Es ist jeweils nur die Surjektivitit zu zeigen. Fiir die zweite Abbildung gilt sie allgemein fiir jedes
glatte Gruppenschema. Fiir die erste folgt die Aussage aus der Proposition: denn nach Satz 2.2.1 bedeutet
die Trivialitat des Pullbacks eines GL,-Torseurs E auf Spec Ox « genau, daf3 es eine offene Umgebung U
von x gibt, auf der E trivial wird; also ist E lokal trivial beztiglich der Zariskitopologie. O

Da H%ar(X, GL;,) aber in natiirlicher Bijektion steht zu den Isomorphieklassen von Vektorbiindeln vom
Rang n auf X (der in [Har, Ex. I11.4.5] zitierte Beweis im Fall n = 1 funktioniert allgemein), konnen wir
GL,-Torseure (etwa in der étalen Topologie) als Vektorbiindel auffassen. Dies wird in der Anwendung
des Grothendieckschen Starrheitssatzes fiir Vektorbiindel (Satz 3.3.1) auf Torseure eine wesentliche Rolle
spielen, vgl. Satz 3.4.1.

Das Korollar erlaubt uns auferdem, nur H'(X, GL,,) ohne Angabe der Topologie zu schreiben. Deswei-
teren kann man nun H'(X, GL,,) berechnen, indem man die algebraischen Vektorbiindel vom Rang n
auf X klassifizert. Im Fall, da3 X die projektive Gerade tiber einem Korper ist, werden wir das in diesem
Abschnitt durchfiihren.

2.3.3 Proposition. Sei k ein Korper. Dann ist jedes Vektorbiindel auf A}, trivial.

Beweis. Vektorbiindel auf A]L sind dasselbe wie endliche projektive Moduln tiber dem Polynomring k[T].
Solche sind als direkte Summanden freier Moduln torsionsfrei, aber torsionsfreie endliche Moduln iiber
Hauptidealringen sind frei. O]

Die gleiche Aussage gilt auch fiir Vektorbiindel auf A%, wobei d > 1 beliebig ist — dies ist der Satz von
Quillen—Suslin, den wir im Fall [k| = oo im letzten Kapitel mitbeweisen werden (3.6.7).

Das Schema IP’]L besteht aus zwei affinen Geraden U = Speck[X] und U’ = Speck[X '], die entlang
V = Speck[X, X~ 1] verklebt sind. Ein Vektorbiindel E auf IP’]]< ist nach der Proposition also sowohl
auf U als auch auf U’ trivial. Da Vektorbiindel auf affinen Schemata dasselbe sind wie endliche pro-
jektive Moduln, ist E also bis auf Isomorphie gegeben durch einen Automorphismus von k[X, X~ '] als
kX, X~1-Modul, d.h. durch eine invertierbare Matrix Q € GLa(K[X, Xq]), und zwei solche Matri-
zen Q, Q' reprisentieren genau dann dieselbe Isomorphieklasse von Vektorbiindeln, wenn es Matrizen

P € GL,(k[X]) und R € GL,(k[X™"]) gibt mit Q’ = PQR. Dies beweist:

2.3.4 Proposition. Fiir einen Korper k haben wir einen (in K natiirlichen) Isomorphismus H! (PL, GL,) =
GLn(k[X,X_1])/ ~, wobei Q' ~ Q genau dann gilt, wenn es P € GL,(k[X]) und R € GLn (kX 1) gibt
mit Q' = PQR.

Es bleibt also die Aufgabe, invertierbare Matrizen iiber k[X,X~'] bis auf Aquivalenz im angegebenen
Sinne zu klassifizieren.
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2.3.5 Satz. Es sei k ein Korper, m > 1. Dann bilden die Matrizen
Xé
€ GLn(K[X, X))
Xen

mit ganzen Zahlen ey > ... > ey, ein vollstiindiges Reprisentantensystem von GLy (K[X, X7'])/ ~.
2.3.6 Korollar (Klassifikation der Vektorbiindel auf ]P’]L). Ist k ein Korper, so gilt

FU(]P’]L,GLn) ={(e1,...,en) €Z" e > ... > en}
mit trivialem Element (0, ..., 0).
2.3.7 Korollar. Essei k C K eine Korpererweiterung. Dann ist H! (IP’]L, GLy,) — H! (IP’]](, GL,,) bijektiv.
2.3.8 Korollar (Grothendiecks Spaltungssatz). Ist k ein Korper, so ist jedes Vektorbiindel auf IP’J< direkte

Summe von Geradenbiindeln, und diese sind bis auf Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis von Satz 2.3.5 gewidmet. Dazu verwenden wir eine Abwand-
lung von Ideen von Dedekind und Weber zur Untersuchung von Ganzheitsbasen in algebraischen Funk-
tionenkorpern, [D-W, § 22]. Vergleiche auch [Has, III, § 24], [Sch] und insbesondere den dort zitierten
Artikel [Ge].

Im Folgenden sei V ein freier k[X, X~1]-Modul von endlichem Rang n.
Definition. Ein freier k[X]-Untermodul U C V heif3t erzeugend, wenn eine (und damit jede) k[X]-Basis

von U auch eine k[X, X~']-Basis von V ist.

Offenbar ist ein k[X]-Untermodul U C V genau dann erzeugend, wenn U endlich mit 81X U = nist

und V als k[X, X~ 1]-Modul erzeugt. — Natiirlich 148t sich die gleiche Definition fiir k[X~']-Untermoduln
(beachte k[X, X1l = kX~ 1, (X~ geben. Diese Dualitit werden wir im Folgenden intensiv ausnut-
zen. Beispielsweise besitzen erzeugende k[X]-Untermoduln im folgenden Sinne ,komplementire* erzeu-
gende k[X~"-Untermoduln:

2.3.9 Proposition. Es sei U C V ein erzeugender kK[X]|-Untermodul. Dann gibt es einen erzeugenden
k[X~"-Untermodul W ¢ M mitUNW = 0.

Beweisskizze. Wihle eine k[X]-Basis 11, . .., un von U. Dann tut der von den w; := X '.uy erzeugte
k[X~1]-Untermodul W das Gewiinschte. O

Definition. Essei U C V erzeugender k[X]-Untermodul und v € V. Dann nennen wir
exu(v) :=inf{e € Z|X°v e U}
den Exponenten von v beztiglich X und U.
2.3.10 Proposition. Essei U C V erzeugender K[X]-Untermodul.
1. Fiirallev € V gilt ex u(v) € Z U{—oo} (insbesondere gibt es stets ein e mit X®.v € U).

2. Fiirallev € V gilt
=—00 <= v=0,
ex,u(v) ¢ <0 —vel,
=0 ~—velu\XU.

sowie ex u(Xv) = exu(v) — T und ex u(av) = ex.ul(v) fiiralle a € k*.
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3. Firv,v' € V gilt ex‘u(\) +v/) < max{ex,u(v), ex’u(\)l)}.

Beweis. Wir beweisen die beiden einzigen nicht vollig offensichtlichen Aussagen; sei dazu wq,...,un
eine k[X]-Basis von U. Ist v € V beliebig, so finden wir Py,..., Py, € k[X, X' mitv = > i Piuy. Fur
ein geniigend grofles e gilt dann aber X€.P; € k[X] fiir alle 1, und das bedeutet X¢.v € U, womit 1.
gezeigt ist.

Ist auBerdem v € V mit ex y(v) = —o0, so gilt insbesondere v € U. Schreibe also v = ) ; Pyu; mit
P; € kIX]. Fir alle e > 0 folgt wegen X ¢v € U aber P; € X°k[X], also P; € ﬂe>0 Xk[X] = 0 und
damitv = 0. O

Fixieren wir von nun an einen erzeugenden k[X]-Untermodul U C V und einen erzeugenden k[X1]-
Untermodul W C V. Wir konstruieren der Reihe nach Elemente uy, ..., u, von U wie folgt: ist 1 < i <
n, und sind uq, ..., uwj_7 bereits konstruiert, so wihle u; € U derart, da iy, ..., uyin U/(X.U) = k™
k-linear unabhingig sind, und so daf ex-1 y4/(1t;) minimal unter allen Elementen mit dieser Eigenschaft
ist. Dies ist moglich wegen dimy U/(X.U) = n und nach dem folgenden

2.3.11 Lemma. ex-1 v ist auf U\ {0} nach unten beschrinkt.

Beweis. Istex-1 yy/(x) < e,sofolgtx € X*W. Es geniigt also zu zeigen, dafl es ein e gibt mit UNX®.W =
0. Wihle nach 2.3.9 einen erzeugenden k[X~1-Untermodul W/ c X mit U N W’ = 0. Es geniigt dann
zu zeigen, dal X©.W C W' ist fiir geniigend kleines e. Dies ist aber klar, denn W ist endlich erzeugt, und
fiir jedes w € W gibt es ein e mit X.w € W', O

Damit haben wir bewiesen:

2.3.12 Satz. U besitzt eine Normalbasis beziiglich X und W, d.h. eine Familie (w1, ..., Uyn) von Elementen
von U mit folgenden Eigenschaften:

1. Uq,..., Uy ist eine k-Basis von U/X. .
2. Istu € Umitex 1 ywl(u) <ex 1 ylug) fireint €{1,...,n}, sogiltu € Span, (U, ..., 7) in
u/X.u.
Fiir eine Normalbasis gilt insbesondere ex u(wi) = 0 fir alle i, ex 1 w(uy) < ... < ex 1 ywl(un),

und fir u = Zf:1 aiui mit a; € k, ag # 0, ist ex—1 wlu) = ex-1 y(ue). — Beispielsweise ist jede
k[X, X~ ']-Basis von V Normalbasis eines geeigneten U beziiglich eines geeigneten W:

2.3.13 Beispiel. Esseilq, ..., un € V eine k[X, X -Basis, e; < ... < en, ganze Zahlen. Sei w; =
X~ Cufirl <i<n, U=} kiXlujund W := Zik[X_1].wi. Dannistuy, ..., un eine Normalbasis
von U beziigich X und W mit ex—1 \y/(ui) = e fiir alle i.

Beweis. Natiirlich ist 17y, ..., Uy eine k-Basis von U/X.U = U ®yx; k[X]/(X), so dal nur die zweite
Eigenschaft nachzupriifen ist. Fiir ein Element u = ) ; Pi.wy € U (mit Py € k[X]) gilt ex—1 (u) =
max;(ej+degP;) (wobei wir deg 0 := —o0 setzen): denn es gilt X~¢.u € W genau dann, wenn X~ €.P; €
X~ k[X~"] fiir alle i gilt, und das ist dquivalent zu e > deg P + e;. Insbesondere gilt ey wlui) =ei
Istnunu =} ; Piug € Umitex—1 \y(u) < e fiir ein {, so bedeutet das e; + deg P; < e fiir alle 1, also
Pi=0farallei > (. ]

Wir werden unten sehen, daf die so konstruierten die einzigen Beispiele von Normalbasen sind.

2.3.14 Satz. Jede Normalbasis iy, . .., un von U (beziiglich X und W) ist eine k[X]-Basis von L.
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Beweisskizze. Es sei zunichst U’ = ) . k.u; das k-lineare Erzeugnis der Normalbasis. Zeige zunichst
folgende Variante einer ,,Division durch X mit Rest“: Zu jedem u € U gibtes T € U’ und u € U mit
u = Xq + 7, und im Fall u # O gilt dabei ex—1 \y/(q) < ex—1 w(u). (Zum Beweis wihle r € U’ derart,
dafl u —r € X.U gilt.) Durch wiederholte Anwendung dieser Aussage folgt dann, dafd jedes Element von
U im k[X]-linearen Erzeugnis der Normalbasis liegt (denn das Verfahren muf abbrechen, da ex-1 /(q)
fir ¢ # O nicht beliebig klein werden kann). Aber U ist freier k[X]-Modul, also ist uy,...,u, eine

Basis. (fil) ]
2.3.15Korollar. Istuy, ..., un Normalbasis von U beziiglich X und W, und setzen wir e; := ex1 y/(ai),
soistwy = X" Tuy, ..., Wy = X" uy eine Normalbasis von W beziiglich X~V und U.

Beweis. Es gilt ex u(wi) = exu(ui) + ei = ei. Damit uy,..., uy auch wy, ..., wy eine k[X, X 1-
Basis von V ist, folgt die Aussage aus Beispiel 2.3.13 (wobei die Rollen von (U, X) und (W, X~") ver-
tauscht sind). ]
2.3.16 Korollar. Es sei U C V ein erzeugender K[X]-Untermodul und W C 'V ein erzeugender kX 1-
Untermodul. Dann gibt es eine k[X]-Basis Wy, ..., un von U und Zahlen e1 < ... < en € Z, so daf
Wi = X" g, ..., W= X uy, eine k[X1]-Basis von W ist.

2.3.17 Lemma. Es sei Uy, ..., Un eine Normalbasis (beziiglich X und W) und wy, ..., u], eine beliebige

k[X]-Basis von U, die so sortiert sei, daff ex yW(u{) < ..o ey ,W(Uﬂ/m) ist. Dann gilt ex ‘W(ui’) >
ex—1 wlui) fir allei.

Beweis. Auch u7{, ...,ul, ist eine k-Basis von U/X.U. Wire nun ey1 wllug) < ex- ’Mug) ﬁiﬁr ein
t=1...1n,s0 wire auch ex—1 w(u{) < ex-1 wluy) firalle 1 <1i < {und damit Spany (ug,...,uy) C
Span, (U7, ..., Ue_7), was aus Dimensionsgriinden unmdoglich ist. ]

Beweis von Satz 2.3.5. Es sei Q € GLy(k[X,X™']) beliebig. Wihle eine k[X, X~ ']-Basis u1, ..., 1, von

V = k[X, X" und setze (W1 ... wy) := (u7 ... un)Q. Sei U der von den u; aufgespannte erzeu-
gende k[X]-Untermodul und W der von den wj; aufgespannte k[X~']-Untermodul. Wihle weiter Ba-
sen uj,...,uy, von Uund wi,...,w; von W wie in Korollar 2.3.16, und seien P € GLy(k[X]) und

R € GL(k[X"]) die Matrizen mit

Dann haben wir
(Wi ... wh) = (w1 ... wn)R=(u7 ... un)QR = (1] ... u/)PQR,

und wegen w! = X" ¢ .u; (mite; < ... < ey) folgt PQR = diag(X €', ..., X ). Die Matrizen dieser
Form reprisentieren also tatsichlich alle Aquivalenzklassen.

Es bleibt noch zu zeigen, daf3 verschiedene Matrizen verschiedene Aquivalenzklassen reprisentieren. Sei-
enalsoe; < ... < epundfy <...< f,, ganze Zahlen, und seien P € GL,,(k[X]) undR € GLn (kX 1)
mit

X~ X~
P T . R = ..
X_fn X ¢én
15t ndmlich A ein Integrititsring, so ist jedes Erzeugendensystem v1, ..., vy, € A™ der Linge n bereits eine Basis. Zum
Beweis sei K = QuotA;dannistvi ® 1,...,vn ® 1 € A™ ®a K = K" ein Erzeugendenystem, also eine K-Basis, und
damit miissen die v1, ..., v bereits A-linear unabhingig gewesen sein.
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Aus Symmetriegriinden sind wir fertig, wenn wir f; > e; fiir alle i zeigen konnen. Sei dazu uq, ..., un €
V eine k[X, X~ 1]-Basis. Setzen w; := X €u; sowie U := > i kIX].ujund W = Zik[X_1].W1. Dann
istuy, ..., un eine Normalbasis von U (beziiglich X und W) mit ex-1 y/(u;) = e; fiir alle 1.

Mit Q = diag(X~®",..., X ) und Q' = diag(X~",..., X~ ™) haben wir dann

(Wi ... wn)PQ = (U ... un) QR "= (Wy ... wy )R,
also ist (u] ... uy,) == (uy ... un)P eine k[X]-Basis von U mit der Eigenschaft, dal wj,... ,wy, mit
wi = X f u; eine k[X~"]-Basis von W ist. Dann ist auch Wi, ... , W/ eine k-Basis von W/x~1.W, also
insbesondere w{ € W — X~1.W fiir alle i, und daraus folgt ey 1 wilug) = fi. Nach 2.3.17 ist dann aber
fi = ex—1 wlu) > ex-1 wlwi) = e fiir alle 1, was zu beweisen war. O

2.4 Der Fall endlicher Gruppenschemata

2.4.1 Die Serre-Grothendiecksche Vermutung fiir endliche Gruppenschemata

In diesem und dem néchsten Abschnitt untersuchen wir Torseure unter endlichen Gruppenschemata.
Auch spiter bedeutsam sein wird das Resultat dieses Abschnittes, dal namlich fiir ein normales, integres
noethersches Schema X und ein endliches étales Gruppenschema G iiber X die Abbildung }ilgt(X, G) —
HJ.(SpecK, G) injektiv ist. Da ein lokaler Ring von X ebenfalls wieder normal und integer ist, impli-
ziert das insbesondere die Serre—Grothendiecksche Vermutung fiir G-Torseure tiber X. — Im nichsten
Abschnitt beweisen wir auflerdem ein ,Reinheitsresultat®, das im Wesentlichen besagt, daf sich — falls X
sogar reguldr ist — die Klassifikation der G-Torseure tiber X nicht verdndert, wenn man aus X ein Unter-
schema der Kodimension > 2 entfernt.

Aufgrund verschiedener kursierender Definitionen von Normalitdt halten wir als erstes die von uns ver-
wendete fest:

Definition. Ein Schema X heif$t normal, wenn jeder lokale Ring von X ein ganzabgeschlossener Inte-
grititsring ist. Ein Ring A heif3t normal, wenn Spec A normal ist.

Ist X ein noethersches Schema und x € X, so entsprechen die minimalen Primideale von Ox « den ir-
reduziblen Komponenten von X, die x enthalten. Insbesondere ist ein normales noethersches Schema
disjunkte Vereinigung irreduzibler Schemata. Ein noetherscher normaler Ring ist also Produkt endlich
vieler ganzabgeschlossener Integrititsringe, und ein zusammenhédngendes noethersches normales Sche-
ma ist irreduzibel. — Wir benétigen das folgende Abstiegsresultat:

2.4.1 Proposition. Ist X ein normales Schema und f : Y — X étale, so ist auch Y normal.

Beweis. [Mi80, 1.3.17(c)] oder [SGA 1, Exp. I, § 9.10]. ]

2.4.2 Satz. Es sei X ein normales, zusammenhingendes noethersches Schema mit Funktionenkorper K. Ist
G — X ein endliches étales Gruppenschema, so ist die Abbildung Hgt(X, G)— Hélt( Spec K, G) injektiv.

2.4.3 Lemma. Es seien X und X wie im Satz. Sind Y,Y' endlich und étale iiber X, so ist die natiirliche
Abbildung

Homx(Y,Y") — Homy(Yk, Yy) (mit Y =Y xx Spec K usw.)

bijektiv.
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Beweis. Es geniigt, die Aussage lokal auf X zu beweisen. Sei also ohne Einschriankung X = Spec A affin
(dann ist A ein Integrititsring). Dann sind auch Y = Spec B und Y’ = Spec B’ affin und normal. Es sei
S = A\ {0}. Die Elemente von S sind keine Nullteiler auf B und B’: denn B = [ [; B; ist ein Produkt
von Integritdtsringen, und jede Abbildung A — Bj ist endlich und étale und damit injektiv. Also ist
B — S~ B injektiv, woraus die Injektivitit von Homyyg, (B/,B) — Homayg, (S7'B’,S7'B) folgt.
Fiir die Surjektivitit sei @ : ST'B’ — S~'B gegeben. Betrachte das folgende Diagramm:

B/*)571B’
A P
B——=SB

Fiir jedes b’ € B’ ist @(b’) ganz iiber A, also a fortiori auch iiber B, und da B in S~'B ganzabgeschlossen
ist, folgt @(b’) € B C S~'B. Der dadurch induzierte Homomorphismus 1 : B’ — B erfiillt offensicht-
lich S~ = ¢. O

Beweis des Satzes. Nach Abstiegstheorie ist jeder G-Torseur endlich und étale iiber X. Seien nun E, E’
zwei G-Torseure tiber X, die tiber Spec K isomorph werden. Wir haben also einen Isomorphismus von K-
Schemata ¢ : Ex — E{. Nach dem Lemma ist ¢ jedoch induziert durch einen Morphismus : E — E':

~N

Spec K

Ex

lle |6

Ex

Aber 1 ist auch G-dquivariant: denn das Diagramm

id
EXXGLE/XXG

ul . |

E E’

kommutiert nach Basiswechsel mittels _ xx SpecK, aber E xx G und E’ sind beide endlich und étale
iiber X, so daf§ wir das Lemma anwenden kénnen. Damit ist \p ein Morphismus von G-Torseuren, und
das heiSt E = E’. 0

2.4.4 Korollar. Es sei X ein normales, zusammenhdingendes noethersches Schema und G — X ein endliches

étales Gruppenschema. Dann gilt %”et] (X,G)(U) = Hgt(u, G) fiir jede offene Teilmenge ) # U C X, und
die Garbe /) hat injektive Restriktionsabbildungen.

Beweis. Es sei 7 (U) := F{é‘t(u, G). Nach Definition ist %’gg (X, G) die zu .% assoziierte Garbe, so dafd
es geniigt zu zeigen, dafl .# eine Garbe ist. Es sei K = K(X) der Funktionenkorper von X. Ist U C X
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offen, so ist nach dem Satz .# (X) — F#(U) — Hgt(K, Gx) injektiv, also auch .7 (X) — % (U). Dies
gentigt, um die Injektivitdt aller Restriktionen einzusehen (ersetze X durch eine offene Teilmenge), und
insbesondere ist .# eine separierte Prigarbe.

Fiir die Verklebeeigenschaft seien (Ul;)ic1 beliebige offene Teilmengen von X. Da .# separiert ist, diirfen
wir zu Teiliiberdeckungen iibergehen, und da X noethersch ist, konnen wir |I| < oo annehmen. Per
Induktion geniigt dann der Fall |I| = 2. Seien also U;, U, C X offen, und sei E; ein G-Torseur tiber
Ui mit Eqly,nu, = E2lu,nu,. Dann lassen sich Ey und E; aber zu einem G-Torseur tiber Uy U U,
verkleben, und damit ist .% eine Garbe. O

2.4.2 Exkurs: Reinheit fiir konstante endliche Gruppenschemata

Definition. Ist X ein Schema, so bezeichnen wir mit X" die Menge aller x € X mit dim Ox x = 1.

Ist X = Spec A affin, so ist X! die Menge aller Primideale der Hohe 1 in A. Im allgemeinen besteht X (1)
aus den generischen Punkten der irreduziblen Unterschemata der Kodimension 1 in X; man nennt sie
auch die ,,Punkte der Kodimension 1¢.

Definition. Es sei X ein irreduzibles Schema und .% eine Garbe auf X mit injektiven Restriktionsabbil-
dungen. .7 heifdt rein auf X, wenn .7 (X) = [, cx1) Fx ist. (V)

Ist etwa (X, Ox) ein noethersches, normales Schema, so ist O rein auf X, vgl. [Mat, 17.H, Thm. 38].

2.4.5 Satz. Es sei X ein regulires, irreduzibles, noethersches Schema der Dimension > 1 und G ein konstan-
tes endliches Gruppenschema (iiber 7). Dann ist ) (X, G) rein auf X.

Der Beweis des Satzes wird den Rest dieses Abschnitts in Anspruch nehmen.

2.4.6 Proposition. Es sei G endliches konstantes Gruppenschema, X ein normales und zusammenhingendes

noethersches Schema undY — X étale. Ist dann () # U C X offen und Yy = Y x xU, so ist G(Y) = G(Yu)
invertierbar.

Zum Beweis zeigen wir zundchst ein

2.4.7 Lemma. In der Situation der Proposition ist 7o (Yy) = mo(Y) (wobei wir unter To(__) nur die Menge
der Zusammenhangskomponenten verstehen wollen).

Beweis. Indem wir Zusammenhangskomponenten einzeln betrachten, konnen wir annehmen, dafl Y zu-
sammenhdngend und nichtleer ist. Als normales Schema ist Y dann insbesondere irreduzibel. Wir be-
haupten, dafl 7to(Yy) dann ein Punkt ist. Zunichst ist das Bild von Y — X offen und nichtleer und
schneidet damit U, d.h. Yy; # (). Andererseits ist Yy, ebenfalls irreduzibel und damit zusammenhingend.

O]

Ubrigens ist das Analogon des Lemmas in der klassischen Topologie nicht korrekt: betrachte etwa die
Uberlagerung R — S', t — eit.

™ Der Schnitt ist hier in .Z¢ zu nehmen, wobei & der generische Punkt von X ist. — Die Voraussetzung der Irreduzibilitit von X

machen wir schon deswegen, um sinnvoll von immer injektiven Restriktionen sprechen zu konnen.
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Beweis von 2.4.6. Im kommutativen Diagramm

G(Y) G(Yu)

:l l;

Abb(7o(Y), G(k)) — Abb(7o(Yu), G(k))
ist nach dem Lemma der untere horizontale Pfeil invertierbar. OJ

2.4.8 Proposition (Endliche étale Uberdeckungen normaler Schemata). Es sei X ein zusammenhingendes
und normales noethersches Schema.

1. Ist Y ein irreduzibles Schema und Y — X endlich und étale, so ist K(X) C K(Y) eine endliche
separable Kérpererweiterung, und Y ist die Normalisierung von X in K(Y) ([Har, Ex. I1.3.8]).

2. Ist K(X) C L eine endliche separable Korpererweiterung und Y die Normalisierung von X in L, so ist
Y — Xendlich, K(X) C K(Y) = L, und in allen Punkten, in denen Y — X unverzweigt ist, ist die
Abbildung étale.

Beweis.

1. Y — Xist offen und abgeschlossen, also surjektiv. Insbesondere ist K(X) C K(Y), und die Erweite-
rung ist endlich und separabel nach der Definition étaler Morphismen. Nach [Mi80, 1.3.17] ist auch
Y normal. Sei nun ohne Einschrinkung X = Spec A affin; dann ist auch Y = Spec B affin, und
A C B ist endlich. Insbesondere ist B ganz tiber A, und da B ganzabgeschlossen in Quot B = K(Y)
ist, ist B der ganze Abschlufl von A in B.

2. Die Endlichkeit ist bekannt, vgl. etwa [Ei, Prop. 13.14]. Der Rest ist [Mi80, 1.3.20]. (Beachte, daf3
die Punkte, in denen der Morphismus unverzweigt ist, eine offene Menge bilden.)

O]

2.4.9 Proposition. Essei A ein regulirer lokaler Ring (insbesondere noethersch)) und G konstantes endliches
Gruppenschema. Ist dann () # U C X offen mit X'V C U, so ist H}, (X, G) — H[ (U, G) bijektiv.

Beweis. Nach dem letzten Abschnitt ist die Abbildung injektiv. Fiir die Surjektivitit sei E ein G-Torseur
iiber U. Es sei U — U eine étale Uberdeckung, so dafd E\ﬁ trivial ist. Wir zeigen unten, dafl wir U so

withlen kénnen, daf§ es eine étale Uberdeckung X — X und ein kartesisches Quadrat
u
u

gibt. Dann ist E gegeben durch einen Kozyklus a € G (ﬁNx ni Aber ﬁ~>< uWist das Urbild von U unter
dem étalen Morphismus X xx X — X, also ist G(X xx X) — G(U xy U) invertierbar nach 2.4.6. Damit
1aft sich a zu einem Element b € G (X X x X) liften. Dafd b ein Kozyklus ist, sieht man mit dem gleichen
Argument, angewandt auf X x X X x x X usw. Die Klasse [b] € H] . (X, G) représentiert nun einen Torseur
E/iber XmitE/|[y = E

—_—

X<—X

R

Es bleibt noch zu zeigen, dafd wir U und X wie oben finden. Sei dazu U — U eine étale Uberdeckung, die
E trivialisiert. Nach 2.1.3 kénnen wir U = E nehmen, also errelchen daB U — U endlich ist (vgl. auch
2.1.24). Ist U’ eine beliebige Zusammenhangskomponente von U, so ist U’ — U immer noch endlich
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und étale, also abgeschlossen und offen und damit surjektiv. Wir konnen also durch Ubergang zu u’
annehmen, dafl U aulerdem zusammenhingend und damit, da normal, irreduzibel ist.

Nach der letzten Proposition ist dann U die Normalisierung von U in K= K(ﬁ). Sei X die Normalisie-
rung von X in ]N(, also X = Spec B, wobei B der ganze Abschlufl von A in K ist. Wir zeigen, daf3 X = X
étale ist. Fiir alle q € Spec B mit htq = 1 ist auch ht(q N A) = 1 nach Going-Down,") also g N A € U
und damit q € U, und insbesondere ist A — B étale in g. Nach der dem nichsten Satz und der letzten
Proposition ist dann A — B étale. O

2.4.10 Satz (Reinheit des Verzweigungsortes, Zariski-Nagata—Auslander). Es sei (A, m) ein regulirer lo-
kaler Ring mit Quotientenkorper K, K C L eine endliche separable Korpererweiterung und B der ganze
Abschluf$ von A in L. Ist n C B ein maximales Ideal, und ist A — B, unverzweigt in jedem Primideal der
Hdéhe 1 in By, so ist A — By, unverzweigt.

Beweis. [Au]; vgl. auch [Mi80, 1.3.7]. ]

Beweis von Satz 2.4.5. Es sei a € (), cx(1) %ig (X, G)x. Wir finden dann eine offene Menge U C X mit
X1 c Uund a € 24} (X,G)(U) = H} (U, G) (Korollar 2.4.4).

Es sei x € X. Wir miissen zeigen, dal a € %”et‘ (X, G)x gilt; dafiir konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dafl dim Ox x > 1 (de facto sogar > 2) ist. Es sei Y := SpecOxx und i : Y — X der
kanonische Morphismus. Dann ist Yy :=1i7"(U) # wegen iT1(XM) =YD ¢ Y. Im Diagramm

AL (X,G)x ——HL(Y, G)

l;

HE (U, G) —= H{(Yu, G)

ist der obere horizontale Pfeil invertierbar nach 2.2.1 und der rechte nach der letzten Proposition. Also
finden wir eine offene Menge x € V C X und ein Element b € lilgt(\/, G), dessen Bild in Flé]t(Vu, G)
mit dem von a iibereinstimmt. Die beiden Einschrinkungen von a bzw. b auf U NV # () stimmen
dann aber auch tber K(Y) = K(X) tiberein, und nach Satz 2.4.2 folgt daraus alyny = blunyv, also
a€ (X, G)x O

2.5 Abstiegstheorie II — Verklebende Ringhomomorphismen

2.5.1 Verklebende Ringhomomorphismen

Ist A ein Ring, und sind f,g € A mit Af + Ag = A, so ist ein A-Modul ,dasselbe” wie ein A¢-
Modul, ein A g-Modul und ein Isomorphismus der beiden induzierten A¢g-Moduln. Dies ergibt sich
beispielsweise aus unserem Satz iiber das Verkleben von Modulgarben auf Schemata; man beachte, daf3
die Kozykelbedingung hier automatisch erfiillt ist, weil fiir eine offene Einbettung U — X von Schemata

der Morphismus U xx U — X einen Isomorphismus U xx U =5 U induziert.

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Verallgemeinerung dieses Satzes, und zwar wollen wir A 4 durch
eine allgemeinere A-Algebra B ersetzen. Eine intuitiv plausible Forderung ist dann, da8 A/fA — B/fB
invertierbar sein sollte: denn Spec A/fA ist das Komplement von Spec A¢ in Spec A, tiber das wir al-
so keinerlei Information haben, wenn wir nur A¢-Moduln betrachten. Wir beweisen die entsprechende
Verklebeaussage unter der zusitzlichen Voraussetzung, dal A — B flach ist.

(")vgl. [Mat, 5.E Thm. 5(v)] oder [A-M, Thm. 5.16]
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Definition. Ein Homomorphismus ¢ : A — B noetherscher Ringe heifst verklebend in f € A, wenn er
flach und von endlichem Typ") ist und einen Isomorphismus A/fA — B/fB induziert.

Ist etwa A noethersch und A = Af + Ag, soist A — A verklebend in f. Denn Lokalisierungen sind
flach, und da g in A/fA invertierbar wird, haben wir A/fA = (A/fA)g = A4/fAg. Ist auflerdem A —
B verklebend in f € A, und ist A’ eine flache noethersche A-Algebra, so istauch A’ — B’ := A’ @, B
verklebend in f.

2.5.1 Satz. Essei A — B verklebend in f € A, und f sei kein Nullteiler auf B. Dann ist das kanonische
Diagramm von Funktoren
Mod A MOdB

L

Mod s, —— Modg,

kartesisch. Anders gesagt: ein A-Modul X ist ,dasselbe wie ein A s Modul M und ein B-Modul N zusammen
mit einem Isomorphismus von M @ o B — Ny von B¢-Moduln.

Der Beweis wird den Rest dieses Abschnittes in Anspruch nehmen. Eine Anleitung zur Konstruktion eines
quasiinversen Funktors zum natiirlichen Funktor

Mods — Moda, X Modg Modg,

X (X, X®2A B, Xf®a B = (X®a B)f)
liefert die folgende

2.5.2 Proposition. Essei A — B verklebend in f € A. Dann ist fiir alle A-Moduln X das Diagramm von
A-Moduln
X X®aB

|

X¢—— (X ®a B¢

kartesisch.

2.5.3 Lemma. Essei @ : A — B verklebend in f € A. Dann ist A/f*A — B/f¥B invertierbar fiir alle
k> 0.

Beweis. Die Surjektivitit von A — B/f¥B fiir alle k > 1 sieht man durch Induktion: Ist sie fiir ein k
bekannt, und ist b € B, so finden wir zuerst ein a mit @(a) = b + f¥b’, dann aber auch ein a’ mit
@(a’) =b’ + f*b”, und dann ist p(a — f*a’) = b — f2¥b”, also stimmt die Aussage auch fiir 2k (und
insbesondere alle kleineren Werte).

Auflerdem ist die Abbildung A/f*A — B/f*B flach (denn sie entsteht durch Tensorieren von A — B
mit A/f¥A). Da auferdem (A/f*A)ed = (A/TA)red = (B/fA)red = (B/f¥B),eq invertierbar ist, folgt
die Behauptung aus dem nichsten Lemma. 0

2.5.4 Lemma. Es sei A ein noetherscher Ring und @ : A — B flach und surjektiv. Dann ist ker @ = (a) zyklisch mit a* = a.
Ist @red : Ared — Brea bijektiv, so auch .

“DDie Voraussetzung, daf8 @ von endlichem Typ ist, verwenden wir erst im nichsten Abschnitt.
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Beweis. Es geniigt, einen flachen Homomorphismus A — A/I zu betrachten. Dann ist der Funktor M — M/I =
M ®a (A/I) auf Moda exakt; die kurze exakte Sequenz0 — I — A — A /I — 0 liefert also eine kurze exakte Sequenz
0 — I/I> = A/I = A/I — 0. Das bedeutet I = 1%, und nach dem allgemeinen Lemma von Nakayama ([Mat, 1.M])
gibt es dann ein a € I mit (1 — a)I = 0. Dann ist insbesondere (1 — a)a = 0, also a = a?, und fiir alle x € I ist
0= (1—a)x =x—ax, alsox € (a).- Ist nun zusitzlich @4 bijektiv, so ist a aulerdem nilpotent, und das erzwingt
a=0. O

2.5.5 Lemma. Es sei A — B ein Homomorphismus noetherscher Ringe, X ein endlicher A-Modul, Y ein
endlicher B-Modul und © : X — Y A-linear. Fiir ein Element f € A sind dann dquivalent:

1. X/fX — Y/£XY ist invertierbar fiir allek > 1.
2. X/fX = Y/fY und ker(X — X¢) — ker(Y — Yg) sind beide invertierbar.

3. X/fX — Y/fY ist invertierbar, und das Diagramm von A-Moduln

X—=Y

o

Xf—Ys

ist kartesisch.

Beweis. 1.=— 2. Essei I = ker(X — X¢) und ] = ker(Y — Yj). Es ist nur zu zeigen, da3 I — ] bijektiv
ist. Fir jedes x € 1 gibt es ein n mit f™x = 0; da [ endlich erzeugt ist, finden wir ein 1 mit f™I = 0. Ist
nun x € I mit ®(x) = 0, so folgt aus 1. insbesondere x € f™X, also x = f™x’. Es gilt aber auch x’ € I,
und daraus folgt x = 0. Das zeigt die Injektivitat.

Da ] als B-Modul endlich erzeugt ist, finden wir wieder ein n mit ] = 0. Isty € ], so finden wir nach
l.einx € Xundeiny’ € Y mit ®(x) = y + f™y’. Dann ist ®(f"x) = fy + 2y’ = {2y’ Da
X/fX — Y/f2Y injektiv ist, folgt daraus f™x = f?™x’ mit einem x’ € X. Dann gilt x/1 = f™x’/1 in
Xf,alsox — f*x’ € Lund esist ®(x — f™"x') =y + My’ — ©(x’)) =y wegeny’ — @(x’) € J: denn
esistjay’/1 = @(x)/f* = ®(x')/1 in Y¢. Das zeigt die Surjektivitit.

2. = 1. Die Surjektivitit jedes X — Y/f¥Y laf3t sich genauso beweisen wie in 2.5.3. Ebenfalls durch
Induktion nach k sehen wir die Injektivitit von X/fX — Y/f¥: Sei sie fiir ein k bewiesen. Ist dann
x € X mit ®(x) = ¥y, so finden wir nach Induktionsvoraussetzung ein x’ mit x = f*x’. Dann gilt
ji=®(x') — fy € ] mit f&j = 0, also gibt es eini € I mit ®(i) = ®(x') — fy, und es ist i = 0.
Dann ist @ (x" — 1) = fy, nach dem Induktionsanfang gibt es also ein x” mit x" — 1 = fx”, und es folgt
x = ! = I 4 fR = iy,

2. = 3. Wir zeigen, daf} die kanonische Abbildung X — X Xy, Y bijektiv ist. Fiir die Injektivitit sei
x € Xmitx/1 = 0in X¢und @(x) = 0. Dann folgt x = 0 wegen x € ker(X — X¢) nach 2.

Ist nun (x/f%,y) € X¢ Xy, Y, so ist @(x)/f* =y/1in Yg, also @ (x) — f¥y € J, und wir finden eini € I
mit @ (x — i) = f¥y. Wir haben schon 2. = 1. bewiesen, also gilt dann x — i = f*x/ fiir ein x’ € X.
Dann ist f*®(x/) = ¥y, also ®(x’) —y € J, und wir finden eini’ € I mity = ®(x’ — 1). Aber es ist
auch (x’ —1)/1 =x//1 = x/f¥ in Xy, also haben wir ein Urbild von (x/f¥,y) gefunden.

3. = 2. Identifiziere X mit X¢ Xy, Y. Zu einem i € I mit ®(i) = 0 korrespondiert dann das Element

(0,0), also folgt i = 0. Ist dagegen j € ] beliebig, f<j = 0, so ist (0,j) ein Element von X Xy, Y mit
f<(0,7) = 0. O
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Beweis von 2.5.2. Ist M ein A-Modul und Mg = M ®a B, so ist wegen M/f*M = M ®a (A/f¥A) und
Mg/f*Mp = Mg @3 (B/f*B) = M ®a (A/f¥A) nach 2.5.3 auch M/f*M — Mgp/f*Mp bijektiv.
Die Proposition liefert dann unsere Behauptung fiir endlich erzeugte Moduln X.

Ein beliebiger A-Modul X ist aber filtrierender direkter Limes seiner endlich erzeugten Untermoduln.
Da aber ®AB mit filtrierenden direkten Limites vertauscht"), folgt die Behauptung aus dem schon Ge-
zeigten zusammen mit der Bemerkung, dafi ein filtrierender direkter Limes kartesischer Quadrate wieder
kartesisch ist. 0

2.5.6 Proposition. Essei ¢ : A — B verklebend in f € A, und f sei kein Nullteiler auf B. Es sei M ein
A¢-Modul, N ein B-Modul und 0 : M ®a, Bf — Ny ein Isomorphismus. Sei X der A-Modul, der das
Diagramm von A-Moduln

X d N
| i
m—o(m®1)

M f

kartesisch macht, also X = M XN, N. Dann sind die induzierten Abbildungen X¢ — M (von A¢-Moduln)
und X @ o B — N (von B-Moduln) invertierbar.

2.5.7 Lemma. Essei @ : A — B verklebendinf € A. Dannist B/A := B/@(A) ein A¢-Modul.

Beweis. Es ist zu zeigen, daf die Abbildung B/@(A) — B/@(A), b — fb, bijektiv ist. Fiir die Surjekti-
vitit sei b € B beliebig. Da A/fA — B/fB invertierbar ist, finden wir a € A mit ¢(a) =b — fb’. In
B/A gilt dann b = fb’, wie gewiinscht.

Fir die Injektivitit sei b € B mit fb = @(a). Wieder aus der Invertierbarkeit von A/fA — B/fB
folgt dann a € fA, also a = fa’. Damit gilt b — @(a’) € ker(B — By¢), und nach 2.5.5 (angewandt
auf ® = @ : A — B mit Hilfe von 2.5.3) gibt es dann ein a” € A mitb — @(a’) = ¢(a”), also
b e @A) 0

Beweis von 2.5.6.

1. Seim € M. Mit o(m ® 1) = n/f* € N¢ gilt dann (f*m,n) € X, also liegt f*m im Bild von p,
und X¢ — M ist surjektiv. Ist x = (m,n) € Xmit 0 = p(x) = m, so folgt0 = oc(m ® 1) =n/1,
also gibt es ein k mit f*n = 0, also f*x = 0. Das zeigt die Injektivitit von X; — M.

2. Zum Beweis der Surjektivitit von X ® A B — N sei N’ C N das Bild dieser Abbildung, also der
von q(X) erzeugte B-Untermodul. Fiir gegebenes n € N schreibe n/T = o(}_; my ® by) (mit
M ®a, B =M ®a B). Wir findeneink > Oundnjy € Nmito(m;® 1) = ny/fX fiir alle 1.

Nach 2.5.3 finden wir Darstellungen b; = @(a;) + fkbi’ mit a; € A und b{ € B. Dann ist
n " , , bing
7= o) mi@b)=0() ami®l+) ffmieb])=oc(m ®”+ZT’

i i i i

mit m’ = ) ; aymy. Setzen wir n’ := n — ), biny, so haben wir o(m’ ® 1) = n'/1, also
(m’,n/) € X und damit n’ € N’. Aber wegen n; € N’ fiir alle i (denn (f*my,n;) € X) folgt
darausn € N’.

3. Essei K = ker(X ®a B — N); wir wollen K = 0 zeigen. Hier wird die Voraussetzung eingehen,
daf$ ¢ flach ist.

) Genauer iiberfithrt ® o B einen direkten Limes von A-Moduln in einen direkten Limes von B-Moduln, aber die Konstruktion

filtrierender Limites von Moduln hingt nicht vom Grundring ab.
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a) Betrachte das Diagramm
X

S
X XA B——N
Dann gilt ker g C ker(X — X ®a B). Betrachte namlich das folgende Diagramm:

ker g€ X P M

| -

(kerq) A B——X®A B ——> M ®a B.

Wir wollen zeigen, dafd ker ¢ — X ® A B trivial ist. Es gilt (m,n) € ker q genau dann, wenn
n =0istund m®1 = 0in M® 4 B. Also istker ¢ — M injektivund ker ¢ — M® A B trivial.
Da B flach ist, ist auch (ker ) ® A B — M ® a B injektiv, und damit ist ker ¢ — (ker q) ® A B
trivial, woraus die Behauptung folgt.

b) f ist kein Nullteiler auf K. Betrachen wir ndmlich das folgende exakte Diagramm exakter
Sequenzen:

X

0 K X®aB N 0

X®a (B/A)

0

Da wir kerq C ker(X — X ®a B) haben, zeigt eine problemlose Diagrammjagd, daf3
K — X ®a (B/A) injektiv ist. Da B/A aber ein A¢-Modul ist, operiert f auf X ® o (B/A)
invertierbar und damit auf K injektiv.

¢) Esist K¢ = 0. Denn lokalisieren wir im Diagramm
q
X®aB
P ip@id
M ®a B

M Ny

X N

alles nach f, so bleibt das duflere Quadrat kartesisch. Vi) Der vertikale Pfeil ganz rechts wird
aber invertierbar, also auch der linke und damit ebenso der mittlere. Daraus folgt aber die
Invertierbarkeit von (X ® o B)f — Ny, und wegen der Exaktheit der Lokalisierung bedeutet
das Ky = 0.

i) Dies gilt ganz allgemein fiir beliebige Lokalisierungen und beliebige kartesische Quadrate von Moduln; den Beweis tiberlassen

wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
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Da aber f kein Nullteiler auf K ist, folgt aus K¢ = 0 bereits K = 0, also die behauptete Injektivitit.
O

Beweis von Satz 2.5.1. Wir haben Funktoren
F:Moda — Moda, Xyod, Mods, X (xf,x SAB,X; @A B =3 (X®2 B)f> ,

G : Moda, *mod,, Modg — Moda, (M,N, M®aB = Nf) M xn, N,

~

wobei die Wirkung auf Morphismen offensichtlich ist. Dann zeigt 2.5.6 gerade F o G = id und 2.5.2
gerade G o F = id. Also sind F und G quasi-inverse Aquivalenzen von Kategorien. O

Die Sitze in diesem Abschnitt stammen im Wesentlichen von Bhatwadekar ([Bh]). Der Begriff einer
verklebenden Abbildung ist bei ihm allerdings schwicher: er verzichtet auf die Flachheit und fordert

stattdessen A/f*A = B/f¥B fiir alle k > 1 (vgl. 2.5.3). Allerdings kann er dann den Verklebungssatz
nur fir endlich erzeugte Moduln beweisen, was uns nicht geniigt.

2.5.8 Bemerkung. Ist A — B verklebendinf € A, soist A — A¢xB treuflach (und endlich prisentierbar):
die Flachheit ist klar, und die Surjektivitit auf Spektren entnimmt man dem kommutativen Diagramm:

Spec B/fB ——> Spec A/fA
SpecB Spec A

(Beachte, daf8 das Bild von Spec A/fA — Spec A genau das Komplement von D (f) ist.)

Falls A — B von endlichem Typ ist, sind wir damit im Prinzip in der Situation des Satzes iiber treuflachen
Abstieg von Moduln: ein A ¢ x B-Modul ist dasselbe wie ein Paar (M, N) aus einem A ¢-Modul M und einem
B-Modul N. Es stellt sich die Frage, ob man Satz 2.5.1 nicht auch aus dem allgemeinen Satz iiber treuflachen

Abstieg gewinnen kann. Dazu miifSte man aus einem Isomorphismus 6 : M®a B =) N¢ ein Verklebedatum
des A x B-Moduls M x N konstruieren. Dies liauft auf die Konstruktion eines B ® a B-linearen Isomorphis-

mus N ®a B = B ®a N hinaus. De facto verwenden wir hierbei die folgende Konstruktion: es sei LL C N
der A-Untermodul aller n € N, fiir die es ein m € M gibt mit o(m ® 1) = F. Dann nehmen wir den
Isomorphismus von B ® o B-Moduln

N®aB—>B®aN
(bu) @b’ = b® (b'u) firalleuwe U b,b’ €B.

Zu zeigen, dafS diese Vorschrift eine wohldefinierte Abbildung liefert, scheint jedoch nicht einfacher zu sein,
als unseren Satz direkt zu beweisen.

2.5.2 Verkleben von Torseuren

Es seien R — S « R’ Homomorphismen von A-Algebren. In Modg X pod; Modg kénnen wir ein
Tensorprodukt definieren durch

(M)M,)(P) & (N»N,ﬂl’) = (M ®RN)M/ R/ Nl)((p ®RS) s (11) R/ S)) )

wobei @ : M ®g S = M/ ®r¢ S ist usw. Der kanonische Funktor Modp — Modg Xpods Modg:
vertauscht dann mit Tensorprodukten. Im Fall, daf3 er eine Aquivalenz von Kategorien ist, vertauscht
dann insbesondere auch der quasiinverse Funktor mit Tensorprodukten. Daraus ergibt sich:
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2.5.9 Proposition. Essei ¢ : A — B verklebend in f. Dann gilt der Verklebesatz 2.5.1 entsprechend auch
fiir die Kategorie der Algebren, der Hopfalgebren usw.

Zur Vereinfachung der Sprechweise vereinbaren wir: ein Objekt (X, X', @) € Algg % Algg Alg(R’) heifle
endlich erzeugt (endlich prisentierbar, étale, étale Uberdeckung, ...), wenn sowohl die R-Algebra X als
auch die R’-Algebra X’ diese Eigenschaft haben, und dies ist offenbar dquivalent dazu, daf§ die R x R’-
Algebra X x X’ diese Eigenschaft hat.(™) Die letzte Aquivalenz besagt insbesondere auch:

2.5.10 Proposition. Es sei @ : A — B verklebend in f € A und von endlichem Typ. Eine A-Algebra
X ist genau dann endlich erzeugt (endlich prisentierbar, étale, étale Uberdeckung, ... ), wenn sowohl die
A-Algebra X als auch die B-Algebra X @ o B diese Eigenschaft haben.

Beweis. ,Nur dann ist klar. Fiir ,immer dann“ beachte, daf A — Ay x B treuflach und endlich prisen-
tierbar ist, so daf$ die Behauptung nach Abstiegstheorie folgt. 0

Beide Propositionen zusammen liefern ohne Miihe den folgenden

2.5.11 Satz. Es seien A, B noethersche Ringe und ¢ : A — B verklebend in f € A. Es sei G ein glattes,
affines Gruppenschema iiber A. Dann ist das Diagramm

Hi(A,G) —H{ (B, G)
HA(Af, G) —=H}(Bs,G)

kartesisch.

Insbesondere folgt daraus:

2.5.12 Korollar. In der Situation des Satzes ist die von A — B induzierte Abbildung
ker (FIL(A, G) = FL(A(, G)) — ker (FIL(B,G) — FI(B1,G))

surjektiv.

2.6 Generische Koordinatentransformationen und Normalformen

Definition. Es sei X ein topologischer Raum und & eine Eigenschaft von Punkten von X (also eine
Abbildung & : X — {wahr, falsch}). Man sagt, ein generischer Punkt von X erfiille &7, wenn es eine dichte
offene Teilmenge U C X gibt mit &?(x) fir allex € U.

Die Niitzlichkeit dieser Begriffsbildung ergibt sich aus folgender Beobachtung: Ist 2 eine weitere Eigen-
schaft, und erfiillt ein generischer Punkt von X auch 2, so erfiillt ein generischer Punkt von X sogar
P N\ 2. Dies liegt daran, daf’ zwei dichte offene Teilmengen stets nichtleeren Schnitt haben, der wieder
offen und dicht ist.

Besonders oft verwenden wir den Begriff im Falle eines irreduziblen Raumes X, denn dann ist ja fiir
offene Teilmengen ,,dicht® gleichbedeutend mit ,,nichtleer”. Ist beispielsweise k ein unendlicher Korper,
so ist eine generische Matrix in My (k) (mit der k-Topologie) invertierbar (denn My, (k) = AT (k) ist
irreduzibel).

™ Beachte in diesem Zusammenhang die kanonische Aquivalenz von Kategorien Alg, x Algy = Algyp . prs (X, X)) = Xx X',
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2.6.1 Generische Normierung von Polynomen

Ist F € k[Xq,..., Xl ein Polynom und Q = (qyj) € GLn (k) eine Matrix, so bezeichnen wir mit fQ das
Polynom f(Yq,...,Yn) € k[Xq,..., Xn] mit (Yq,...,Yn) == Q(Xq,...,Xn), dh. Y; = Z]T; qiX;.
In suggestiver Notation gilt dann fQ(X1,..., X,) = f(Q(X1,...,Xn)). Die durch f — fQ dargestellte
Abbildung auf Varietitenseite ist die Abbildung (x7 ... xn)T — Q(x7 ... xn)". Die Abbildung f — fQ
erhélt Homogenitit und Grad von Polynomen.

Ist k ein Korper und d > 0, so bezeichnen wir mit k[Xy,...,X]<q die Menge aller Polynome mit
Gesamtgrad < d ist. Indem wir ein Polynom mit der Folge seiner Koeffizienten identifizieren, erhal-
ten wir eine Identifikation von k([X7, ..., Xn]<q mit einem A®(k) und insbesondere eine Topologie auf

KIX1, ..., Xnl<a-

2.6.1 Lemma. Es sei k ein unendlicher Korper. Betrachte die Funktion € : K[Xy, ..., Xnl<a X GLn(k) — k,
die einem Polynom f und einer Matrix Q den X8-Koeffizienten von fQ zuordnet. Dann ist { gegeben durch
eine nichttriviale regulire Funktion.

Beweis. Direktes Nachrechnen: mit Q = (qy;) ist

n n
fQ = f(Z q1ij, RN Z qanj).
j=1 j=1

. e .
Essei f = Ze] teten<d G ven X7 XEr. Dann ist
el en
mn mn
f=" > depen (DA | e [ D anXs ]
e1+-+en<d j=1 j=1

und der Koeffizient von X4 in dieser Summe ist

§ €] e
Qey,enlin ---° dn-
er+-+en=d

Dies ist aber ein nichttriviales Polynom in den ae, ... ¢, und den qyj, und ein nichttriviales Polynom stellt
eine nichttriviale reguldre Funktion dar, da der Grundkorper unendlich ist. L]

2.6.2 Proposition. Es sei k ein unendlicher Korper und 0 # f € k[Xj,...,Xy] ein Polynom. Nach einer
generischen Koordinatentransformation aus GLy (k) wird f unitir in X,.

Beweis. Sei d der Gesamtgrad von f. Nach dem Lemma hat f nach einer generischen Koordinaten-
transformation einen nichtverschwindenden Koeffizienten aus k bei X4, ist also insbesondere unitar in

Xn. 0

2.6.2 Generische Trennung von Polynomen

2.6.3 Lemma (,Generische Trennung von Schatten®). Es sei k ein unendlicher Korper, Y=+ A}} ein abge-
schlossenes Unterschema mit dimY < n — 2 und 3 € Ay ein abgeschlossener Punkt mit 3 & Y. Es sei
prAY — AE_] die Abbildung, die die letzte Koordinate vergifit. Dann gilt A(Y) Np~'(p(A3)) = 0 fiir
eine generische Matrix A € GLy (k).
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Beweis. Nehmen wir zunichst an, daf$ k algebraisch abgeschlossen ist. Es sei z € A™(k) der zu 3 kor-
respondierende k-wertige Punkt, und es sei Q=+ GLy (k) x Y(k) die Menge aller (A, y) mit p(Ay) =
P(Az). (Insbesondere ist Q also durch ein abgeschlossenes Unterschema von GL,, XY definiert; hier geht
ein, daf} k algebraisch abgeschlossen, also 3 rational ist.) Betrachte das Diagramm

Q——Y(k)

Lok

GLy (k) —> P (k)

wobei h eine Matrix A auf die Gerade ker(p o A) C A™(k) abbildet und g einen Punkt y # z auf
die Gerade durch 0 und y — z. Das Diagramm kommutiert nach Konstruktion von Q. Offensichtlich
ist g induziert von einem Morphismus von Schemata (ebenso h, was interessanter, aber fiir uns unnétig
ist), also wegen dimY(k) < n — 1 = dimP™ (k) nicht dominant. Also ist auch die Komposition
Q — P™ (k) nicht dominant; da aber h surjektiv ist und Kompositionen dominanter Abbildungen
dominant bleiben, kann die Projektion Q — GLy (k) folglich nicht dominant sein. Das Komplement
ihres Bildes enthilt also eine nichtleere offene Teilmenge A C GLy (k). Ist nun A € 2, so gibt es kein
y € Y(k) mit (A,y) € Q, also p(Ay) = p(Az), und das heit A(Y(k)) N p " {p(Az)} = 0, und das
zeigt die Behauptung.

Ist k nun ein beliebiger unendlicher Kérper, so wihle einen algebraischen Abschluf§ k D k und betrachte
die Unterschemata Yy, Zy = Speck(3) xx k C AE. Dann ist Z; eine endliche Menge abgeschlosse-

ner Punkte, und nach dem schon Bewiesenen gilt fiir eine generische Matrix A € GLn (k) (mit der k-
Topologie) A(Yy) N p! (pPA(Zy)) = 0. Aber GLy (k) ist in GLy (k) (mit der k-Topologie) dicht (1.1.7),
also gilt nach 1.1.8 dasselbe auch fiir eine generische Matrix A € GLy (k). Aus

ki (AY) NP~ (pA(2))) = AlYg) NP~ (pA(Zg)) =0,

folgt dann A(Y) Np~ ' (pA(Z)) = 0. O

2.6.4 Proposition. Es sei k ein unendlicher Korper, m € K[Xj, ..., Xy] ein maximales Ideal und f,g €
k[X1, ..., Xnl teilerfremde nichtverschwindende Polynome mit f € m, g ¢ m. Nach einer generischen
Koordinatentransformation aus GLy (k) sind dann f und g teilerfremd in k[X1,...,Xnl/(n) (mit n =
mN kX1, ..., Xn1]).

Beweis. Seiz =m € A und Y = Speck[Xy,..., Xu]/(f, g)<+A}. Dann gilt 3 ¢ Y wegen g ¢ m, und
esistdimY < n — 2: ist ndmlich p ein minimales Primideal oberhalb von (f, g), so ist p # 0; wire aber
htp = 1, so wire p nach dem Krullschen Hauptidealsatz zyklisch (denn k[Xj, ..., Xy] ist faktoriell!),
also p = (h) mit einem irreduziblen Polynom h, und das bedeutete h | f und h | g, Widerspruch. Also
isthtp > 2, also dim V(p) < n — 2 und damit dimY < n —2.®)

Also sind wir in der Situation des Lemmas. Nach einer Transformation mit einer generischen Matrix
aus GLy (k) gilt dann ) = YN p~'(p(Z)) = V((f,g) + (n)), also (f,g) + (n) = 1, und das bedeutet
(f,9) = kIXq,...,Xnl/(n), wie behauptet. O

2.6.3 Generische Noethersche Normalisierung

Wir benétigen eine Verallgemeinerung des Noetherschen Normalisierungslemmas. Die einfachste Versi-
on lautet bekanntlich:

™ De facto ist Y sogar dquidimensional der Dimension n — 2; dies folgt ebenfalls aus dem Hauptidealsatz.
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2.6.5 Proposition (Noethersche Normalisierung). Es sei k ein Korper und A eine k-Algebra mit Erzeugern
X1, ..., Xn. Nach einer linearen Koordinatentransformation gibt es dann ein 0 < d < n, sodaff x1,...,%q
algebraisch unabhdingig sind und die Erweiterung K[xq, ... ,xql C K[x1,...,xnl endlich ist. Auferdem gilt
dann d = dim A.

Im Falle eines unendlichen Grundkorpers ist der Beweis eine einfache Induktion nach n: Sind x1,...,xn
algebraisch unabhingig (etwa n = 0), so ist nichts zu tun. Andernfalls gibt es ein F € k[Xy, ..., Xy] mit
F(x1,...,xn) = 0. Wegen 2.6.2 konnen wir nach einer linearen Koordinatentransformation annehmen,
daf F unitdr in X4, ist, und dann ist x,, ganz iiber k[xq, ..., xn1] =t A’,d.h. A’ C A ist endlich. Wende
nun die Induktionsvoraussetzung auf A’ an. — Der Bewetis fiir einen beliebigen Grundkorper findet sich
etwa in [Mat, 14.G]. Die Dimensionsaussage folgt aus dim A = dim B fiir eine ganze Erweiterung A C B
noetherscher Ringe (Going-Up) und dem Satz tiber die Dimension des Polynomrings.

Noethersche Normalisierung ist das Bindeglied zwischen den verschiedenen Dimensionsbegriffen der
algebraischen Geometrie: sei namlich A zusitzlich nullteilerfrei. Nach der Proposition finden wir einen
Polynomring k[Xj,...,X4q] = A’ C A, so dal A iiber A’ endlich ist. Sei S = A’ — {0}. Dann ist
QuotA’ = STTA’ ¢ S7'A endlich, also Quot A = S—TA. Insbesondere ist Quot A iiber Quot A’ =
k(X1,...,Xn) endlich und damit algebraisch, und das bedeutet tr. deg, Quot A = d = dim A.

Wir benétigen nun die folgende Verbesserung des Normalisierungslemmas: tiber einem unendlichen
Grundkorper existiert nicht nur eine Koordinatentransformation, die das Gewiinschte tut, sondern fast
jede Transformation ist geeignet.

2.6.6 Satz (Generische Noethersche Normalisierung). Es sei k ein unendlicher Korper, A eine k-Algebra
mit Erzeugern X1,...,Xn, und es sei d = dim A. Nach einer generischen Koordinatentransformation in
GLn (k) ist dann A endlich iiber K[xq, ... ,xql, und x1, ..., xq sind algebraisch unabhingig.

Zum Beweis zunichst ein

2.6.7 Lemma. Es sei k ein unendlicher Korper, A eine k-Algebra mit Erzeugern X1, ..., Xn, und es sei d =
dim A < n. Dann konnen wir fiir jede Matrix Q € GLy(k) derart ein Polynom gq € k[X1,...,Xq41]

mit gQ(y1,...,Yas1) = O fir (yr,...,yn) = Q(x1,...,xn) wihlen, daf$ die Abbildung Q — gq
polynomial und nichttrivial ist.

Genauer bedeutet das: wir finden ein Polynom 0 # G € k[Ty1,..., Tan, X1,..., Xa+1l, so dafd fiir
Q = (qy) gilt: go = G(aq11, ..., dnn, X1, .., Xa41)-

Beweis. Schreibe A = k([Xj,...,Xy]/I, und sei X = Spec A<++A}}. Betrachte den Automorphismus ¢
von GL;, XA}, der gegeben ist durch (Q,x) — (Q, Qx). Sei Y das Bild des abgeschlossenen Untersche-
mas GLn, xX unter @, und sei 7t : GLp XAl — GLy ><A]‘<1Jr1 induziert von der Projektion auf die ersten
d + 1 Koordinaten von A}, Sei Z = 7t(Y).

T

GLn XA —> GLy XAJ — GL, x ALY

Dann ist dimZ < dimY = n? 4+ d < n?+ d + 1, also ist Z nicht dicht in GL, XASH, und wir
finden ein Polynom 0 # G € k[Tq1,..., Tan, X1, ..., Xa+1] mit Z C V(G). Wir behaupten, dafy G das
Gewiinschte tut.
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Sei namlich Q € GLn(k) = Homy(Speck, GLy, i) eine Matrix. Der Pullback mittels Q liefert folgende
Situation:

X —— Yo Zq

L]

Hier ist Y := Y x g Spec k das Bild von X unter der Abbildung @ g : A}' — A}, die auf Punkten gegeben
ist durch x — Qx, und auf Ringseite durch f — f Q,

Setze gg = G(q11,...,dnn, X1,...,Xa4+1). Dann faktorisiert die Projektion Yo — A%“ iiber das
abgeschlossene Unterschema Speck[Xj, ..., Xq4+1]/(gq), und insbesondere liegt g im Ideal von Yq in
k[Xq, ..., Xnl. Das bedeutet 98 € [, also ist

0= 98(X1)---»Xn) =9g0(Q(x1,...,xn)) = goly1,...,Ya+1)
mit(y1a'-~)yn) ::Q(X1)-">Xn)' O

Beweis von 2.6.6. Es geniigt zu zeigen: ist d < v < m, so ist fiir eine generische Matrix S € GL, (k) und
(z1,...,2n) = S(x1,...,%n) das Element z, ganz iiber k[z1, ..., z4l. (Dann folgt die Endlichkeit, und
die algebraische Unabhingigkeit ergibt sich dann aus dimk([z1,...,z4] = dimA = d.) Ohne Verlust
an Allgemeinheit konnen wir auflerdem r = d + 1 annehmen. Sei also & C GLy, (k) die Menge aller
Matrizen, die das Gewiinschte tun.

Wibhle ein Polynom G € k[Tyq,..., Tan, X1,...,Xa41] wie im Lemma. Sind Q € GLn(k) und R €
GLg41(k) Matrizen, so gilt

0=90(Q(x1,...,xn)) = 901, ,yar1) = 95(z1,- .., zam1)

mit (Y1,...,Yn) := Q(x1,...,%n) und (z1,...,zas1) := R (y1,...,Yas1). Fassen wir GLq1(k) als
slinke obere Ecke* von GLy, (k) auf, so folgt daraus: ist gg unitir in Xg41,s0ist S:=R71Q € &.

Es sei s der Gesamtgrad von G in den Xy, ..., Xq1. Fir eine Matrix Q € GL,(k) und eine Matrix R €
GLg1(k) ist dann der X4 1-Koeffizient von g'é gegeben durch eine nichttriviale (!) reguldre Funktion
in Q und R. Also enthilt

{(R,Q)|gg ist unitdr in Xq1} C (GLat1 x GLn)(k)

eine offene und nichtleere Teilmenge (in der k-Topologie). Durch den Automorphismus (R, Q) +—
(R,R1Q) (wobei wir GL4. wieder als ,linke obere Ecke“ von GLy, auffassen) und anschlieBende Pro-
jektion nach GLy, (die nach 1.1.10 offen ist) erhalten wir dann eine nichtleere offene Teilmenge von

GLn(k), die komplett in & liegt. O]

2.6.8 Bemerkung. Der Satz ist eine Variante von [Kn, VIII.3.2.4]. Der dort gegebene Beweis scheint jedoch,
in unserer Notation, die Abhdngigkeit der zuldssigen Matrizen R von der Matrix Q nicht zu beriicksichtigen.

2.6.4 Generische Normalform glatter Algebren

Es sei k ein Ring. Eine k-Algebra A ist genau dann glatt in einem Ideal p C A, wenn es einen Homo-
morphismus k[Xj, ..., X4l — A gibt, der in p étale ist ([EGA, IV.17.11.4]), und falls k noethersch ist,
ist dann notwendig d = dim A, ([EGA, 1V.17.6.4]). Im Fall, daf8 k ein unendlicher Korper ist, beweisen
wir in diesem Abschnitt eine Verallgemeinerung dieses Resultats: ist A von endlichem Typ und glatt in
einem maximalen Ideal m mit dim Ay, = d, so ist fiir ,s0 gut wie jede” Wahl von Erzeugern x1,...,Xn
der Homomorphismus k[X7, ..., X4l — A, Xj — x4, étale in m.
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2.6.9 Proposition (Generische Normalform glatter Algebren). Es sei k ein unendlicher Korper und A

eine k-Algebra mit Erzeugern X1,...,Xn. Sei m C A ein maximales Ideal, in dem A glatt iiber k sei
mit dim Ay, = d. Fiir eine generische Matrix Q = (i) € GLn(k) gilt dann: mit (y1,...,yn) =
Q(x1,...,xn) ist der Homomorphismus k[Xq, ..., X4l — A, Xi — yj, étale in m.

Beweis. Schreibe A = k[X1,...,Xn]/I (mit x; = X;), und es sei n O I das zu m korrespondierende
maximale Ideal im Polynomrlng Nach Satz 1.2.14 und seinem Zusatz (der r = dimk[Xq, ..., Xuln —
dim A, = n — d im Satz garantiert) finden wir dann Elemente Fg11,...,Fn € I mit folgenden Eigen-
schaften: Das Ideal IA, C Ay wird von Fgyq, ..., Fn erzeugt, und mindestens ein r-reihiger Minor der

Jacobimatrix (0F;/0X;) liegt nicht in n.

Durch Umnumerierung der Erzeuger konnen wir annehmen, dafl dieser Minor gerade die Determinante
derjenigen Teilmatrix ist, die aus den letzten 1 Spalten der Jacobimatrix besteht. Setzen wir auflerdem
[:= (Fas1,...,Fn) C L so geniigt es, die Aussage fiir den Ring A = kX, .. Xn]/I zu zeigen, denn
die Projektion A — A ist in m ein Isomorphismus. Wir kénnen also A durch A ersetzen und also
annehmen, dafl von Anfang an I = (Fgy1,...,Fn) und det(0F;/0X;) ga<ij<n & n gilt. (A ist de facto
auch noch glatt tiber k in m, aber das benétigen wir nicht mehr.)

Insbesondere gibt es eine Matrix Q, die das Gewiinschte tut: denn nun ist 7t : k[Xj,...,Xgql — A,
Xi — x4, nach 1.2.13 étale in m, und bislang haben wir nur die gegebenen Erzeuger von A umnumeriert.
Es bleibt nur zu zeigen, daf} die gewtiinschte Eigenschaft bei gentigend vielen Transformationen erhalten

bleibt.

Sei dazu Q = (qy;) € GLy (k) eine invertierbare Matrix, Q ! =: R = (ry;), und sei T : k[Xy,...,Xn] —
K[X7, ..., Xnl, f = fQsowie 0 = 17!, o(f) = fR. Betrachte das folgende Diagramm:

k(X1,...,Xdl

-

\ﬁ

k[Xg,..., X
k[X1)-'-vXn]—T> X])"-v ]
A
=

Uns interessiert die Abbildung 7" o ¢ : k[Xq,..., X4l — A, Xi (X?) =y mit (y1,...,Yn) :=
Q(x1y. .y Xn)-
Esistkerm = (Fgi1,...,Fn), also kert/ = o(kermt) = (FEH’ .., FR). Nach der Kettenregel erhalten
wir

AFR  A(Fi(R(X1,...,Xn)) <« OF; ~ OF

= = —(R(Xq,...,X = — T
OX] aX) Z Xk ( ( D) ) TL)) Tk] G( an Tk]))
k=1 k=1
also (aF‘f/ax]-)m = (0(0F;/0Xj))1; - R und insbesondere
(OFF/0Xj) a<i;jcn = (0(dFi/0X;))1 - R,

wobei R’ die Matrix ist, die aus den Spalten d + 1,...,n von R besteht. Wir méchten, dafl die Deter-

minante dieses Produktes nicht in o(n) liegt, daf8 also det((o(9F;/0Xj))i; - R’) in k(n) nichtverschwin-
dendes Bild hat. Die Menge aller Matrizen Q = R™! € GL, (k) mit dieser Eigenschaft ist Schnitt einer
k(n)-offenen Menge in GL,(k(n)) mit GLy(k), also k-offen nach 1.1.8. Auflerdem enthiilt sie die Ein-
heitsmatrix, ist also nicht leer.

O]
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2.6.5 Normalisierung von Varietiten

2.6.10 Satz (Ojanguren). Es sei k ein unendlicher Korper und X ein k-Schema von endlichem Typ. Sei X
glatt im abgeschlossenen Punkt x und 0 = Ox . Ist 0 # 1 C O ein Ideal, so finden wir einen lokalen Ring
0, der Lokalisierung von K[Xq, . .., X4l in einem maximalen Ideal ist, und einen étalen Homomorphismus
©:0" = O,50daf 0'/1" = /1 (mit1' = @ (1)) invertierbar ist.

Ist zusiitzlich 1T = (f) zyklisch, so ist auch 1" = (') zyklisch, und @(f') ist assoziiert zu f. Insbesondere ist
0" — O dann verklebend beziiglich f' (vgl. Abschnitt 2.5.1).

2.6.11 Lemma. Es sei k ein unendlicher Korper und ¢ : A — B ein Homomorphismus von K-Algebren.
Es sei B endlich erzeugt, etwa B = kly1,...,Ynl, und seien mq, ..., m, C B paarweise verschiedene ma-
ximale Ideale. Fiir einen generischen Vektor Q = (qi) € A"™™(k) gilt dann fiir den Homomorphismus
@Q:A[T] = BmitT — Q(y1,...,yn) = Z]- q5Yj: die maximalen Ideale n; = @ '(my) C A[T] sind
paarweise verschieden, und die (algebraischen) Korpererweiterungen A[T]/ny C B/my sind rein insepara-
bel.

Beweis. Es gentigt, sich auf den Fall eines bzw. zweier maximaler Ideale zu beschrinken. Zunichst be-
merken wir: sind 0 # o’ : B — C Homomorphismen in irgendeine k-Algebra C, so gilt 0 0 o #
o’ o @ fiir ein generisches Q = (qi) € A" (k). Denn o o @q = 0’ o @q gilt genau dann, wenn
Z]- qi(o(y;) — 0’(y;)) = 0 ist, und dies gilt auf einem linearen Unterraum von A™(k), der nicht ganz
A™(k) ist (denn o(y;) # o’(yj) fiir ein j). Dessen Komplement ist dann offen und, da k unendlich ist,
dicht.

Fixieren wir nun einen algebraischen Abschlu k O k. Fiir ein maximales Ideal m C B ist nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz B/m endlich iiber k. Es seien o7, ..., 04 die verschiedenen Einbettungen
B/m — k, wobei d = [B/m : k| der Separabilititsgrad ist (vgl. [Bos, 3.6]). Es sei T : B — B/m
die Projektion. Nach unserer Vorbemerkung sind fiir generisches Q die Kompositionen oj 0 mo @@ :
A[T] — k paarweise verschieden, ebenso dann auch die induzierten Einbettungen A[T]/n — B/m — k
mitn = 661(111). Daraus folgt aber [A[T]/n : k] > d = [B/m : kls > [A[T]/n : kls, und nach der
Produktformel fiir den Separabilititsgrad heifdt das [B/m : A[T]/n]s = 1, d.h. die Erweiterung ist rein
inseparabel.

Sei nun m’ C B noch ein weiteres maximales Ideal, 7’ : B — B/m’. Wiihle eine beliebige Einbettung
o’ : B/m’ < k. Dann ist die Komposition ¢’ o 7t/ verschieden von allen o7 o 7, also ist fiir generisches
Q auch 0’ o' 0 @ : A[T] — k verschieden von allen 0 o 7t 0 @q. Fiir ein solches Q ist dann aber
n' = (561 (m’) verschieden von n: denn andernfalls hitten wir d + 1 verschiedene Einbettungen A[T]/n

in k gefunden, und das hiee [A[T]/n : ks > [B[T]/m : kls = [A[T]/n : kls, Widerspruch. ]

2.6.12 Proposition. Es sei k ein unendlicher Korper, A eine endlich erzeugte k-Algebra und m C A ein
maximales Ideal, so daf8 A in m glatt ist mit dim A, = dim A =: d. Es sei | C m ein Ideal der Hohe > 1.
Dann finden wir einen Homomorphismus @ : k[Xq,...,Xq]l = A’ — A, der in m étale ist, so daf8

90 (A1) = (A/Dm mit] =@ (1) undm’ == @ '(m)
ein Isomorphismus ist.

Bewetis.

1. Schreibe A = k[x1,...,Xxn]. Wir zeigen unten, dal wir nach einer Koordinatentransformation
annehmen konnen:

a) @: A’ — A, X{— xy, ist étale in m.
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b) b: A’ — A/L X; — Xj, ist endlich, rein inseparabel in m, und m/I ist das einzige maximale
Ideal von A /I iiber m’.

Wir zeigen zunichst, dafl (A /1)y = (A/I)n ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dafl der Ring (A /1) s
bereits lokal ist, dafd also sein einziges maximales Ideal das von m/I induzierte ist. Sei also p/1 C
A/1 ein Primideal in A, das in (A/I),, maximal wird. Es gentigt zu zeigen, dafl p/I C m/I
gilt. Wegen " (p/I) C m’ finden wir nach Going-Up finden wir ein Primideal p/I O p/I mit
P~ (p/1) = m’. Durch Vergréfern konnen wir annehmen, dafl p/I sogar ein maximales Ideal ist,
aber dann folgt p/I = m/I, und das zeigt die Behauptung.

Da @ in m étale ist, haben wir m’A, = mA, und insbesondere m’(A /1), = m(A/I). Der Ho-
momorphismus endlicher A} ,-Moduln A/, — (A/I)m = (A/I)n geht also nach Basiswechsel
zu Al /m'A;, iiber in die Einbettung A’/m’ — A/m. Diese ist eine endliche, separable und rein
inseparable Korpererweiterung, also bijektiv und insbesondere surjektiv. Nach dem Lemma von
Nakayama ist dann auch A] , — (A/I) surjektiv, und aufgrund der Exaktheit der Lokalisierung

folgt (A'/1")mr = (A/Dw = (A/Dm.

. Esbleibt zu zeigen, daf3 wir die Erzeuger wie angegeben wihlen konnen. Esist dim A /I < dim A =
d, also konnen wir nach 2.6.6 und 2.6.9 durch einen Koordinatenwechsel annehmen, daff es nicht-
leere offene Menge 2 C GLy, (k) mit folgender Eigenschaft gibt:

Firalle Q € Qund (y1,...,Yn) := Q(x1,...,xn) istk[Yy,...,Ya — A, Yi — yi,
étale in m, und gleichzeitig ist k[Y7, ..., Yq—1] — A/l endlich.

Durch einen Koordinatenwechsel konnen wir annehmen, daff £ die Einheitsmatrix enthilt. Ins-
besondere ist dann g : k[Y1,...,Ya_1] — A/L Y; — Xj endlich. Sein := 1b0_] (m/I), und seien
my/I = m/I,my/1,... m./I C A/I die verschiedenen maximalen Ideale mit 11)51 (my/I) = n.
Fir R = (1) € AT™(k) sei Pg : k[Y7,...,Yq — A/I die Fortsetzung von o mit Ygq
> i TiXy. Nach 2.6.11 gibt es dann eine nichtleere offene Menge R € AT™(k) mit folgender Ei-
genschaft: fir jedes R € R sind die II)E1 (m;) paarweise verschieden, und g ist in jedem m; rein
inseparabel.

Es sei nun Q € 0 eine Matrix der Form

1
1
Q= | Td_1 ™ mit (7 Th) = RER.
* *
k P P *

Eine solche Matrix existiert: denn die Menge aller Matrizen in £, deren erste d — 1 Zeilen mit
denen der Einheitsmatrix tibereinstimmen, ist offen und nichtleer in AM~d+1x1(Y): dje Menge
aller d-ten Zeilen dieser Matrizen ist nach 1.1.10 offen in A'*™(k) und schneidet damit %R.

Setze nun (y1,...,Yn) := Q(x1,...,Xn). Wegen Q € Q st @ : k[Y7,...,Yq] — A étale in m.
Auflerdem ist y; = x; fir 1 <1< dundyg = ) ;rixi, alsoist : k[Yq,...,Yql = A/L Y; —
Yi, identisch mit g und insbesondere endlich. Weiter ist m/I C A/I das einzige maximale Ideal
mit Urbild " (m/I): denn jedes weitere miifite unter o ebenfalls auf n abgebildet werden, also
eines der my/I sein, die aber nach Konstruktion verschiedene Urbilder unter 1p haben. Aufferdem
ist \p in m/I rein inseparabel. Also erreichen wir das Gewiinschte, indem wir die x; durch die y;
ersetzen. ]
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Beweis von Satz 2.6.10. Als reguldrer lokaler Ring ist & nullteilerfrei, liegt also insbesondere in nur einer
irreduziblen Komponente von X. Wir kénnen also annehmen, da§ X affin und irreduzibel ist; durch
weiteres Verkleinern wird X dann auch reduziert. Dann ist X das Spektrum eines Integrititsrings A,
O = A mit einem maximalen Ideal m C A, und es folgt dim A = dim A, = d. Das Urbild von I in A
ist nicht trivial, hat also Hohe > 1. Die Behauptung folgt dann aus 2.6.12.

Sei nun I = (f) zyklisch. Ist f € P C & ein Primideal der Hohe 1, so hat auch P’ := @' (P) die Hohe 1:
denn es ist @' /P’ = ¢/P, und ht P + dim(&/P) = dim ¢ = d = dim ¢’ = htQ + dim(&’/Q’).(x)
Da (p_1 Primirideale erhdlt und mit Radikalbildung vertauscht, erhilt es also endliche Schnitte von
Primiridealen der Hohe 1, aber nach 2.6.13 unten sind das genau die Hauptideale: denn & und &
sind als regulire lokale Ringe faktoriell. Also ist dann auch I’ = (f’) zyklisch.

Es fehlt noch die Assoziiertheitsaussage. Schreibe @ (f') = f-u. Da A}, — Ay, étale ist und k(m') —
k(m) invertierbar, ist die induzierte Abbildung auf den Vervollstindigungen invertierbar ([SGA 1, Exp. [,
§ 4.4]). Dann ist u eine Einheit in Ay, und damit nach 2.6.14 unten auch in A. O

2.6.13 Proposition. Es sei A ein faktorieller noetherscher Ring. Ein Ideal I C A ist genau dann zyklisch, wenn es Schnitt
endlich vieler Primiirideale der Hohe 1 ist.

Beweis. ,Nurdann“.Seil = (f)undf = []i", p; ! mit paarweise nichtassoziierten Primelementen p; und Zahlen e; > 0.
Dann ist (f) = (i, (pf' ), und wir miissen nur zeigen: ist p € A primund e > 1, so ist (p®) Primirideal der Hohe 1.
Zunichst ist \/(p¢) = (p) das e1n21ge minimale Primideal oberhalb (p¢) und hat nach Krulls Hauptidealsatz Hohe 1. Ist
auflerdem xy € (‘pe) mlt x & (p®), so folgt p | y und damit y® € (p®), also ist (p¢) primér.

»Immer dann®. Der Schnitt zweier Hauptideale in einem faktoriellen Ring ist wieder ein Hauptideal, also geniigt es zu zeigen:
ist I C A Primdrideal der Hohe 1, so ist I zyklisch. Zunidchst ist P := /1 Primideal der Hohe 1, also (da A faktoriell ist)
zyklisch, P = (p). Es gibtein e > 1 mit p® € I; sei e minimal mit dieser Eigenschaft gewihlt. Ich behaupte I = (p©): sei
niamlich a € I. Schreibe a = pfb mitp 1 b. Falls f < e, also pf ¢ 1 gilt, folgt b € V1 C P,also p | b, Widerspruch. Also
gilt f > e und damit a € (p®). O

2.6.14 Lemma. Es sei A ein noetherscher lokaler Integritétsring, fiir den auch A nullteilerfrei ist (etwa A regulir), und sei

K = Quot A, K= QuotA Dann gilt K N A=AinK.

Beweis. [Bou, I1I, § 3, No. 5, Cor. 3]. O

2.7 Die Sitze von Colliot-Thélene-Ojanguren

Definition. Es sei k ein unendlicher Korper. Ein zulissiger k-Funktor ist ein kovarianter Funktor F von
der Kategorie der k-Algebren in die Kategorie der punktierten Mengen, so daf3 gilt:

1. Ist A eine k-Algebra und p € Spec A, so ist die Abbildung l_n>1 fp F(Af) — F(Ap) bijektiv — man

sagt, F vertausche mit Lokalisierung.

2. Sind A, B noethersche k-Algebren und ist ¢ : A — B verklebend beziiglich f € A, so ist die vom
Diagramm

A*f>B

L

Af— B¢

ODEs sei p ein Primideal ein einem noetherschen Ring A. Die von uns verwendete (und allgemein wiinschenswerte) Formel
dim A = dim(A/p) + htp gilt beispielsweise, falls lokal und Cohen-Macauleysch ist ([Mat, 16.B]), also etwa fiir regulire
lokale Ringe ([Mat, 17.F]). Ebenso gilt sie, falls A nullteilerfrei und von endlichem Typ iiber einem Korper ist ([Mat, 14.H]),
und damit auch, falls A Lokalisierung eines solchen Rings in einem maximalen Ideal (oder sogar nur einem Primideal) ist.
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induzierte Abbildung ker (F(A) — F(A¢)) — ker (F(B) — F(B¢)) surjektiv.

2.7.1 Beispiel. Ist G ein glattes affines Gruppenschema iiber k, so ist der Funktor lilgt(i, G) zuldssig.

Dies folgt aus Satz 2.2.1 und Korollar 2.5.12.

2.7.2 Satz (Colliot-Thélene—Ojanguren I). Es sei k ein unendlicher Korper und F ein zuldssiger k-Funktor.
Fiir jedes . > 1 und jeden abgeschlossenen Punkt x € A} habe die Abbildung F(O, AD x) — F(K(AL))
trivialen Kern. Dann hat fiir jede glatte k-Varietit X und jeden Punkt x € X die Abbildung F(Ox ) —
F(K(X)) trivialen Kern.

Beweis. Sei (ohne Einschrinkung der Allgemeinheit) X = Spec A affin, K = K(X) = QuotA. Dann
korrespondiert x zu einem Primideal p C A, und wir miissen zeigen, daff F(A,) — F(K) trivialen
Kern hat. Es gentigt, die Behauptung fiir den Fall zu zeigen, daf3 p ein maximales Ideal ist: sei ndmlich
a € F(Ap). Da F mit Lokalisierung vertauscht, gibt es dann ein f € A \ p, so dal a sich zu a € F(Ay¢)
liften laf3t. Da A ein Jacobsonring ist, finden wir ein maximales Ideal m DO p, das f nicht enthilt. Dann
haben wir F(A¢) — F(An) — F(A,) — F(K). Es geniigt dann offenbar zu zeigen: verschwindet a in
F(K), so auch in F(Ay,). Es geniigt also, abgeschlossene Punkte zu betrachten.

Sei also nun p = m ein maximales Ideal und & = A,. Es sei a € F(&) ein Element, das in F(K) trivial
wird. Wegen K = Quot & finden wir dann ein 0 # f € &, so dafl a in F(0%) triviales Bild hat. Nach
dem Normalisierungssatz von Ojanguren (2.6.10) finden wir (indem wir notfalls f durch ein assoziiertes
Element ersetzen) einen lokalen Ring &, der Lokalisierung eines A]‘z in einem maximalen Ideal ist, ein
Element f’ € ¢’ und einen in f’ verklebenden Homomorphismus ¢ : ¢/ — ¢ mit @(f’) = f. Da
F zulissig ist, gibt es dann ein a’ € F(&"'), das in F(&) auf a abgebildet wird und in F(&Y,) triviales

Bild hat. Dann ist a’ aber auch in F(Quot &) trivial, und nach Voraussetzung folgt daraus a’ = 0, also
a=0. O

2.7.3 Satz (Colliot-Thélene—Ojanguren II). Es sei k ein unendlicher Korper und F ein zuldssiger k-Funktor,
iiber den bekannt sei: Fiir jede Korpererweiterung k C L und jedesn > 1 hat die Abbildung

F(L[X1,..., X)) — F(L(Xq, ..., X))
trivialen Kern. Dann hat, fiir jedes . > 1 und jedes maximale Ideal m C k[Xy, ..., Xnl, die Abbildung
F(k[Xq,..., Xnlm) = F(k(Xq,...,Xn))

trivialen Kern.

Zum Beweis des Satzes verallgemeinern wir die Aussage, um sie stark genug fiir einen Induktionsbeweis
zu machen. Genauer ist der Satz der Fall n = 0 im folgenden

2.7.4 Lemma. In der Situation des Satzes gilt fiir jedes d > 0:ist k C L eine Korpererweiterung, m C
L[Xq,..., X4l ein maximales Ideal und n > 0, so hat die Abbildung

F(I—[X1)"')Xd]m[T1)-")TT‘L]) — F(L(X1)"')Xd)T1)"')TTI))

trivialen Kern.
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Beweis. Induktion nach d. Der Fall d = 0 ist gerade die Voraussetzung an F. Sei also d > 0 und die
Behauptung fiir d — 1 bewiesen. Wir schreiben L[X] fiir L[Xq,...,Xq4] usw. Sei a € F(L[X],[T]) ein
Element mit trivialem Bild in F(L(X, T)). Betrachte das folgende Diagramm:

LX]wm[T] —L(X, T)

L(X)[T]

Nach dem Fall d = O (fiir den Kérper L(X)) hat a bereits triviales Bild in F(L(X)[T]). Da F mit Loka-
lisierungen vertauscht, finden wir nichtkonstante Polynome f,g € L[X] mit f ¢ m, g € m, so daf§ a
das Bild eines Elementes a’ von F(L[X]¢[T]) ist, das in F( L[X]¢4[T]) triviales Bild hat. Wir konnen anneh-
men, daf$ f und g teilerfremd sind. Nach 2.6.2 und 2.6.4 konnen wir dann erreichen, dafd f und g (mit
LIX'] := L[Xq,...,Xg_1] und n = m N L[X']) in L[X'][X4] unitir und im Polynomring (L[X']/n)[X4]
teilerfremd sind. Es sei B := L[X'],,. Nach dem nichsten Lemma ist dann B[X4] — B[X4l¢ verklebend in
g, und da Polynomalgebren flach sind, ist damit auch B[X4l[T] — B[Xq4l¢[T] verklebend in g. Vermoge

LIX]¢[T] —— L[X][T]

| |

B([Xal¢[T] —— B[Xalg[T]

definiert nun a’ € F(L[X]¢[T]) ein Element a” € F(B[X4l¢[T]), das in F(B[Xq4l¢g[T]) triviales Bild hat.
Da F zulissig ist, kommt a” von einem Element a” € F(B[X4][T]), das in F(B[X4l¢[T]) und damit auch
in F(L(X,T)) triviales Bild hat. Aber B[X4l[T] ist der Polynomring in Xg, T1,..., Ty, iiber der Algebra

L[X1,...,Xqa_1]n, und nach der Induktionsvoraussetzung folgt a”’ = 0, daraus a” = 0. Da die Abbil-
dung L[X[¢[T] — L[X][T] aber tiber B[X4l[T] faktorisiert, impliziert das (wegen a’ — a” — a) bereits
a = 0, was zu beweisen war. O

2.7.5 Lemma. Es fei A ein noetherscher Ring und m C A ein maximales Ideal. Es seien f, g € A[T] unitire
Polynome, so daf3 f,q in (A/m)[T] teilerfremd sind. Dann ist An[T] — AwlTl¢ verklebend in g.

Beweis. Esseia € A die Resultante von f und g (vgl. [Bos, 4.4]). Da Resultantenbildung funktoriell ist,
ist @ im Korper A/m die Resultante der teilerfremden Polynome f und g; insbesondere ist @ # 0, und
damit ist a/1 im lokalen Ring A, invertierbar. Andererseits finden wir 1?, g € A[T] mit f + Jgg = q,
und damit erzeugen f und g in A,[T] das Einheitsideal, woraus die Behauptung folgt. O

Wir halten noch fest, was die Sitze von Colliot-Thélene—Ojanguren im Fall F = F{gt(i, G) besagen.
Es sei k ein Korper, G ein glattes affines Gruppenschema iiber k und X ein k-Schema. Wir sagen, die
Serre—Grothendiecksche Vermutung gelte fiir (G, X), wenn jeder rational triviale G-Torseur tiber k (in der
fppt-Topologie) bereits lokal trivial beziiglich der Zariskitopologie ist.

2.7.6 Korollar. Es sei k ein unendlicher Kérper und G eine lineare algebraische Gruppe iiber . Dann gilt:

1. Die Serre—Grothendieck-Vermutung gilt genau dann fiir (G, X) fiir jede glatte k-Varietiit X, wenn sie
fiir jedes . > 1 fiir (G, A}) gilt.

2. Ist fiir jede Korpererweiterung k C L jeder rational triviale G-Torseur auf jedem A{* sogar trivial, so
gilt die Serre—Grothendieck-Vermutung fiir (G, X) fiir jede glatte k-Varietit X.
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Wir werden im ndchsten Kapitel zeigen, dafl im Falle einer reduktiven, zerfallenden Gruppe G die Voraus-
setzung in Teil 2. des Korollars richtig ist, daf$ also ein rational trivialer G-Torseur auf A}’ trivial ist. Leider
kann dieser Weg nicht fiir alle Gruppen funktionieren, denn fiir gewisse Gruppen gibt es nicht-triviale
rationale Torseure auf der affinen Ebene, vgl. [Ra89] und [C-O].

Raghunathan konnte im Jahr 1994 die Serre-Grothendiecksche Vermutung fiir eine beliebige reduktive
Gruppe tiber einem unendlichen Korper beweisen, indem er das 1. Kriterium verwendete, also die lokale
Trivialitdt rational trivialer G-Torseure iiber A}! direkt zeigte. Seinen Beweis werden wir nicht darstellen,
er verwendet jedoch viele der im nichsten Kapitel erkldrten Techniken.
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3 Rational triviale Torseure auf A}

Das Hauptresultat dieses Kapitels ist der folgende

Satz. Es seik ein unendlicher Korper, G eine zerfallende, reduktive k-Gruppe, und £ ein G-Torseur iiber A}
(in der étalen Topologie). Ist E iiber einer (nichtleeren) offenen Teilmenge von Ay trivial, so ist E trivial.

Zum besseren Verstindnis geben wir einen Uberblick iiber die Beweisschritte. Zunichst untersuchen wir
den Fall, dal G ein Torus ist: in diesem Fall gilt viel mehr, es ist ndmlich sogar jeder G-Torseur auf A}
konstant, d.h. Pullback eines G-Torseurs auf k selbst. Dies ermoglicht, fir allgemeines G, die Reduktion
auf den Fall, dal G halbeinfach ist.

Den Satz selbst beweisen wir dann durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 skizzieren Colliot-Théléne—
Ojanguren ([C-O, Prop. 2.2]) einen direkten Beweis im Fall k = kg und verweisen dann, fiir einen be-
liebigen unendlichen Grundkérper, auf den Satz von Raghunathan—Ramanathan (siehe etwa [Gi]) tiber
Torseure auf der affinen Geraden. Der von P. Gille angegebene neue Beweis dieses Satzes enthilt jedoch
als Zwischenschritt die uns interessierende Aussage, die wir deshalb nur zitieren (3.2.2).

Fiir den Induktionsschritt fassen wir A} als affine Gerade tiber X = A{:q auf. Es sei E ein rational tri-
vialer G-Torseur iiber AT = Al. Mit Hilfe eines Patching-Arguments (3.5.1) — einer Verallgemeinerung
der von Quillen beim Beweis der Trivialitit von Vektorbiindeln auf A}’ verwendeten Technik — reduzieren
wir auf die Behauptung, dafl wir eine offene Uberdeckung (U;) von X finden, so daf} E iiber jedem Ahi
trivial ist.

Wir haben also auf eine Frage reduziert, die lokal auf X ist. Sitze von Raghunathan zeigen nun, dafy E
sich unter bestimmten Voraussetzungen an G nach Verkleinerung von X fortsetzen laf3t zu einem G-
Torseur tiber IP;( mit einer gewissen lokalen Trivialititseigenschaft. Der Starrheitssatz von Grothendieck
iiber Vektorbtindel (genauer seine Verallgemeinerung fir Torseure) garantiert dann, nach eventueller
weiterer Verkleinerung von X, die Trivialitdt von E.

3.1 Torseure unter auflosbaren Gruppen und Tori

In diesem Abschnitt beweisen wir (nach [Ra89]) den folgenden

3.1.1 Satz. Es seik ein Korper und T ein k-Torus. Dann ist Hgt(k, T) — Hgt(AE, T) bijektiv fiir allen > 1,
d.h. jeder T-Torseur auf Ay} ist konstant.

3.1.2 Proposition. Essei G eine k-zerfallende auflosbare k-Gruppe. Dann gilt H' (AR, G) ={1}.

Beweis. Wir finden eine Kette {1} = Gp < G1 < ... < Gq = G abgeschlossener k-Untergruppen mit
Gi/Gi—1 = Gy x oder G,  iiber k. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach d, wobei fir d = 0
nichts zu tun ist. Aus der exakten Sequenz

11— Gd,] — Gd—) Gd/Gd,] — 1
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erhalten wir die exakte Kohomologiesequenz

HA (AR, Ga1) — HE(AR, Ga) = HE(AR, Ga/Ga).
Da in ihr der erste Term nach Induktionsvoraussetzung verschwindet, gentigt es, wenn wir zeigen, dafy
Hgt(AE, G,x) und Hgt(AE, Gm k) beide trivial sind.

Beide Kohomologiegruppen lassen sich aber beziiglich der Zariskitopologie berechnen (fir G, nach
[Mi80, I1.3.7], fir Gy, nach Hilbert 90, siche 2.3.2). Dann folgen die Aussagen aber aus der Beobach-
tung, daf3 Pic(A}}) = 0 ist und die Kohomologie einer quasikohirenten Garbe auf einem affinen Schema
verschwindet. O]

Am Beweis 1483t sich erkennen, daf3 die gleiche Aussage auch fiir eine beliebige faktorielle k-Algebra an-
stelle von A} gilt.

3.1.3 Korollar. Essei T ein k-Torus. Dann gilt lilgt(Aﬁ T) ={1}.

ep’

Beweis. Esist }ilé]t(ATk:ep ,T) = Hé]t(ATk‘“p » Ty )» aber Ty ist ein zerfallender kqe,p-Torus. O
Da aber F{gt(ATk‘SCp,T) = liglK Hgt(AE, T) gilt, wobei K alle endlichen separablen Erweiterungen von K
durchliuft (Satz 2.2.9), erhalten wir daraus:

3.1.4 Korollar. Es sei T ein k-Torus und E ein T-Torseur iiber Ay}. Dann gibt es eine endliche separable
Erweiterung K/k, so daf Elay trivial ist.

Sei nun 7t : A} — Speck die Strukturabbildung. Fassen wir T als Garbe auf Shv((Sch /Al})¢) auf,
erhalten wir eine Garbe 7, T auf Shv((Sch /k)¢) mit 7, T(X) = T(X x A}).

3.1.5 Korollar. Die natiirliche Abbildung W}, (k, 7. T) — H} (AT, T) ist bijektiv.
Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz von 2.1.26, da jeder T-Torseur iiber Ay} trivial wird auf einem

AT 1 K, wobei K/k eine endliche separable Erweiterung (also insbesondere eine étale Uberdeckung)
ist. U

3.1.6 Lemma. Essei T ein k-Torus und K/k eine Korpererweiterung. Dann gilt T(K[Xq, ..., Xnl) = T(K).

Beweis. Wir konnen K = k annehmen. Es ist Ty, = (Gm»k)kep’ und wegen G, (Keep[X1,..., Xnl) =
Gm(keep) folgt dann T(keep[X1, ..., Xn]) = T(keep). Das impliziert aber T(k[X1, ..., Xn]) = T(k), wie

man etwa durch Einsetzen von X7 = - - - = X;, = 0 sieht. ]

Beweis von Satz 3.1.1. Betrachte das kommutative Diagramm

Ha(k, T) HA(ALT)

S

M (k, 7. T)

12

Wir miissen also nur zeigen, daf3 Hgt(k, T) — Hé]t(k, 7. 1) bijektiv ist. Es gilt aber sogar T(X) = 7, T(X)
fiir jeden étalen Morphismus X — Spec k: es gentigt, dies fiir X = Spec K mit einer endlichen separablen
Korpererweiterung K/k zu zeigen; aber das ist gerade die Aussage des Lemmas. O
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3.2 Rational triviale Torseure auf der affinen Geraden

3.2.1 Satz. Es sei k ein Korper und G eine zusammenhingende, reduktive lineare Gruppe iiber k. Dann ist
jeder rational triviale G-Torseur iiber AL trivial.

3.2.2 Lemma (P. Gille). Es sei k ein Korper, G eine zusammenhdngende halbeinfache lineare Gruppe iiber
k. Ist E ein rational trivialer G-Torseur iiber IP’]]< = A]L U {oo}. Ist E|( trivial, so auch E| Al

Der Beweis findet sich in [Gi, 3.12]; die Idee ist, die Aussage mit Twisting-Argumenten zuriickzufithren
auf den folgenden Satz von Harder ([Ha68, Satz 3.5]): ist G ein zusammenhingendes halbeinfaches Grup-
penschema iiber IP’]L, dessen Pullback auf K(}P’L) = k(T) anisotrop ist, so ist G konstant, also Pullback
eines Gruppenschemas tiber k.

Ein Torseur wie im Satz 14t sich nun stets derart derart auf IP’IL fortsetzen, dafd er im unendlich fernen
Punkt trivial wird:

3.2.3 Lemma. Es sei X noethersches, irreduzibles eindimensionales Schema und G ein Gruppenschema iiber
X. Essei ) # U C X offen und E ein rational trivialer Gy-Torseur itber U. Dann lifit E sich zu einem
G-Torseur E iiber ganz X fortsetzen, so daf fiir jedes x € X — U die Einschrinkung von E auf (x) trivial
ist.

Beweis. Die abgeschlossenen echten Teilmengen von X sind genau die endlichen Mengen abgeschlos-
sener Punkte. (Denn eine solche Teilmenge ist noethersch und nulldimensional; jede ihrer irreduziblen
Komponenten mufl dann ein Punkt sein.) Insbesondere ist X — U endlich, und per Induktion kénnen
wir annehmen, daff X — U = {x} nur ein Punkt ist. Es sei ()} # V<es U, so daf} E|y trivial ist. Dann ist
U’ := V U {x} eine offene Teilmenge von X; sei E’ der triviale G-Torseur iiber U’. Dann stimmen E und
E’ auf U N U’ tiberein und lassen sich folglich auf U U U’ = U U {x} verkleben. O

3.2.4 Bemerkung. Dieses Lemma ist eine triviale Version des folgenden Satzes: Es sei (X, O') ein Dedekind-
schema mit Funktionenkorper K und G ein X-Gruppenschema, so daf$ Gy reduktiv ist. Ist U C X offen und
E ein G-Torseur iiber U, so lafit sich E auf alle Punkte x € x fortsetzen, fiir die die Einschrinkung von £ auf
Quot 6" Pullback eines G-Torseurs iiber ﬁ’ ist. — Der Beweis verwendet Siitze von M. Kneser iiber schwache
Approximation in algebraischen Gruppen, siehe [Ha67, Lemma 4.1.3].

Beweis des Satzes. Die beiden Lemmata zeigen die Aussagen sofort fir halbeinfache Gruppen. Sei nun G
eine zusammenhingende reduktive k-Gruppe und T = R(G). Dann ist T ein k-Torus nach 1.5.18, und
G/T ist eine halbeinfache k-Gruppe. Betrachte nun die exakte Kohomologiesequenz

FalAL T) = Hi(AL G) = HI(AL G/T).
Ist E ein rational trivialer G-Torseur tiber AL, so ist also E x G (G/T) rational trivialer G /T-Torseur und
damit nach dem schon Bewiesenen trivial. Dann geht E aber aus einem T-Torseur E iiber A]L hervor.

Ein solcher ist aber nach dem letzten Abschnitt konstant, also ist E konstant und — da rational trivial —
trivial. O

3.3 Starrheit von Vektorbiindeln iiber Familien projektiver Geraden

Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende
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3.3.1 Satz (Grothendieck). Es sei S ein noethersches Schema und E ein Vektorbiindel auf IF”S. Esseis € S
und k(s) C L eine Korpererweiterung, so daf$ der Pullback von E auf[P’}_ trivial ist. Dann gibt es eine offene
Umgebung U von s, so dafs Ehph trivial ist.

Es sei X ein Schema und x € X. Zum natiirlichen Morphismus i : Speck(x) — X gehort ein Homo-
morphismus von Garben kommutativer Ringe Ox — 1 Ogpec «(x); dessen Kern ist eine quasikohérente
Idealgarbe auf X, die wir .#x C Ox nennen wollen. Fiir jede affine offene Teilmenge U = Spec A
von X mit x € U ist dann .| gerade p, wobei p das zu x korrespondierende Primideal von A
ist. Allgemein ist (.#y)x das maximale Ideal im lokalen Ring O . Ist x € X abgeschlossen, so ist
(A6 x g = (OX)Ix e

Die folgende Proposition enthélt als Spezialfall ({ = 0) die Aufgabe [Har, Ex. II1.11.8]; der Beweis ent-
stammt [EGA, III.4.6.1]. Uns interessiert nur der Falli = 1, £ = 1, aber dessen Beweis ist identisch mit
dem fiir den allgemeinen Fall.

3.3.2 Proposition. Es sei S ein noethersches Schema und f : X — S projektiv, .F eine kohdrente Garbe
auf X, die flach iiber S ist, und es sei H'(Xs, #s) = O fiir eini > O und ein s € S. (Dabei schreiben wir
Fs = (Xs = X)*.F).) Dann gilt (RY,) ((f*4%)..F)s = 0 fiir alle L > 0.

Beweis. Essei Z := f~'(s) C X mit der induzierten Topologie. Da f : Z — S iiber {s} faktorisiert, ist
o/ := Ox|z in kanonischer Weise eine Garbe von & := U5 s-Algebren. Es sei X;, := X x5 Spec(&'/o™)
fiir n > 1, wobei 0 das maximale Ideal in & sei. Als topologischer Raum identifiziert sich jedes X;; mit
Z; damit gilt dann Ox,, = &/ /o™ Insbesondere haben wir X1 = X und damit Ox, = &/ /0.<7.

Es sei 4 die .o/ -Modulgarbe .%|z. Man rechnet leicht nach, dafl (Z — X)_]((f*///f).f) =o'y gilt(i),
und daraus folgt
(Xn = XV ((Ft).F) = (Z = X)((FM).F) @y A J™
=o' Y@y /o™ =0'9 /0"y,
Garbenkohomologie hdngt nicht von der Schemastruktur ab, sondern nur vom topologischen Raum

(und der Garbe). Die Voraussetzung bedeutet also gerade HY(Z,%/0%) = 0. Der Satz iiber formelle
Funktionen ([Har, ITI.11.1]) besagt insbesondere

(R (). F)s = lim HY(Z,0'% /0" ")
n>1

(denn die linke Seite ist nach [Har, I11.8.8(b)] ein endlicher &-Modul, der sich damit injektiv in seine
Vervollstindigung einbettet). Es geniigt also zu beweisen, daf HY(Z, 0'¢ /0"™%) = 0 ist fiir alle £, n >
0. Dafiir verwenden wir Induktion nach n, wobei der Fall n = O trivial ist. Fiir n > 1 induziert die exakte
Sequenz von &7 -Modulgarben

0 — o™ 1G /0"y 5 0'g /0"y — o'g /0Ty 0
als Ausschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz eine exakte Sequenz
HY(Z, 0" ™19 /0" M) — HY(Z,0'9 /0" ™9) — HY(Z,0'9 /0" ™).

Nach Induktionsvoraussetzung verschwindet der letzte Term dieser Sequenz, also geniigt es zu zeigen,
daf der erste Term verschwindet, daf also H(Z, 0% 1% /0*%) = O fiir alle k > 1 ist.

(Beachte dabei: ist A — B ein Ringhomomorphismus, M ein B-Modul und I C A ein Ideal, so ist .M = (IB).M, anders
gesagt: [.M ist bereits ein B-Modul!
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Nun ist 0719 /04 isomorph zu ¥ @4 0% '/0*: dies iiberpriift man punktweise mit dem nichsten
Lemma (hier geht die Flachheit von .# tiber S ein). Letztere Garbe ist aber wiederum isomorph zu
G/09 Rg /o 0%~ 1/0*. Da jeder Vektorraum frei ist, ist dies aber eine direkte Summe von Kopien von
¢ /0%, und da Kohomologie mit direkten Limites vertauscht ([Har, II11.2.9]), folgt die Behauptung aus
der Voraussetzung HY(Z,% /0% = 0. O

3.3.3 Lemma. Essei A ein Ringund M ein flacher A-Modul. Fiir beliebige Ideale 1 C Jvon A gilt dann JM/IM = M®a J/1.

Beweis. Im kommutativen Diagramm

0——=>MRp[—>MR A —>M®eaAA/l —0

T

0 M M M/IM —0
sind beide Zeilen exakt, also ist auch M ® I — IM Isomorphismus. Ahnliches gilt fiir J; also ist nur zu zeigen, daf§ die
Sequenz
0=MRAT=MeAT—=M®a (I/]) =0
exakt ist, aber dies ist wieder die Flachheit von M. O

3.3.4 Korollar. Essei S ein noethersches Schema, f : X — S projektiv und .% ein kohirenter Ox-Modul, der
flach iiber S ist, und es sei s € S ein abgeschlossener Punkt mit H'(Xs,.%s) = 0. Dann ist die kanonische
Abbildung (f..7)s — F(Xs) surjektiv.

Die betrachtete Abbildung ist folgendermaflen definiert: ein Element von (f..%# ) wird reprisentiert
durch ein a € .Z(f~1(U)), wobei s € U<es S ist. Dann ist Xs = f~'(s)  f'(U), also definiert a
ein Element von (Xs — X)~1.%(X,) und damit auch von (Xs — X)*.Z (Xs) = Zo(Xs).

Beweis des Corollars. Wir konnen annehmen, dafy S = SpecR afﬁn ist,s=m C S, #, =m. Betrachte
den durch die Exaktheit der Sequenz 0 — (f*m)..# — F — % — 0 definierten Ox-Modul .%. Die
lange exakte Kohomologiesequenz liefert eine exakte Sequenz

.7 — .7 — (R'f,)(f'm).#

von Garben auf S; in s verschwindet nach der Proposition der Halm des letzten Terms, und das bedeutet
gerade, daf8 die Abbildung (f..%)s — (f..7 ) surjektiv ist. Wir zeigen, daf8 (,.7)s = .Z¢(X;) gilt.

Zunichst gilt .7 (X) = .Zs(Xs): denn seii: Z — X die Inklusion (mit Bezeichnungen wie im Beweis der
Proposition). Da s abgeschlossen ist, stimmen m und &’s auf S — {s} iiberein, also auch f*fﬁ und O auf

X — Z, und das bedeutet .7 |x_z = 0. Nach [Har, Ex. I1.1.19(c)] folgt daraus .7 = 1,1 1.Z. Daaberi!
exakt ist, haben wiri~'.% = ¢/m¥ = .Z, und damit .Z (X) =i 1(.Z)(Z) = ﬁs(Xs).

Da X noethersch ist, ist f,.Z ein quasikohérenter (sogar kohdrenter) &'s-Modul. Dann ist aber
(f*§)s = f*§(s) XR Rm = ﬁs(xs) XR Rm = <g\s(xs)»

denn .Z(X;) ist ja sogar ein &'/o = R/m-Vektorraum. (Beachte & = Ry, 0 = my,.) — Wir iiberlas-
sen dem Leser die Uberpriifung, daf die so konstruierte Abbildung tatsichlich der oben angegebenen
Vorschrift gehorcht. O]

3.3.5 Korollar. Es sei S noethersch, f : X — S projektiv und flach, %, lokal freie Ox-Moduln endlichen
Rangs, und es sei s € S mit H'(Xg, Homgy (F|x,,9Ix,)) = 0. Dann ist die kanonische Abbildung

f.(Homg, (F,9))s — Homg, (Flx,,¥x,)

surjektiv.
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Beweis. Wende das letzte Korollar an auf J# = Jfomg, (F,%). Als lokal freier Ox-Modul ist 7
kohidrent und flach tiber tiber X (und damit tiber S). Dabei gilt nach dem nachsten Lemma kanonisch
H|x, = Homgy (Fx,,9Ix,)- [

3.3.6 Lemma. Es sei X ein Schema, .# lokal freier Ox-Modul endlichen Rangs und ¢ beliebiger Ox-
Modul. Dann ist Homeg, (F,9) lokal freier Ox-Modul, und fiir jeden Morphismus f : Y — X gilt
f* Homep, (F,9) = Homg, (*F,1°9).

Beweisskizze. Zur Konstruktion des Isomorphismus geniigt es, einen Morphismus JZomg, (#,9) —
f. Homg, (f*.F,1°9) anzugeben, also fiir jede offene Teilmenge U C X eine &x(U)-lineare Abbildung

Homg, (ZF|u,9Iu) — Homg, ](F“(ﬂlu),’fv*(%u)), wobei f : f~1(U) — U die Einschrinkung

von f ist. Eine solche Abbildung ist aber durch den Funktor f* gegeben. — Die Invertierbarkeit und die
{ibrigen Aussagen iiberlassen wir als Ubung. 0

-T(u

Das Korollar besagt gerade, dafl jeder Morphismus us : .%|x, — ¥|x, induziert wird von einem Mor-
phismus wy : Fl¢1 () — Y1), wobei UL C S eine offene Umgebung von s ist. Ist us invertierbar,
so kann man U so klein wihlen, daf$ auch uy invertierbar ist:

3.3.7 Proposition. Es sei S noethersch, f : X — S ein flacher abgeschlossener Morphismus und s € S.
Es sei F — & ein Morphismus kohdrenter flacher Ox-Moduln. Falls der induzierte Morphismus % |x, —
9|x, invertierbar ist, so gibt es eine offene Umgebung s € W C S, so daff F |1y — Yle-1(u) ein
Isomorphismus ist.

Beweis.

1. Es geniigt zu zeigen, dal .7, — % bijektiv ist fiir alle x € X mit f(x) = s: denn da Kern
und Kokern des Morphismus kohérente 0y-Moduln sind ([Har, I11.5.7]), gibt es dann eine offe-
ne Umgebung V von f~'(s), auf der beide trivial sind, d.h. .Z|yy — 9|y ist invertierbar. Setze
U := S — f(X — V); diese Menge ist dann offen in X (denn f ist abgeschlossen) mit s € U und
f~1(U) C V, tut also das Gewiinschte.

2. Seialsox € Xmit f(x) = s. Dann gilt (F|x, )x = Fx Qgy , K(s) = Fx/ms.Fx und analog fiir 4.
Nach dem nichsten Lemma folgt aber aus der Bijektivitit von .7y /m¢ %y — %y /m ¥, diejenige
von %y — 9y, denn F, ¥, sind endliche freie Ox x-Moduln, also insbesondere flach und damit
auch flach iiber Os .

O]

3.3.8 Lemma. Essei (A,m) — (B, n) ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe, B noethersch, und es sei
f : M — N ein Homomorphismus endlich erzeugter B-Moduln, wobei N flach iiber A sei. Ist M/mM —
N/mN Isomorphismus, so auch £, (i)

Beweis. Zunichst ist auch M/nM — N/nN surjektiv, also f(M) +nN = N, und nach dem Lemma
von Nakayama folgt f(M) = N, d.h. f ist surjektiv. Setze R = ker f; dann haben wir eine exakte Sequenz
0 - R— M — N — 0von A-Moduln. Da N flach ist, ist damit auch die Sequenz 0 — R/mR —
M/mM — N/mN — 0 exakt ([La, XVI, §3, Lemma 3.3]); nach Voraussetzung folgt dann R/mR = 0
und insbesondere R/nR = 0. Da aber B noethersch ist, ist R endlicher B-Modul, und nach dem Lemma
von Nakayama folgt R = 0, also ist u auch injektiv. O

®Tatsichlich gilt die Aussage getrennt fiir Injektivitit und fiir Surjektivitit. Im Falle der Surjektivitit ist der Beweis identisch mit
unserem. Der Fall der Injektivitit ist Teil des Inhalts von [EGA, 0r;1.10.2.4]. Fiir den Beweis wird dort auf [Bou] verwiesen;
da er sich jedoch in den frithen Auflagen dort nicht findet, taucht er fiinf Jahre spiter als Fuflnote im Beweis von [EGA,
1V.11.1.2] auf!
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3.3.9 Korollar. Essei S noethersches Schema und f : X — S flach und projektiv. Es sei s € S abgeschlossen
mit H' (X, Ox,) = 0. Ist dann E ein Vektorbiindel iiber X, so daf$ das Xs-Vektorbiindel E x x X trivial ist,
so gibt es eine offene Umgebung U von s, so daf8 E|¢—1 () trivial ist.

Beweis. Wir identifizieren das Vektorbiindel E mit einem lokal freien &'x-Modul .# vom Rang n (vgl.
[Har, Ex. I1.5.18]). Setze ¢ := O%. Dann gilt 7 |x, = oy = 9|, also insbesondere

Hompy (Fx,,9Ix,) = Homp, (Ox,, Ox,) = O™,

und da Kohomologie mit direkten Summen vertauscht, folgt H' (X, Homgy (F|x,,9Ix.)) = 0. Nach
3.3.5 und 3.3.7 ist dann aber der Isomorphismus .7 |x, = ¥|x, induziert durch einen Isomorphismus
Fle-1u) =91 () = OF 1, fiir eine gewisse Umgebung U von s. Dies beweist die Behauptung. [

Beweis von Satz 3.3.1. Nach Korollar 2.3.7 ergibt sich sofort, dafl aus der Trivialitdt des Pullbacks von E
auf ]P”L bereits die Trivialitit des Pullbacks auf IPL( o = (IP’]S)S folgt. Um das letzte Korollar anwenden

zu kénnen, geniigt es also zu zeigen, dafl H' (IP’]L, ﬁm ) = 0 fiir jeden Korper k gilt. Diese Kohomolo-

giegruppe laft sich aber mittels Cech-Kohomologie berechnen: mit der tiblichen affinen Uberdeckung
IP’?< = Speck([T] U Spec k[T~ ] ist nur zu zeigen, daf$ jedes Element von k[T, T~ sich schreiben lif3t als
Differenz eines Elements von k[T] und eines Elements von k[T ']; aber das ist klar. ]

3.4 Starrheit von Torseuren iiber Familien projektiver Geraden

3.4.1 Satz (Raghunathan). Es sei S ein Schema von endlichem Typ iiber einem Korper K, G eine lineare
algebraische Gruppe iiber k und E ein G-Torseur iiber PL. Es sei s € S ein abgeschlossener Punkt und
k(s) C L eine Korpererweiterung, so daf8 der Pullback von E auf IP)}_ trivial ist. Dann gibt es eine offene
Umgebung U von s, so dafs Ehpﬁ Pullback eines G-Torseurs auf U ist.

Beweis. Wihle eine Einbettung G C GLy, x; wir zeigen unten (Satz 3.4.3), daf8 wir dabei erreichen
konnen, daf das k-Schema H := GLy « /G quasiaffin ist. Es sei V := Ex G GL;, k. Der Pullback dieses
GLy, -Torseurs (Vektorbiindels) auf IP”L ist immer noch trivial, und nach dem Starrheitssatz von Gro-
thendieck 3.3.1 konnen wir durch Verkleinern von S annehmen, dafd V trivial ist.

Nach 2.1.16 ist E gegeben durch einen Schnitt des Faserbiindels VxSinkH — IP); (mit der typischen

Faser H). Da V trivial ist, ist ein solcher Schnitt gegeben als Morphismus von k-Schemata f : ]P’; — H;
da H quasiaffin ist, faktorisiert dieser aber nach dem néchsten Lemma tiber S:

Der Morphismus  definiert aber einen Schnitt des trivialen Faserbiindels S x H — S und damit einen
G-Torseur iber S; dessen Pullback auf IP’; ist nach Konstruktion isomorph zu E.

O]

3.4.2 Lemma. Es sei S ein beliebiges und X ein quasi-affines Schema. Dann faktorisiert jeder Morphismus
Pg — X eindeutig iiber S.
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Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall, daf$ X = Spec A sogar affin ist. Man sieht leicht, daf$ es gentigt,
affines S = Spec R zu betrachten. Dann haben wir aber

Homsy (P, X) — Homping(A, Opr (PR)) ¢~ Homping(A, R) = Homsen(S, X),

also faktorisiert jeder Morphismus Pg — X eindeutig iiber S. Sei nun U<e» X quasiaffin und P¢ — U
ein Morphismus; dann erhalten wir nach dem schon Bewiesenen das folgende Diagramm:

Pl——5
|
|
A

|

U——=X

Aber }Pﬂs — S ist surjektiv, also faktorisiert auch S — X tiber U. O

Die Hauptarbeit besteht im Sicherstellen der Existenz einer ,guten“ treuen linearen Darstellung der be-
trachteten Gruppe:

3.4.3 Satz. Es sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber einem Korper k. Dann gibt es eine abgeschlossene
Einbettung G C GLy , so daf$ GLy, k. /G quasi-affin ist.

Wir beweisen zunichst ein

3.4.4 Lemma. In der Situation des Satzes finden wir eine Kette abgeschlossener Untergruppen G C G C
GLy 1 so daf$ sowohl G/G als auch GLy . /G quasiaffin sind.

Beweis. Der Beweis besteht in einer Verbesserung der tiblichen Konstruktion von Quotienten: Sei dazu
zundchst i : G+ GL,y, eine beliebige abgeschlossene Einbettung. Wihle eine Darstellung p : GLy x —
GLk(V) auf einem endlichdimensionalen k-Vektorraum V, so daf§ es einen Vektor 0 # vy € V, so
dafl der Stabilisator von kvg gerade G ist ([Wa, 16.1]). Genauer bedeutet das: fiir jede k-Algebra A ist
GLi(V)(A) = Autyed, (V®KA), und fiir g € GL(A) gilt genau dann p(g)(vo®1) = vo® a mit einem
a € A,wenn g € G(A) gilt. Wir definieren einen Morphismus x : G — Gy, x durch die Beziehung

p(g)(vo® 1) =vo®x(g) fiir jede k-Algebra A und alle g € G(A).

Setze G := GLmk Xk G und betrachte den Produktmorphismus (i,x N : GG (er ist eine abge-
schlossene Einbettung nach [Har, Ex. I1.4.8(e)]). Sei 0 : G — GLy(V) der Morphismus, der auf einer
k-Algebra A durch

olg,u)ve®a) =u.p(g)(vea) firge G(A,ue Gu(A)undv® aec VA

gegeben ist. Unter dieser Operation ist der Stabilisator von {vo} dann gerade G: sei namlich A eine k-
Algebra. Fiir g € G(A) ist dann

o(g, X (g)(vo® 1) =x"(g)-p(g)(vo®@ 1) =x(g).(vo®@X(g)) =Vvo® 1.

Ist aber umgekehrt (g, u) € G(A) mitvo® 1 = o(g,u)(vo® 1) =u.p(g)(vo® 1), so gilt insbesondere
p(a)(vo® 1) =vo®@u ' also folgt g € G(A) undu = x(g)~".

Nach Satz 1.5.6 ist damit G /G ein lokalabgesschlossenes Unterschema von Ag (mit d = dimy V) und
insbesondere quasiaffin. Nach der ndchsten Proposition konnen wir aber G als Untergruppe von GLy4+1
mit sogar affinem Quotienten auffassen, und das zeigt die Behauptung. O
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3.4.5 Proposition. Es sei k ein Korper und n,v > 1. Fassen wir das k-Gruppenschema GLy 1 X GLy i

mittels o )
1
(Q1,Q2) = ( 0 Qz)

als (abgeschlossene) Untergruppe H von G := GLyr i auf, so ist der Quotient G /H affin.

Beweis. Wir konstruieren ein affines k-Schema, das den Quotienten G/H in Shv((Sch /k)z,;) und damit
auch in Shv((Sch /k)g,f) darstellt; dies gentigt nach 1.5.4.

Betrachte die Operation von G auf M,y := A,(JH—T) “H) durch Konjugation. Es sei
0
. 0
Xo = diag(0,...,0,1,...,1) = 1 € Mupir(k).
n T

1
Fiir jede k-Algebra A ist dann H(A) der Stabilisator der Matrix X, aufgefaf3t als Element von My 4(A).

Es sei Y<+»M 14, das lokal abgeschlossene affine Unterschema, das durch die folgenden Gleichungen de-
finiert ist: fiir jede k-Algebra A ist X € By, +(A) genau dann, wenn X2 = X ist und das charakteristische
Polynom Px € A[T] die Form

Px =T™"" 4+ ane TV T4 4 0, T mita; € Aund ap € AX

hat. Offenbar ist Y stabil unter der GLy,4-Operation, und es gilt Xo € Y(k). Betrachte den Morphismus
f: G — Ymit Q — QXoQ . Nach Konstruktion induziert dieser Morphismus einen Monomor-
phismus G/H — Y. Wir behaupten, dafl der zugehorige Morphismus von Garben in Shv((Sch /k)z.;)
surjektiv ist. Dazu gentigt es zu zeigen: fiir jedes k-Schema U ist der induzierte Morphismus von Gar-
ben auf U (im klassischen Sinn) surjektiv; dies 143t sich aber auf Halmen testen, und die Halme einer
darstellbaren Garbe in der Zariskitopologie lassen sich nach 2.2.3 berechnen.

Sei also A ein lokaler Ring und X € Y(A). Dann ist X?> = X, und nach dem nichsten Lemma finden wir
ein Q € GLy(A) mit

-1 IPT . . ~ o~~~
Q XQ_dlag(O,..N.,O,L.;.,U mit gewissen N, Tmitn +1 =n+ 1.
n T
Dann ist
Px =T (T=1)"=T"" 4 appr T T4 4 ax T mitan = £1.

Nach Konstruktion von Y folgt dann aber i = n und ¥ = 7, und das bedeutet Q~'XQ = Xg, also f(Q) =
X. Das zeigt die behauptete Surjektivitit (auf Halmen), und damit folgt G/H = Y in Shv((Sch /k)za,).
O

3.4.6 Lemma. Es sei A ein lokaler Ring und X € A™™ eine Matrix mit X* = X. Dann gibt es eine Matrix
Q € GL,(A) mit QXQ ' = diag(0,...,0,1,...,1).

Beweis. Essei V. = A™ Wegen X(1 —X) =0ist V = V7@ Vo mit Vi = (1 — X).Vund V, = X.V.
Auf V7 operiert X als Null, auf V; als Identitdt. AuSerdem sind V7, V; endlich erzeugt und projektiv und
damit frei ([Mat, 3.G]). Die Vereinigung zweier Basen liefert damit eine Basis von V, die das Gewiinschte
tut. ]
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Beweis von Satz 3.4.3. Nach Lemma 3.4.4 finden wir eine Kette abgeschlossener Untergruppenschemata
GcGcC GLn x, so dafs G /G und GLy . / G quasiaffin sind. Nach 2.1.9 ist GLy, i /G ein Faserbiindel
iber GLy, . / G mit typischer Faser G/G. Wir finden einen treuflachen, lokal endlich présentierbaren
Morphismus U — GL;, x /G, der dieses Faserbiindel trivialisiert. Wir erhalten also ein kommutatives
Diagramm

(GLn,k/G) X(GLn,k /G) u U X G/G

T~

u

Da G /G quasiaffin tber k ist, ist damit auch (GLnx /G) x (GLy 1« /G) U quasiaffin tiber U, und nach

Abstiegstheorie (1.4.12) folgt daraus, dafl GL,, x /G — GLnx / G quasiaffin ist. Andererseits ist GL;,  / G
selbst quasiaffin iiber k, und damit auch GLy,  /G. ]

3.5 Quillen-Patching fiir Torseure iiber Familien affiner Geraden

3.5.1 Satz (Quillen-Patching). Es sei A ein noetherscher Ring, G= GLn A ein lineares Gruppenschema iiber
A und E ein G-Torseur iiber Spec A[T], so dafs E|v—o (also der Pullback von E auf A mittels des Nullschnitts
A[T] = A, T — 0) trivial ist. Dann ist

S:={f € A|E|a,m ist trivial}
ein Ideal in A, das sogenannte Quillen-Ideal von E.

3.5.2 Korollar. Gibt es unter den Voraussetzungen des Satzes eine offene Uberdeckung Spec A = | J; Uy, so
daf jedes E| Al trivial ist, so ist E trivial.

Der Satz ist eine Variante des Patching-Arguments, das Quillen in seinem Beweis der Trivialitit von Vek-
torbiindeln auf A}! (k ein Korper) verwendet, siehe [Qu]. Im Falle eines unendlichen Grundkorpers wer-
den wir dieses Resultat spiter mitbeweisen.

3.5.3 Lemma. Es sei A ein noetherscher Ring und G GLn A ein lineares Gruppenschema iiber A. Es sei
f € Aundg € G(A¢[T]) ein Element mit g(T = 0) = 1.0 Dann gibt es ein k > 0, so daf fiir alle
aj,a; € A mit a; — a € XA das Element g(a1T) - g(azT)™" € G(A¢[T]) geliftet werden kann nach
G(A[T]).

Beweis. Fiir k € Nsei Py := g((Y + f<Z).T) - g(Y.T)"! € G(A([T,Y, Z]). Es geniigt zu zeigen, dafl ;.
fiir jedes gentigend grof3e k geliftet werden kann zu einem Element @y € G(A[T)Y, Z]): denn dann gilt
fir aj,ar € A mita; = a> + fa

glarT) - glaxT) " =x(T, a2, a) = @x(T, az, a)s,

also ist @ (T, a2, a) € G(A[T]) die gesuchte Liftung. — Zum Beweis zeigen wir, dal Py € G(A¢[T)Y, Z])
fiir geniigend grof3e k geliftet werden kann nach M, (A[T)Y, Z]), und daf diese Liftings, wenn man sie
geschickt wihlt, fir gentigend grofle k auch in G(A[T,Y, Z]) liegen.

) Damit meinen wir genau: g ist ein Homomorphlsmus von A-Algebren H — A¢[T], wobei G = Spec H ist. Mit g(T = 0)

bezeichnen wir dann die Komposition H 2 A¢[T] 179 Ay
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1. Fir alle gentigend groflen k gibt es @ € M, (A[TY, Z]) mit Yy = (@x)fund @(T,Y,0) =1, und
die @y lassen sich so wihlen, dafl @(T, Y, f'Z) = @y gilt, sobald beide Seiten definiert sind.

Beweis. Man kann leicht nachrechnen, dafl in My (A¢[T,Y, Z]) gilt Py, = 1 + f<Z > o Prata
mit Matrizen t, € Mu(A¢) und (von k abhidngigen) Polynomen Py o € A[TY, Z]. ) Fiir ein
geniigend grofes ko lassen sich die <0t alle nach M, (A¢) liften, also Py, = 1+ Z-X¢ mit einem
X € Mn(A[TY, Z]). Fiir k > kg setze @ == 1 + < 0Z . (T Y, f** 7) fiiri > 0; dann gilt
(@1)f = Wi, (TY, F* 0 Z) =y und auBerdem (T, Y,0) = 1 sowie (T, Y, f'Z) = @y

2. Fiir geniigend grofes k gilt @y € GLn(A[TY, Z]).

Beweis. Fixiere ein k, so dafd @y definiert ist. Fir @ := @y(T, Y4+f"Z, —Z) € M (A[TY, Z]) rech-
net man schnell nach, daf (¢ )¢ = 11);1 gilt. Also haben wir (@i - @1 )¢ = (@1 - @) = 1. Wegen
Px(TY,0) =1 = @ (TY,0) gilt e, = 1+ ZT} mit einer Matrix T, € Mn(A[TY, Z]). Aber
(i) = 0, also gilt ity = O fiir alle geniigend grofen 1, und daraus folgt (Pxe ) (TY, fiz) =
1+ f1Z1(T,Y,f'Z) = 1. Durch eventuelles Vergrofern von i kann man erreichen, daf8 analog
auch (@ @) (T, f1Z) = 1ist, und das heifit, da @ (T, Y, f'Z) = @y invertierbar ist.

3. Fir fast alle k gilt o € G(A[TY, Z]).

Beweis. Fixiere k mit @ € GL(A[TY, Z]). Dannist (T, Y,0) =1 € G(A[T,Y]) und (@y)¢ =
P € G(A¢[T,Y, Z]). Fiir alle geniigend grofen 1 folgt dann @ (T,Y,f'Z) € G(A[T,Y, Z]) nach
dem nichsten Lemma, und wegen @(T,Y, f'Z) = @1 ist die Behauptung bewiesen.

O

3.5.4 Lemma. Es sei X ein Schema und Z—+X ein endlich prisentierbares abgeschlossenes Unterschema. Es
sei A ein Ring, f € A undp € X(A[T]), so daf p(T = 0) € Z(A) gilt und ps € Z(A[T]). (Dabei ist p¢
das Bild von p unter A[T] — A¢[T].) Dann gilt p(fT) € Z(A[T]) fiir alle geniigend grofien s.

Beweis. Uns interessiert nur der Fall, dafl X = SpecR affin ist (die Verallgemeinerung auf beliebiges X
ist aber nicht schwierig; ebenso iibrigens auch die Verallgemeinerung auf ein beliebiges Schema anstelle
des Rings A); insbesondere ist dann Z = SpecR/I. Sei 7t : A[T] — A die Abbildung T +— 0 und
€: A[T] — A«[T] die Lokalisierung.

Zu p korrespondiert ein Ringhomomorphismus ¢ : R — A[T], und nach Voraussetzung faktorisieren
mo @ und { o @ iiber R/I. Da I endlich erzeugt ist, geniigt es zu zeigen: fiir jedes v € I, P = @(r), ist
P(fsT) = O fiir alle geniigend grofSen s. Wegen 7t(P) = 0 gilt P = T - Q mit Q € A[T]; wegen {(P) =0
gibt es ein t mit 0 = f'P = f'TQ, also f*Q = 0. Daraus folgt aber P(fST) = Tf$Q(f5T) = O fiir alle
s>t 0

3.5.5 Lemma. Es sei A ein noetherscher Ring und G GLn a ein lineares Gruppenschema iiber A. Es seien
fo, f1 € A mit (fo,f1) = A, und es sei g € G(Ax, ¢, [T]) ein Element mit g(T = 0) = 1. Dann lifit sich g
zerlegen als g = hy - ‘h.f1 mithy € G(A [T]) und hy(T =0) = 1.

™ Die Rechnung geht so: schreibe g = 3 I (T'a;und g~ ' = > "o Tb; mit ai, by € Mn(A¢). Wegen g(T =0) =1 =
g(T =0)"" folgt ap = by = 1. Dann gilt

Y =1+ [g((Y+Z)T)—g(YT)] - g(YT) ' =1+

i T! <(Y )t - Y") ai] : i Y T,
5=0

i=1

n i—1 m n om
=1+ ZTikaZ(Y+ka)TYi_]_Tm} Y YTby=1+f2) ) Pijab;
i=1 r=0 j=0

i=1j=0

nach der geometrischen Summenformel, wobei die P; j irgendwelche (von k abhingigen) Polynome in A[T,Y, Z] sind.
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Beweis. Es sei k > 1. Wegen (fp,f1) = A gilt dann auch (flg, f‘f) = A, also gibt es ap,a; € A mit
aoflg—i- aﬂdf =1.Esgiltg=go- 91_1 mit

go=9g(T) - glaof§-T)"
und g7 = glaof§-T) ' =g(0-T) - glaof§T) .

Wir verwenden nun das letzte Lemma, um zu zeigen, dafl jedes gi € G(Ag,, [T]) zu einem y; €
G(A¢,[T]) geliftet werden kann, falls nur k geniigend grof gewahlt wurde: Denn 1 — aof§ = a;f¥
liegt in f¥A, also konnen wir das Lemma auf den Ring A¢, anwenden, um go zu liften. Ebenso gilt
0— aoflg € flgA, also kann auch g7 geliftet werden (wobei wir das Lemma auf den Ring A, anwen-
den). O

Ist X eine Menge, auf der eine Gruppe G operiert, so schreiben wir x ~ y fiir x,y € X, falls x.G = y.G
ist, also beide Elemente in derselben Bahn liegen.

3.5.6 Lemma. Es sei A ein noetherscher Ring, G+ GLn a ein lineares Gruppenschema iiber A, und E ein
A-Schema mit einer freien G-Operation (d.h. fiir jede A-Algebra B operiere G(B) frei auf E(B)). Es seien
fo,f1 € A mit (fo,f]) = A. Sind dann e; € E(Afi [T]) mit eo(T = 0) =e1(T = 0) n E(Afof] ), und
liegen eo und ey in E(As,¢, [T]) in derselben G-Bahn, so gibt es ein e € E(AI[T]), das firi = 0,1 in der
G-Bahn von ey in E(Ay, ) liegt.

Beweis. Seig € G(Ag¢,f, [T]) miteg.g = ejin E(Ag,¢, [T]). Da die Operation frei ist, folgt g(T = 0) =1,
und nach dem letzten Korollar finden wir hy € G(A¢[T]) mit g = hy - h]_]. Setze e; := ei.hy €
X(A¢[T]). In E(Ag,¢, [T]) folgt dann €y = ep.ho = ep.ghy = e1.hy = €y, also lassen sich €y und €7 zu
einem Element e € X(A[T]) verkleben. O

Beweis des Patching-Satzes 3.5.1. Selbstverstindlich gilt 0 € S; es geniigt also zu zeigen: sind fp,f1 € S,
so gilt (f1,f2) C S. Seialso g € (fy,f2). Dann gilt D(g) C D(fo) U D(f7). Durch Ubergang von A zu
Ag konnen wir g = 1 annehmen, also (f1, f2) = A, und miissen zeigen, daf3 E trivial ist.

Da E|t— trivial ist, gibt es ein e € E(A) (mit A als A[T]-Algebra mittels T — 0), und wegen f; € S gibt
es e € E(A¢[T]) firi =0, 1. Wir kénnen annehmen, dafl e;(T = 0) = e in E(A, ) gilt: wihle namlich
gi € G(Ag,) mite;y(T = 0).e; = ein E(A¢, ). Wir konnen g; als Element von G(A, [T]) auffassen, und
dann gilt (e;.9:)(T = 0) = ain E(Ay, ), so dal wir nur e; durch e;.g; ersetzen miissen.

Also sind die Voraussetzungen des letzten Lemmas erfiillt (denn die Operation von G auf E ist frei und
transitiv), also gibt es ein Element € € E(A[T]). Das beweist die Trivialitit von E. O

3.6 Trivialitit rational trivialer Torseure auf A}

Die meisten Resultate in diesem Abschnitt stammen im Wesentlichen von Raghunathan ([Ra78]).

3.6.1 Satz. Es sei X ein affines Schema von endlichem Typ iiber einem Korper k, und es sei G eine lineare
algebraische Gruppe iiber k. Es sei E ein G-Torseur iiber A}, = A} xy X, iiber den folgendes bekannt sei:

1. Der Pullback von E auf X vermaoge des Nullschnitts sx : XLHA;( ist trivial.

2. Ist x € X ein beliebiger abgeschlossener Punkt, so lifit E sich (evtl. nach Ersetzen von X durch eine
Umgebung von x) fortsetzen zu einem G-Torseur iiber P, dessen Einschrinkung auf IP”L(X) trivial ist,
wobei L(x) eine gewisse Korpererweiterung von K(x) ist.

Dann ist E trivial.
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Beweis. Zu jedem abgeschlossenen Punkt x € X sei k(x) C L(x) eine Kérpererweiterung, Vy eine offene

Umgebung und E(x) eine Fortsetzung von E| Al auf IP’{/X, deren Einschrankung auf IP”L( trivial ist.

. )
Nach dem Starrheitssatz von Grothendieck-Raghunathan (3.4.1) konnen wir durch Verkleinerung der

V, erreichen, daf3 jedes E(x) Pullback eines G-Torseurs E(x) iiber Vy ist, also insbesondere E| Al =

(Al/x — VX)*E/(\)Z). Die Bedingung 1. erzwingt dann aber die Trivialitits von l/:_\,:: denn im kommutativen
Diagramm

Vx%x
s
Vy<—— Al ¢ Al

folgt aus m*E(x) = E‘Ab bereits E(x) = s3, (E|A{, ) = (sXE)|v,, aber s} E ist ja trivial.

Insbesondere ist also fiir jedes x die Einschrinkung von E auf A{/X trivial; da X = J, Vi ist,V) folgt
daraus nach dem Patchingsatz (3.5.1) die Trivialitit von E. ]

Dieser Satz laf3t sich zur Grundlage eines Induktionsbeweises fiir die Trivialitdt rational trivialer Torseure
tiber A} unter einer geeigneten Gruppe machen.

Definition. Es sei A ein Integrititsring und G ein A-Gruppenschema. G heifSt A-liftend, wenn fur jedes
maximale Ideal m C A gilt: mit L = A /m laf3t sich jedes Element o € G(K(AD) = G(K(IP’]L)) schreiben
als 0 = X.u, wobeiuwin oo € IP’}_ definiert ist und X sich nach D(f)<e3 Al\ liften 142t, wobei f € A[T] ein
Polynom ist, dessen Leitkoeffizient nicht in m liegt. (Insbesondere ist D(f) dann eine offene Umgebung
von A]LLHA}\.)

Offensichtlich gilt: Ist G ein liftendes A-Gruppenschema, so ist G fiir jedes Primideal p C A auch lif-
tend iiber A/p (d.h. G5/, ist liftendes A /p-Gruppenschema). Ist inbesondere R ein Integrititsring und
G ein R-Gruppenschema, das iiber jeder Polynomalgebra R[Xy, ..., Xy] liftend ist, so ist G tiber jeder
nullteilerfreien R-Algebra von endlichem Typ liftend. Wir werden deshalb im Folgenden stets diese letz-
tere Bedingung formulieren, obwohl unsere Anwendungen nur die scheinbar schwichere Aussage tiber
Polynomringe benotigen.

3.6.2 Satz. Es sei k ein unendlicher Korper und G eine reduktive k-Gruppe, die fiir jede nullteilerfreie k-
Algebra von endlichem Typ liftend ist. Dann ist jeder rational triviale G-Torseur iiber A} trivial.
Wir beweisen zunéchst ein

3.6.3 Lemma. Es sei k ein Korper, X = Spec A affines integres Schema von endlichem Typ iiber k, und es sei
G eine zusammenhdngende reduktive lineare Gruppe iiber k, die iiber A liftend ist. Es sei E ein G-Torseur
iiber A;(, der auf U = D(f) C X trivial ist, wobei f € A[T] ein unitires Polynom ist. Ist dann x € X

ein abgeschlossener Punkt, so lafSt sich € nach Verkleinern von X zu einem G-Torseur E iiber IP’;( fortsetzen,
dessen Einschrinkung auf IP’](( X trivial ist.

Beweis. Sei L = k(x) und Uy = U xx SpecL, so daf also das Diagramm

U > Al

|

U—— A}

“Denn J, Vy enthilt alle abgeschlossenen Punkte; das Komplement ist eine abgeschlossene Teilmenge ohne abgeschlossene
Punkte, also leer.
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kartesisch ist. Da f unitir ist, ist Uy nichtleer, also ist der Pullback von E auf A{ rational trivial und damit
nach Satz 3.2.1 trivial (fasse den Pullback dazu als Torseur unter der reduktiven L-Gruppe G xy L auf).

Also gibt es Elemente ® € E(U) und € E(A]L). Dann gilt
Ply, = @y, .0 miteinem o € G(U,) C G(K(A])).

Da G liftend fiir A ist, kdnnen wir 0in G (K(A]L)) schreiben als Produkt der Form Z-umitu € G( ﬁP{ P )
undX € G(D(g)) C G (A;(), wobei g € A[T] ein Polynom ist, das wir durch Verkleinern von X als unitér
annehmen konnen. Da G(__) filtrierende induktive Limites von Algebren erhilt (2.2.3), finden wir ein
0 #h e L[T],sodaRwauf D(h) C A] definiert ist (und sich auf oo fortsetzen lif3t). Sei h eine unitére
Liftung von h nach A[T]; durch Ersetzen von f durch fgh kénnen wir dann errelchen, dal ¥ auf ganz U
definiert ist, und dal u auf ganz U, definiert ist und sich fortsetzen laf3t auf Ll mit U = IP)] (A] u).

Dann gilt insbesondere 0 = X|y;, - win G(Uy).

Verkleben wir nun E und den trivialen G-Torseur G x u durch den durch T+ ®@.%2 € G(U) definierten
Isomorphlsmus G x U — E|y zu einem G-Torseur EaufUU A;( = IP’] Dann ist E die Verklebung von

G x Uy und E‘Al vermoge 1 — @[y, .Zly, = (V.07 ").cou™! =Py, u" auf Uy, also w — Dl .

Aber u ist auf ganz U, definiert und 1\ auf ganz A, also ist der zusammengeklebte Torseur Ey auf IP”L
trivial. O

Beweis von 3.6.2. Induktion nach n. Der Falln = 1 ist Satz 3.2.1), der sogar fiir jede zusammenhingende
reduktive k-Gruppe gilt. Sei also n > 1 und die Aussage fiir n — 1 gezeigt. Es sei A = k[X1,..., Xn_1],

X = Spec A. Essei E ein G-Torseur iiber Al} = A;(, der auf U = D(f) trivial ist, wobei f € k[X1,..., Xu]
ein nichtkonstantes Polynom ist. Nach 2.6.2 kénnen wir annehmen, daf f als Element von A[Xy,] unitir
ist. Wir zeigen, daf3 die Voraussetzungen von Satz 3.6.1 erfiillt sind:

1. Die kanonische Projektion 7t : A}\ = A]Lx X — A]L ist offen (denn etwa flach); da die k-rationalen
Punkte in AL dicht liegen, konnen wir durch eine Translation annehmen, daf§ 7t(U) den Ursprung
enthilt. Ist nun sx : XH—)A;( der Nullschnitt, so ist s} E trivial: denn U’ := 5;1 (U) ist dann nach
Konstruktion nichtleer, und Betrachten des (kartesischen) kommutativen Diagramms

u—-=X

i

U Al
zeigt, daf8 s E rational trivial und damit nach Induktionsvoraussetzung trivial ist.

2. ist gerade Inhalt des Lemmas.

Nach Satz 3.6.1 ist E dann trivial. O

3.6.4 Satz. Es sei k ein Korper und G eine zusammenhingende zerfallende reduktive lineare k-Gruppe.
Dann ist G liftend fiir jede nullteilerfreie k-Algebra, wobei in der Definition von liftend sogar w = 1
gewihlt werden kann.

Beweis. Es sei A eine nullteilerfreie k-Algebra und m C A ein maximales Ideal, L = A /m.

Sei U<es A]L eine offene Teilmenge und 0 € G(U) gegeben. Insbesondere ist ¢ ein Morphismus von
k-Schemata U — G. Nach 1.5.25 finden wir ein offenes Unterschema Ai X Gpmx? = Q< G, so dal
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0 1(Q) nichtleer ist. Durch Verkleinern von U kénnen wir annehmen, daf o ein Morphismus U — Q
ist. Dann ist o gegeben durch einen Homomorphismus von k-Algebren

o’ 1 k[P1,...,Pp, Q7. QE = L(T).

Schreibe o*(P;) = ai/b; und 6*(Q;) = cj/d; mit ai, by, cj, d; € L[T]. Wihle Ay, By, C;, D5 € A[T]
als Liftungen der Polynome in L[T] mit deg A; = deg a; usw. Es sei f das Produkt aller B;, Cj, D;. Dann
liegt der Leitkoeffizient von f nicht in m.

In A[T]¢ sind dann alle B;, Cj, Dj invertierbar, und A, By, Cj, Dj liefern dann eine Faktorisierung von
of iiber A[T]y, also eine Faktorisierung von o iiber D(f)<e A}\. Ol

3.6.5 Korollar. Es sei k ein unendlicher Kérper und G eine zerfallende reduktive lineare k-Gruppe. Dann ist
jeder rational triviale G-Torseur iiber Ay} trivial.

Beweis. Fiir zusammenhiingendes G folgt die Aussage aus den Sitzen 3.6.2 und 3.6.4. Im allgemeinen
Fall betrachte die exakte Sequenz 1 — G° — G — p — 1 von algebraischen Gruppen iiber k mit
1 = 7o(G). Sie liefert das folgende Diagramm in Kohomologie (mit X = A}, K = K(X)):

u(X)

I

HL(X, G°) — HL (X, G) — HL (X, 70(G))

N

(K, G°) —=FH] (K, G) — M} (K, 70(G))

Der vertikale Pfeil ganz links ist invertierbar nach dem néchsten Lemma; der vertikale Pfeil ganz rechts
ist injektiv nach Satz 2.4.2.

Eine kurze Diagrammjagd zeigt, daf ein Element a € Hgt (X, G) mit trivialem Bild in F{gt(K, G) induziert
wird durch ein Element ag € Hgt(X, G°). Dessen Bild by in }:lgt(K, G°) wird in Hgt(K, G) trivial. Da aber
w(K) auf den Fasern von p transitiv operiert und pu(X) — p(K) surjektiv ist, konnen wir durch Ersetzen
von ag durch ap.g mit einem g € p(X) annehmen, dafy by = 1 ist. Dann folgt aber ap = 1 nach dem
schon bewiesenen Fall, und das bedeutet a = 1. O

3.6.6 Lemma. Es sei k ein Korper und A eine étale k-Algebra. Dann sind fiir jedes n. die Abbildungen
Homyyg, (A, k) — HomAlgk(A,k[X1 y ooy Xnl) = Homayg, (A, k(X7,...,X4))

bijektiv.

Beweis. Die Injektivitdt ist jeweils klar. Nach 1.2.8 gilt A = L x ... x L, mit gewissen endlichen (sogar

separablen) Korpererweiterungen L; von k. Ein Homomorphismus von A in einen Integrititsring fakto-

risiert dann tber eines der L, so dafy wir ohne Verlust an Allgemeinheit annehmen kénnen, da A =L
eine endliche (separable) Korpererweiterung von K ist.

Istnunf:L — k(Xq,..., Xy) ein Homomorphismus, so ist f(L) algebraisch iiber k und damit a fortiori
ganz iiber k[Xy, ..., Xu]; da faktorielle Ringe aber ganzabgeschlossen sind, folgt f(L) C k[Xj,...,Xu].
Also haben wir einen Homomorphismus L — k[Xq,...,Xy]. Dieser induziert einen Gruppenhomo-

morphismus L* — k[X7,...,Xn]* = k*, und daraus folgt L = k. O
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Im Fall G = GL,, erhalten wir insbesondere:

3.6.7 Korollar (Quillen—Suslin). Ist k ein unendlicher Korper, so ist jedes Vektorbiindel auf A} trivial.

Wie bereits erwihnt, gilt diese Aussage auch ohne die Unendlichkeitsvoraussetzung an k, vgl. etwa [Qu]
oder [La, XXI, § 3.7].

3.6.8 Korollar (Serre—Grothendiecksche Vermutung). Es sei k ein unendlicher Korper, G eine zerfallende
reduktive K-Gruppe. Es sei X eine glatte k-Varietit und E ein G-Torseur iiber X (in der étalen Topologie). Ist
E rational trivial, so ist E lokal trivial beziiglich der Zariskitopologie.

Beweis. Korollar 3.6.5 und Korollar 2.7.6; man benétigt nur, dafy eine zusammenhingende zerfallende
reduktive Gruppe nach Erweiterung des Grundkorpers diese Eigenschaften behailt. O

Insbesondere beweist dies die Serre-Grothendiecksche Vermutung fiir beliebige reduktive Gruppen tiber
einem algebraisch (oder sogar nur separabel) abgeschlossenen Grundkorper. — Die Sitze dieses Abschnitts
lassen sich aber auch im Falle nichtzerfallender Gruppen ausnutzen. Beispielsweise beweist Raghunathan
in [Ra89, Cor. 1.8] den folgenden

3.6.9 Satz. Es seik ein Korper, G eine halbeinfache k-Gruppe, fiir die alle k-einfachen Komponenten isotrop
und einfach zusammenhingend sind. Dann ist G liftend fiir jede endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra;
das Polynom f in der Definition einer Jiftenden” Gruppe kann sogar so gewdhlt werden, dafS es Koeffizienten
in X hat.

Insbesondere lassen sich damit die obigen Korollare auch fir Gruppen mit der im Satz angegebenen
Eigenschaft zeigen. Mit dhnlichen Techniken wie den in dieser Arbeit erkldrten kann man auflerdem zei-
gen, daf$ die Serre—Grothendiecksche Vermutung auch fir beliebige (nicht notwendig reduktive) lineare
algebraische Gruppen tiber einem vollkommenen unendlichen Korper richtig ist, vgl. [C-O, 3.2].
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