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8. Die exakte Cohomologiesequenz



f und analog g sind dann wohldefiniert. Man folgere nun:

Im f = Ker g.

F),tg) ist ein gerichtetes System abelscher

Bemerkung. (H3(,

Gruppen (dabei sei &
X

eine Prégarbe iber einem topologischen Raum

Definition. Sei ¥ eine Prigarbe abelscher Gruppen iiber dem
Definitioll.

topologischen Raum X.

Ha(x,3) := lim H3(1,3)
—_—

heiBt die g-te Sechsche Cohomologiegruppe von X mit Werten in %.

Bemerkung. Fiir Garben J ist die Restklassenbildung
£ 5l(n,3) —> H'(X,7) injektiv. (Satz 495

: 2 5 i -
Folgerung. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit H'(X,8) =0

(vzw. Hq(X,h*) = 0). Dann ist auf X jedes additive (multiplika-

tive) Cousin-Problem losbar.
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§ 8. Die exakte Cohomologiesequenz

Definition (Homomorphismus von Pragarben).
Seien %,6 Préagarben auf dem topologischen Raum X. Ein Homomor-
phismus a: ¥ —> ¢ ist eine Familie von Gruppenhomomorphismen

og: #(U) —> a(U), (U =Tex),

o)
die mit den Restriktionen vertraglich ist, d.h. fiir V=V c U
ist das Diagramm

~
%(U) —-—U———> ~(U)
u U
OV OV
(V) T——> n (V)

kommutativ.

Beispiele. (i) Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit den Gar-
ben & und o*, Fiir f € 6¢(U) sei aU(f) := 2™ pann ist
o = (o)y-fex ein Homomorphismus & —> ¥,

(ii) Sei X = X c r™ und e(q) die Garbe der differenzierbaren
Differentialformen vom Grad q. Die Ableitung d: ela) 5 gla*)
ist ebenfalls ein Homomorphismus.

(iii) Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann sind die kano-
nischen Einbettungen & —> ¢, bzw. ¢ ——> ¢ Homomorphismen.

Sei a: ¥ —> @ ein Garbenhomomorphismus iliber X und U eine offene
Uberdeckung von X. Dann induziert o einen mit & vertrdglichen
Homomorphismus

'&'q: cd(u,3) —> c9(u,a).

Daher gilt: z9(1,3)) c z2%9(n,0)

5 (
Eq(Bq(u,s>) c B%(n,c)

=R




Also induziert a eine Abbildung
o*: HI(1,3) —> HI(n,e)

und insbesondere eine ebenfalls mit a* bezeichnete Abbildung
a*: HY(X,7) —> BYU(X,r).

Definition (der exakten Priégarbensequenzen).
Eine Sequenz
a.

o
L= i
=] Sis - i =

von Prédgarben abelscher Gruppen iiber X heiBt exakte Pridgarben-

sequenz an der Stelle i, falls fiir jede offene Teilmenge U c X
die Sequenz von Gruppen

[o 9% Q.
i-1,U 31U e
ﬁi_q(U) — mi(U) —_—> “i+1(U)
an der Stelle i exakt ist, d.h. Ker o g Im %i_1,u"

Bemerkung. Ist a: ¥ —> ¢ ein Prd@garbenhomomorphismus, so gibt
es stets Prdgarben & und ¥ sowie Homomorphismen i: ® —> ¥,
RB: 0 —> ¥, so daB die Pridgarbensequenz

oS gk gl i o D SN ey

an allen Stellen exakt ist.
Man wdahle fir @ und ¥ die durch

a(U) = Ker (7(U) L> a(V))
W(U) = Coker (%(U) —> a(U)) = ~(U)/Im oy,

gegebenen Pragarben, die die gesuchten Prigarben bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmen.
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Satz 1. Seil

O vy s a b o N s D

eine exakte Sequenz von Prédgarben abelscher Gruppen auf dem topo-
logischen Raum X und " eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt
es fir jedes q ¢ IN "verbindende Homomorphismen'"

s%: HA(n,n) —> B (n,7),

so daB die folgende Sequenz abelscher Gruppen ("Cohomologiesequenz")
exakt ist:
X g* b* s B*
0 —> EO(n,) —2 EO(n,r) 2> EO(n, ) 2> E'(n,) > Kl(n,n) > ..
R* §% o* R*
. 9> pA(n,w) 9> g9y, ) =2 g (0, 0) s 59 (0, W)

o* (o7

Jﬂ) Hq+2(n’:}') Ji_‘g_> e

Beweis (i) Konstruktion von 63: Die Exaktheit von
0 —> 3(U) —> a(U) —> w(U) —> 0,

o)
(U =Uc X) induziert das in den Zeilen exakte kommutative Diagramm

1 (]
0 —> ¢9(n,3) —4+—> cd(1,n) —4— c9(u,¥)

> 0
b o b % 8
a
0 —> ¢9*1(u,3) -2l ¢3*(n,n) 1> ¢9*(n,¥) —> 0
) ) )

~ ~
. 3 . a
Diess> Cq+2(!l,§?~) Ji) cq+2(u’p,) _912_> CQ.+2(n,'H) — 0

Sei nun & e HY(1,%) und ¢ € 2%9(1,4) ein représentierender Cozyklus.
Da gq surjektiv ist, gibt es ein b € C9(11,G) mit gq(b) = c und es
gilt

~ ~ =
Bq+1(6b) = b(Rq(b)) = d¢c =0
+1 .~ 2
=9 a € ¢ (n,3): aq+1a = &b
= 80i=




und es folgt

aq+2(6ﬂ) = 6(cq+1a) = 68b =0

» bda = O,
da Ro+2 injektiv ist. Wir definierten nun

g*-F = g+ Bq+1(11"3'-).
q
Diese Konstruktion ist unabhéngig von der Auswahl der Représen-
tanten ¢ und b.
Sei z.B. o' e z%(n,%) mit c-c' € BI(u,M).
sw e ¢ T, ) 6F = c-c'
=7 g F Cq'q(u,n): & _1(g) = f, da gq—q surjektiv
- ® (b-b')-8g) = B b-B b'-88 & = (c-c')-(c-c’) = 0

q
=7 a" ¢ C3(n,3): % a" = b-b'-8g
~ ~ q 1 ~ ~ 1
-0 +162” = da_a" = bb=bb = aq+1a-aq+1a
= 893| = g BQ+1(H,F), da 5d+1 injektiv.

(ii)(a) Die Exaktheit in HI(1,¥).
1. Ker 8* ¢ Im %%:

a : : ~
Sei F e HA(n %) mit 6: £ =0 und c € Z9(n,v) mit 7 = lcl.
Mit den obigen Bezeichnungen gibt es ein b € c9(y,r) und ein
a e 27 (n,3) mit

ﬁqb =G aq+qa = db.
g¥¢ = gl =0=7% a' € C3(n,%): ba' = 2
q

Es gilt

6(b—aqa') = 6b - 0,448 = 0
Sei

n := [b-G a'l

Dann gilt B¥*n = £, denn g (b—aqa') =% b=c. g.e.d.

2:=lm Ba c Ker &*:

Sei £ ¢ HI(1,4) und c¢ € 2%9(1,¥) mit £ = [c]. Es gibt ein

v e 23(n,r) mit % b =c. Da b = O folgt nach Konstruktion von
» d der Injektivitdt von @ t8%E =03

6q und aus 3 q*+1 a

o* o*
(b) Exaktheit von HI™1(m,w) —9=3> g9(n %) 24> ®i(n,n)

4. Ker of c Tm 6*=

q-1°
Sei ¢ ¢ HY(w,5) mit € = [c] und T c ¢ BI(n,0), d.h. off = 0. Sei
b e ¢3V(u,r) nit &b = ch. Es gilt
8 _,(0) =F b =FGTc=0
q-1<?) = B4 o e

also B _,(b) € z3~7(1,%) und offensichtlich nach Konstruktion

- 3 &
bq_qfﬂq_qu &
==
»p —L=5F v
e
8
(*3
c <> 3 ¢

2. Im ts"‘_,l c Ker aa:
Mit den obigen Bezeichnungen folgt fiir € € Im 6;_1, £ = [c] sofort

Guc = 8b e B9(1t,c), d.h. aas =0

Cl* B *.
(¢) Exaktheit von HI(u,z) -2 HI(11,n) —4=> HI(u,¥)

1. Ker 83 c Im ua:
Sei £ € HY(u,n), ¢ € 29u,n) mit ¢ = [¢] und Bxf = 0, d.h.
§qc e BY(1,w)

=3 b € cTu,M): sb' =F ¢
=7 bec?(n,a): _b=1'da ¥ y-q surjektiv

= B (c-8b) = B c-88__ b =0
=7 a e Ci,5): T a=c-8b und
Eq+16a = 6§qa = bc-66b = 0 = ba = O, da §q+1 injektiv,




also a € 23(1,%) und es gilt:

aaraw = Fe=b1 =4 ¢l =@
2. Im a* c Ker Bz:
Sei ¢ € HAM,n1, ¢ € 29(u,0) mit ¢ = [c] und b € Z2%9(1,%) mit
Eqb Sc, . aam = £. Damn gilt 6 c = gq&qb =0, d:h B*e = 0.

g.e.d.

Durch Ubergang zum induktiven Limes erhalten wir als

Korollar (Voraussetzungen wie im Satz 1).
Die Sequenz

B¥
0 —> HO(X,5) =2 HO(X,0) —2> HO(X,¥) N 7(X,%) & 1(x,0) =

*

8 5% age +1 Ba+1 +1 541
-9 ga(x,¥) HqM(X,:';) —a*1y ga*ti(x,¢) 0 g8 (x,w) LB

G.*
Hq+2(x,g) _L+2_>

ist exakt.

Definition. Sei (%, p) eine Pragarbe von abelschen Gruppen auf dem

topologischen Raum X und x € X. Dann ist (3(U), °V)U9 ein induk-

tives System und li=Y'E}'s

% := lim %(U)
X S
Usx

heiBt der "Halm von & im Punkt x".

Bemerkung. Ein Prégarbenhomomorphismus a: 3 —> 0 induziert fur

jedes x ¢ X einen Homomorphismus

ax; 'JX —_— (‘)x
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Definition. Sei

—_ F _—F., > F. _—

i-1 1 24

eine Sequenz von Garben abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum X. Diese Sequenz heiBt exakte Garbensequenz an der Stelle i,

falls fiir jedes x € X die Sequenz

o 103 o=
%, AdaXy o _LaX, g
i=-1,x 1,x £

von abelschen Gruppen an der Stelle i exakt ist.

Bemerkung. Durch Ubergang zum induktiven Limes erh#dlt man, daB

jede exakte Prédgarbensequenz eine exakte Garbensequenz ist (fir

Garben), aber die Umkehrung ist i.a. falsch:

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Da lokal der Logarithmus

einer nérgends verschwindenden holomorphen Funktion existiert,
mi

ist 6 & > @ ¥——> 0 cine exakte Garbensequenz. Aber fiir X = ¢ isct

6(c*) —> e*(c*) nicht surjektiv, da die Funktion z +——> z auf
C* keinen Logarithmus besitzt.

Satz 2. Zu jeder Pradgarbe & abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum X gibt es eine Garbe Q von abelschen Gruppen auf X und einen
Homomorphismus ¥ ——> ?, so daB die 1nduz1erte Abbildung T —_ T
fiir jedes x ¢ X ein Isomorphismus ist. (1 heiBlt die der Pragarbe

% zugeordnete Garbe).

Beweis. Fir Uc X, U offen wird definiert

wiE )W) 3= 1 %

xeU =

w(F) istoeine Garbe.
Seili= Uc X 9= (mx)xFU € w(3)(U) heiBt vertrdglich, wenn zu
jedem a ¢ U eine offene Umgebung V c U von a existiert und ein

Element f € %(V), so daB

=y
0, = p,(£)

=8k 5




fiir alle x ¢ V. Dabei ist o : #(V) —> 7, die keanonische Abbildung

F(U) := {o € w(¥)(U): » vertriglich}
17— u(3)(U)

7(U) —> w(=)(U)

£ —> (00(£)) ey

: bildet ¥ in % ab.
Zu zeigen:
1) ? ist Garbe
2) oS wx _— Q ist ein Isomorphismus
Wir beweésen hler nur 1):
880 . =0 ¢ XU ==U
1GI

A
o, € 3(U;) mit w|U;00; = 0|00,

J
fiir alle i,j € I, wobei ©; = (wix)xCUi vertriaglich.

A
Zu zeigen: Es existiert ® € %(U) mit coIUi = o;.
Es gilt:
m |U3N05 = (“ix)xcuinuj

t"leint = (mjx)xcUiﬂUj

an T mjx fir x € Uint
= Es existieren o 3 Fys SO dalB 0= O fiir x € Ui

Setze o := (m 5 <eU* Dann gilt:
o € W(U) und m|U = o; nach Konstruktion

Garbenaxiom (I) ist fur 2 erfiillt:
Seien o,V € W(U) mit mlUi = w'Ui fiir alle i ¢ I.
Daraus folgt:fiir x € U, das in einem Ui liegt gilt:

das heiBlt o = V.

< B

Definition. Ein topologischer Raum X heiBt parakompakt, fallsg
< ; : —_
jede offene Uberdeckung eine lokalendliche Verfeinerung besitzt

Bemerkung. Sei X topologischer Raum. Dann gilt:
a) X ist lokal kompakt und besitzt abzéhlbare Topologie = X para-
kompakt

b) X metrisierbar = X parakompakt

Satz 3. Sei X ein parakompakter topologischer Raum und F eine
Prdagarbe abelscher Gruppen auf X. Dann gilt:

2Y(x,3) = HY(X,%)

fiir alle q 2 O.
Fiir einen Beweis siehe Kultze [17].

Satz 4. Sei X ein parakompakter topologischer Raum und

0—>3 —> ¢ —> % —>0

eine exakte Garbensequenz auf X. Dann ist die lange Cohomologie-
sequenz

—— 0o e} *
0 > H (X,3) —> H (X,Q) —_— HO(X,H) 6_.> H’I(X,{F) Sy
e —> HUX,q) —> HUx,0) & 50 (x,3) —> ...

exakt.

. . o "
Beweis. Fiir U = U c X werde gesetzt:

' (U) := g(U)/a(E(V))

[ 2 ..
¥' ist Prégarbe abelscher Gruppen suf X und folgende Prédgarben-
sequenz ist exakt:

0 > X 5q S i e 0
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eine azyklische Aufldsung von ¥. Dann stimmen die Cohomologie-

Davon wird die lange exakte Cohomologiesequenz
gruppen von ¥ mit der Homologie des Komplexes

0 —> H°(X,%) —> H°(X,q) —> HO(X,n') 2% H(X,%) —>
B0 0% = o W(X) = 6oK) s

oo —> HUX,G) —> HUX,w') X5 g3 5y

iiberein, d.h.

induziert. Sei ¥' ——> M die kanonische Abbildung. Die induzierte +1
Abbildung H4(X,7) = Ker (6UX) —> 69"'(X))/In (6T (x) —> 69(x))

“é e (Hierbei wird aVvi=o0 gesetzt).
x

ist ein Isomorphismus, da Beweis. Flir n > O seien Garben & wie folgt definiert:

2? .- Ker cia=s Gvn+’|)_

HX = c,x/arsx

A [ S .
gilt. Hieraus folgt mit Satz 3 fiir alle q ¢ I L doan B © 3 und die Carbensequang

n n &
HY(X,v) = HY(X,u'). 0—> 8 —> ¢ —> ™1 5 0
ist exakt fiir alle n 3 O.

Damit folgt die Behauptung des Satzes.
Also werden die langen exakten Cohomologiesequenzen fiir alle n = O

Definition. Eine Garbe G liber dem topologischen Raum X heifBt *
Definition. coe —> HH(Z,6™) —> UK, 8™T) 855 pa*(x,00) —> HOM(7,00) —>

azyklisch, wenn

HY(X,6) = O induziert, aus der flir q > 1 folgt:
,G

q n+iy . q+1 n
fiir alle q 3 1 gilt. HA(X,2" ') = BT '(x,8™)

Eine exakte Garbensequenz
Daraus folgt:

O ides B s BT e h L s e = :
H4(X,3) = H(x,29"7)
heiBt azyklische Auflosung der Garbe § liber X, falls alle Garben

0 QY i a0 Qy 8% -1 :
69, (q € V), azyklisch sind. e rdne i at S (x,¢") — 0

ist exakt al il
Satz 5 (Abstrakter Satz von de Rham). il

Sei ¥ eine Garbe auf dem parakompakten topologischen Raum X und
o
= H'(x,29"7) o H (x,.«q)q
= In (H°(X,6%7") —> EO(x,29))

O v 1 gD Ry ke
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Also:

Ker (c3(X) —> a¥*@)
In (6371(x) — ¢UX))

HU(X,3) =

Definition. Sei X eine reell differenzierbare Mannigfaltigkeit
Qg(X) sei der Vektorraum aller reellen differenzierbaren Diffe.
rentialformen vom Grad p auf X. Dann heiBlt

Ker (0B(x) &> oP21(x))
~Im (@277(x) &> aB(x))

RnP(X,?)

die p-te de Rhamsche Gruppe von X

Satz 6 (de Rham).
Sei X eine reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit mit abzahl-
barer Topologie. Dann gilt fiir alle q ¢ I

Rn9(X,r) = HY(X,®)
Beweis.

s r s Sl s By S8
ist azyklische Aufldosung der Garbe R: die Exaktheit folgt aus dem
Rincaréschen Lemma. Daf aP azyklische Garben sind beweist man mit
einer Teilung der 1 wie in Satz 2, § 7, fir den Fall a°. Daraus
folgt mit dem abstrakten Satz von de Rham sofort die Behauptung

Bemerkung. X zusammenh&ngend = HO(X,®) = P.

Definition. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit
2°d sei die Garbe der differenzierbaren Differentialformen vom
Typ (0,q) auf X. Dann heif}t

_ Ker (°%(x) &> e20M(0))
In (20 7(x) & e°%X))

Do1b3(X) :

die g-te Dolbeaultsche Gruppe von X.

B9 =

Satz 7 (Theorem von Dolbeault).
Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit abz#hlbarer Topologie

 Dann gilt flir q € I

HY(X,6) = Dolbd(X).

Bewedls.
0 —> 6 —> 00 &5 g01 & 5 o2 4" o

ist exakte Garbensequenz wegen des Dolbeaultschen Lemmas.

¢%d gind azyklisch, da HS(X,e%d) = O fiir alle k > 1.

Der Beweis dieser Tatsache verlduft wie in Satz 2, § 7. Aus dem
abstrakten Satz von de Rham folgt die Behauptung.

Satz 8. Sei X ein offener Polyzylinder im c™. Dann gilt
H4(X,6) = O fiir alle q > 1
Beweis. Aus dem Lemma von Dolbeault (§ 5, Satz 2) folgt
Do1b%(X) = O fiir alle q = 1
Folgerungen.
a) Hq(X,n) = 0 bedeutet: jedes Cousin-I-Problem auf einem Polyzy-

linder ist losbar
)0 —> & —> &6 —> 6¥ —> 0

ge, iy gowis

ist exakte Garbensequenz. Daraus folgt mittels der langen exakten
Cohomologiesequenz

g
0 = H'(X,8) —> Hq(X,&*) ——— H2(X,Z) ———— HQ(X,@) =0
B'(X,0%) = B = i
,0%) = (X,Z) = 0, da X Polyzylinder.

Daraus folgt wieder: Jedes Cousin-II-Problem auf X ist ldsbar.
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Satz 9. Sei X e%ne komplexe Hannigfaltigkeit mit abzdhlbarer ! Welke Garben und der Satz von Leray
Topologie und H (X,Z) = 0. Dann besitzt auf X jede nirgends

verschwindende holomorphe Funktion einen (eindeutigen) Logarith- ' Definition. Eine Garbe T von abelschen Gruppen agf e ?opo—
- logischen Raum X heift welk, wenn fiir jedes U = U c X die
——— Restriktion

Beweis.

7(X) —> =(U)
O —> Z —> 6 ——> * —_> 0
surjektiv ist.
ist exakte Garbensequenz. Daraus folgt:
Satz 10. Ist 3 eine welke Garbe auf X, dann gilt fiir @ ™ 1 und

H(X,0) —> HO(X,0%) —> Hq(X,Z) =0 jede offene Uberdeckung 1 = (Ui>icI von X:
also: H%(1,%) = 0
o(X) —> e*(X) —> 0 Beweis. Sei g ® 1 und € € 2%(n,®).
(a)ilet: ¥= % c U;x, i* ¢ I, dann zerfdllt ¢ auf Y, d.h. es gibt
f —> e2TT1f exakt. einm ¢ cq”q(nnY,W) mit &n = F|Y:
Es gilt
Zusatz. Gilt H'(X,6) = O und besitzt jede Funktion aus 6*(X) ?Z = =
einen Logarithmus, so folgt H1(X,Z) = O. Q.= (6g)i*io...iq = 510...iq _a=0 g R FOPRS SR o ?
Sei i
Beweis. Man betrachtet einen Abschnitt der langen exakten Cohomo- n. : 'Y,
logiesequenz Sgftviaq & Ei*io...iq_q
1 1 also |
o(X) —> 6*(X) —> H'(X,2) —> H(X,8) = 0 -1 i
N= (ﬂi =B 5 c4 (nny,=) i |
und daher o =1

Daraus folgt: (f —> 2™ f): ¢(x) —> a*(x) surjektiv « H'(X,2) = 0,

(8n). v o= (-1 . F e m § :
lo..-lq Z < S lo-..la.--lq lo...lq

fir alle Indizes.

(M) % = {(T,n): Y=YcXundne ¢ 1(nnY, %) mit bn = g| |
: " ist nichtleer nach (a). Eine Halbordnung auf » ist gegeben
| durch (Y,n) « (R )Y e 7 und n',Y =n.

Sei ® eine totalgeordnete Teilmenge von =.

' 2 =y {Y: = Ny mit (¥,ny) e ¥}

= 045 =92 =




Nach Definition von "<" und Garbenaxiom II gibt es ein

~

noe 1("05 =) mit ql Ny und

(MY = 8(R|T) = sny = ¢|Y fiir alle ¥ mit (T,ny) &,

Garbenexiom 1 = 8% = #|%.
Also ist (Z,%) e m obere Schranke von ®. Nach dem Zornschen Lemma
gibt es dann ein maximeles Element (Z,n) von =.

(c) Angenommen Z # X » 7 i, ¢ I mit U, & 2. 8ei¥' :=gg8
o

o

(a) > 7 a ¢ Cq"l(\mUi JEhebe S F[Ui und es gilt auf

o
20U, U, 8(n-a) = 0.
60

1. Fall: 02 2: (a) =3 B e ¢ 2(nnZnU ,7) mit 8% = m-a.

% welk » 7 b e 97 2("nU
Fortsetzung). Daher ist *o

S n auf 2
B
a+tbb auf Ui

)
wohldefinierte (q-1)-Cokette auf Y' und es gilt:

, %) mit bonU = B (komponentenweise
1o

bn' = e|Y', n'|Z = n

2. Fall g = 1: 8(n-a) = 0 = n-a e z° ("nZnU )= 1(ZhU )
1o
™ welk » @ b ¢ m(U, ) mit bIZnU = n-a.

b 148t sich als Element von Z°(wnU SR Co(unUi ,%) auffassen.
Daher ist "o e

n auf Z

atb auf U.
1o
eine wohldefinierte 1-Cokette und wiederum gilt

bn' = e|¥, n'|2 =
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also (Z,n) = (¥',mn') und Z % Y' im Widerspruch zur Maximalitit

von (Z,n)- -1
Daher folgt Z = X und es gibt ein m € C¥7(1,3) mit &n = g, d.h.
z9(u,%) = BI(n,%).

Satz 11. Sei X ein topologischer Raum und ¥ eine Garbe abelscher

Gruppen auf X. Dann gibt es eine welke Aufldsung von %, d.h. es
gibt eine exakte Garbensequenz

Q0 —> 7 —> mo —_— 1, —> h2 —_—

1

wobei die wv fir v 6 IV welke Garben abelscher Gruppen auf X sind.

Beweis. w(®) sei die in Satz 2 definierte Garbe. w(F) ist offen-
bar welk und man hat den in Satz 2 angegebenen Garbenhomomorphis-

mus

t: % ——> w(x)

Es gilt sogar 1 % —_— %x ist injektiv fiir jedes x € X und da
% eine Garbe ist folgt

(3 A
Q== Fome> 3
ist exakte Sequenz von Prdgarben; also ist

0 —> 5 —> w,,

exakte Garbensequenz, wobei Wb  := w(z).
Induktiv sei die folgende exakte Garbensequenz bereits konstruiert:

0 —> 5% —> I, —> oo —> by, —> by

Hierbei seien wo,...,ml welk.

3'\"1 = lnl/Im (ll’l_,] 2. ml)

==




Nach Satz 2 ist

‘hl—’l —_— U:l e ,'?‘»l —_ 0
exakte Garbensequenz und daraus folgt die Exaktheit von

0 e Tt B2 s R W e, Wy s w(3;)

5= w(ﬁl). Daraus folgt die Behauptung.

s abde.

0 —> 09 —> 0o}y —> 2 —> ...
oA |

0—> ¢ —> ¢° — " — 2 — ..
L ed 1

0—> ¢l — ¢ — ¢ —2 — ..
e | |

0—> ¢2— ¢ — 2 — 2 — ...
b el TS

ein Doppelkomplex sbelscher Gruppen, in dem alle Zeilen und
Spalten bis auf diejeweils erste exakt seien. Dann gilt filir alle
q ¢ IN

H

=

q
= Hiy

HQa

s 7q ., SR ok =1 q
wobei H] := Ker (C§ > 1" )/Inm (c% —> C)

q_.
HII'

Ker (€2 —> ¢ /1n (¢! — ¢c9)
1T II II 1I

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

_95_

—

Corollar. Sei X ein parakompakter topologischer Raum und % eine
Garbe abelscher Gruppen auf X. Sei
—_—

0O —> 7 —> ‘U;O —_ b, —>

/l 2 .o
eine welke Aufldsung von %. Dann gibt es Isomorphismen a(q)

(q), Ker (W (X) —> b (X))
B S (mq_q(x) — mq(X))

=~ g9(xX,5)

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem abstrakten Satz von
de Rham, da welke Garben azyklisch sind nach Satz 10.

Satz 13 (Leray).

Sei % eine Garbe abelscher Gruppen auf dem metrisierbaren topo-
logischen Raum X und 11 = (Ui)isI eine offene Uberdeckung von X.
Gilt :

q b =
HY(U; n...nU; ,%) =0

o P
fir alle g » 1 und alle (ij,.-s,i ) € 1°*7, 50 sind die kano-
nischen Abbildungen
H(n,5) —> HYU(X,3)
fiir alle q » O bijektiv.
Beweis. Sei
0 —> 3 —> uao > ua,l ——— \n2 —_ ..

eine welke Aufldsung von %. Die induzierten Abbilduﬁgen
cau,b) —> Uity 4)

sind fiir alle q,p ¢ IN mit der Corandableitung vertréglich, d.h.

“obie -




e (u,wp) S (11,0,5,.4)

q+ 1 A5} e Q"”l 5
c (n,Lp) > C (n,up+q)
ist fiir q,p € IN kommutativ. Also ist folgendes Diagramm abelscher

Gruppen kommutativ:

0 0
0 —_— (X) —_— nw,l(X) e s
0 —> ¢°(u,7) —> ¢%(n,k ) —> C%(u,b, ) —> ...

l l |

0 —> ¢T(n,m) —> ¢l ) —> Cq(n,mq) S

l l |

Die erste Spalte bildet einen Komplex abelscher Gruppen. Alle
anderen Spalten stellen exakte Sequenzen dar, da die Einbettungen

b, (X) —> cO(um,my)

injektiv sind, W (X) 2° (11 yn. ) fiir alle i ¢ IN und welke Garben
azyklisch sind nach Saty 40,

Die erste Zeile bildet ebenfalls einen Komplex.

Zwischenbehauptung. Alle Zeilen des obigen Diagramms ab der

zweiten sind exakte Sequenzen.

: ; ; - a1 =
Beweis. Sei q = O, (10,...,1q) £ 1% 50 a= Uion...ﬁUiq
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(%) 0 == 20 ) ~=b B UL o5 0, (0.) e

ist exakte Sequenz. Dies zeigt man wie folgt:

0 —> (U ——> —_— —_— —
3 hOIUt > wq Ut > m2 Ul o i
ist welke Auflésung von TIU - Da X metrisierbar ist, ist U
b
metrisierbar und daher parakompakt. Also folgt aus dem abstrakt
Satz von de Rham und der Voraussetzung fiir q > 0: =

Ker (m (U ) —> mq (U ))
Im (\l‘ ,'(U )) — 1 (U PIE

0 = Hq(Ut,:r) =

Deshalb ist (*) exakt.
Daraus folgt die Exaktheit der Sequenzen
q et e
c(n,w ) > cq(n,luq) > cq(n,we) X
Da 0 ——> e i
a b3 > b, eine exakte Garbensequenz ist, ist auch

0 —> ¢%Yu,z) —> ca(s, b )

exakt. Also gilt die Zwischenbehauptung.
Nach dem Corollar zu Satz 12 gibt es Isomorphismen n(q)

(), Ror D B) === (%5)
Im (b _4(X) —> n, (X))

a

—> EY(X,3)

und es gilt

H(n,x) ——> HY(X,%)

o)
¢(q)
Ker (wq(X) —_ mq+1(x))
Im (wq_q(x)'———> mq(x))
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¢(o)

ist kommutativ. Dabei bezeichnet den Isomorphismus,der im
obigen Doppelkomplex abelscher Gruppen nach Satz 12 induziert
wird. Die natiirliche Abbildung p ist somit als Isomorphismus

nachgewiesen.

§ 9., Kohdrente Garben

Definition. Sei (X,6) eine komplexe Mannigfaltigkeit.
Eine analytische lModulgarbe (oder 6-Modulgarbe) auf X ist eine
Garbe ¥ von abelschen Gruppen zusammen mit einer 6-lModulstruktur,

d.h. fiir jede offene llenge Uc X ist eine Multiplikation
e (U) x 3(U) —> 5(U)

gegeben, die F(U) zu einem 6 (U)-Modul macht und die mit den Be-
schrinkungsabbildungen vertriglich ist, d.h. fir Vc U ist das
Diggramm

6 (U) x 3(U) —> 3(U)

o (V) x 3(V) —> 3(V)
kommutative.

Anmerkung: Diese Definition 1&Bt sich allgemeiner fiir den Falls:
X ist beliebiger topologischer Raum, © beliebige Garbe von Ringen,
treffen.

Beispiele.
a) o® ist ®&-Modulgarbe

b) Idealgarben.
Sei d c 6, 6(U) x 3(U) —> I(U) sei die Ringmultiplikation.

Beispiel einer Idealgarbe:
Sei (X,eg xomplexe Mannigfaltigkeit, A ¢ X beliebige Teilmenge.
Fiir U = Uc X wird definiert:

3(U) := {f e 6(U): £|UnA = O}




