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Aufgabe 1: Wir zeigen per Induktion, dass die n-te Ableitung von f
FO @) = (1)l — 1)
ist:
e Induktionsanfang: f0(2) = f(z) = -1 = (=1)°0!(x — 1)717°

e Induktionsschritt: f™t(z) = (f™)(z) = ((=1)"nl(z — 1)) = (=1)"nl(-1 —
n)(z—1)"1"1 = (=1)"H (n + 1)z — 1)~ 1=+

Damit ist bewiesen, dass f(™(—1) = (—=1)"n!(—=2)"'™™ = —n!27'"". Somit ist die Taylor-
reihe von f in —1:

Z f T(L' 1) (ZL’ + 1)n _ Z _2—1—71(1, + 1)71
n=0 ’ n=0

Aufgabe 2: f/(t) = (6t — 6,8t — 8), also ist f stetig differenzierbar. Daraus folgt, dass f
rektifizierbar ist mit Lénge:

/01||f’(t)||dt = /01 \/(6t—6)2+(8t—8)2dt:/01 V(36 + 64)(t — 1)2dt
= /1@'\/(t—l)th:/110|t—1|dt:/1(10—10t)dt

— 2! _

= 10t —5t°| =5
Aufgabe 3: Der Gradient Df(z,y) = 3(z +y)* +3(x —y)*—2,3(z +y)* = 3(z —y)?) =
(62 +6y* — 2, 12zy) ist null genau dann, wenn 2°+y? = 3 und zy = 0, wenn also z = :I:\/ig

und y =0 oder x =0 und y = :I:\/Lg ist. f kann dann hochstens in den dadurch gegebenen
vier Punkten ein lokales Extremum haben. Die Hesse-Matrix von f im Punkt (z,y) ist:

12z 12 x
Hessf(z,y) = (123/ 121) =12 (y i/;)



Fallsz =0 und y = j:\/i3 ist, ist diese indefinit, da dann ihre Determinante —144y% = —48
negativ ist. Folglich hat f in den Punkten (O, \%) und (0, —\%) keine lokalen Extrema.

Fir (z,y) = (i\%,()) ist die Determinante positiv (ndmlich 48), und der linke obere

Eintrag der Matrix is x, also ist Hess f (\/Lg, 0> positiv definit und Hess f <—\/i§, O) negativ
definit. Das heifst, f hat in (\%,O) ein lokales Minimum und in <—\/Lg,0> ein lokales
Maximum.

Aufgabe 4: Ist x kein ganzzahliges Vielfaches von 7, so ist f in (a,b) € R? stetig partiell
differenzierbar, also insbesondere differenzierbar, denn

2bcosa

Dif(a,b) = ¢ @?  und  Dof(a,b) = ¢ Tma?,

(sina)?

Wir zeigen, dass f auch fir « = k7 mit ¥ € Z in (a,b) € R? differenzierbar ist mit
Ableitung null. Hierfiir miissen wir nachrechnen, dass die Abbildung r, die durch

o) = 1)+ () o) @ =+ @l = a0

und 7(a,b) = 0 definiert ist, in (a, b) stetig ist. Sei also (2, Yn)nen €ine gegen (a, b) konver-
gente Folge. Fiir alle n, fiir welche x,, ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, ist (2, yn) so-
wieso null. Falls dies also fiir alle bis auf endlich viele n der Fall ist, ist lim,, o (2, ) = 0
und wir sind fertig. Falls es unendlich viele n gibt, so dass z,, nicht ganzzahliges Vielfaches
von 7 ist, bleibt noch die Teilfolge ebendieser n zu betrachten. Wir nehmen also nun ohne
Beschriankung der Allgemeinheit an, dass x,, niemals von der Form k7 mit k£ € 7Z ist:
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Also ist r(a,b) = 0 = lim r(x,y). (In der zweiten Ungleichung haben wir benutzt,

(z,y)—(a,b)
dass | sinz| < |z| fir alle x € R.)

Aufgabe 5: Die Jacobi-Matrix

2e? cosy —e**siny
Df(iL', y) - (262x sin y 621 cosy

von f in (z,y) € R? hat Determinante 2¢'®(cosy)? + 2e%*(siny)? = 2¢%® > 0, ist also
invertierbar. Damit hat nach dem lokalen Umkehrsatz der Punkt (x,y) eine Umgebung, in
der die Funktion f umkehrbar ist.



Aufgabe 6: Als Urbild f~![(—o0,1]] der abgeschlossenen Menge (—oc, 1] unter der ste-
tigen Funktion f ist A abgeschlossen.

Angenommen, A wire nicht beschrankt. Dann gébe es eine Folge (z,,)nen in A, die entweder
gegen oo oder —oo divergiert. Wegen lim, 1., f(x) = 2 miisste also lim,, . f(z,) = 2
gelten. Dies ist ein Widerspruch, da wegen z,, € A fiir jedes n gelten muss: f(z,) < 1.

A ist also abgeschlossen und beschréankt und damit kompakt.



