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Lösung Aufgabe 1.

Die k-te Ableitung der Funktion f : (0,∞)� R, f(x)4 1

x
ist

f (k) = (− 1)k(k!)x−(k+1).

Beweis nach Induktion:

Fall k = 0. f(x)= f (0)(x)= x−1 =(− 1)0(0!)x−(0+1);

Fall k = n +1.

f (n+1)(x) =
df(n)

dx
(x)=

IV

d

dx
(− 1)n(n!)x−(n+1) =(− 1)n(n!) · (− (n + 1))x−(n+1)−1 =

=(− 1)n+1((n+ 1)!)x−((n+1)+1).

Deswegen die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt 1 ist:

∑

k=0

∞

(− 1)k(k!)(1)−(k+1)

k!
(x− 1)k =

∑

k=0

∞

(− 1)k(x− 1)k =
∑

k=0

∞

(1−x)k

Bemerkung: Die Potenzreihe
∑

k=0

∞
yk =

1

1− y
für jede |y |< 1. Deswegen, für

|1−x|< 1 (d.h. x∈ (0, 2)) die Reihe
∑

k=0

∞
(1−x)k =

1

1− (1− x)
=

1

x
= f(x).

Lösung Aufgabe 2.

Sei (yn)n∈N eine Folge in F 4 {x∈X |f(x)= x} so dass yn�
n�∞

y ∈X.

Sei d die Metrik von X.

Wir zeigen zuerst, dass ∀ε > 0.d(f(y), y) <ε. (*)

Sei ε > 0. Da yn�
n�∞

y und f stetig ist, dann Lim
n�∞

f(yn) = f(y). Deswegen es

existiert N1∈N so dass ∀n >N1.d(yn, y) <
ε

3
und es existiert N2∈N so dass

∀n> N2.d(f(yn), f(y))<
ε

3
; so für N4 max {N1, N2},

∀n> N.d(yn, y)<
ε

3
∧ d(f(y), f(yn)) <

ε

3
. Daher, nach Dreiecksungleiuchung:

d(f(y), y)6 d(f(y), f(yN))+ d(f(yN), y) = d(f(y), f(yN))+ d(yn, y)6
2

3
ε < ε.
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Letztendlich, nach (*) folgt d(f(y), y) = 0. Also f(y) = y, da d eine Metrik ist.
Dieses zeigt, dass y ∈F . So F ist abgeschlossen.

Lösung Aufgabe 3.

(a)
∫

−1

1
‖f ′(t)‖dt=

∫
−1

1
((

e
t− e

−t

2
)2 +12)1/2dt=

∫
−1

1
(
e
2t− 2e

t
e
−t + e

−2t

4
+1)1/2dt=

=
∫

−1

1
(
e
2t− 2 + e

−2t

4
+

4

4
)1/2dt=

∫
−1

1
(
e
2t +2 + e

−2t

4
)1/2dt=

∫
−1

1
(
(et + e

−t)2

22
)1/2dt =

=
∫

−1

1 |
e

t + e
−t

2
|dt =

1

2

∫
−1

1
et + e−tdt=

1

2
((et − e−t)|−1

1 )=

=
1

2
((e1− e−1)− (e−1− e1))=

1

2
(e1− e−1− e−1 + e1)=

1

2
(2e− 2e−1)= e− e−1.

(b)
∫

0

1
‖f ′(t)‖dt =

∫
0

1
(((t +1)1/2)2 +12)1/2dt=

∫
0

1
(|t +1|+ 1)1/2dt =

=
∫

0

1
(t + 2)1/2dt= (

2

3
(t+ 2)3/2)0

1 =
2

3
(3)3/2−

2

3
(2)3/2.

Lösung Aufgabe 4.

In dieser Aufgabe, gegeben eine Menge A, wenn wir schreiben (rn)n∈N ⊂ A, wir
meinen (rn)n∈N is eine Folge so dass ∀n∈N.rn∈A.

Sei (yn)n∈N ⊂ I 4 {f(t)|t ∈ [0, ∞)}, so dass Lim
n�∞

yn = y ∈ R
2. Dann (yn)n∈N ist

beschränkt. Auf der andere Seite, da (yn)n∈N⊂ I, dann für jede n∈N, es existiert
xn ∈ [0, ∞) so dass yn = f(xn). Da die Folge (yn)n∈N beschränkt ist, dann ist die
Folge (xn)n∈N ⊂ [0, ∞) auch beschränkt: Unsere Annahme Lim

t�∞

‖f(t)‖ = ∞ kann

man schreiben als ∀(zn)n∈N⊂ [0, 1).zn�
n�∞

∞� ‖f(zn)‖�
n�∞

∞, was äquivalent
zum ∀(zn)n∈N⊂ [0, 1).‖f(zn)‖ 9

n�∞

∞� zn 9
n�∞

∞ ist.

Sei (xnk
)k∈N eine Teilfolge von (xn)n∈N die nach irgendeine x ∈ [0, ∞) konvergiert

(solche Teilfolge existiert, da (xnk
)k∈N ⊂ [0, 1) beschränkt ist). Da f stetig ist,

dann Lim
k�∞

f(xnk
) = f(x). Aber (f(xnk

))k∈N ist eine Teilfolge von (yn)n∈N, und da

Lim
n�∞

yn = y, dann Lim
k�∞

f(xnk
)= y auch. So y = f(x)∈ I. Also I ist abgeschlossen.
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