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Aufgabe 1: Eine Menge ist offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Wir miissen
also zeigen, dass fiir jedes © € U NV ein ¢ > 0 existiert, so dass die e-Umgebung U, (z)
von z eine Teilmenge von U NV ist.

Sei also v € U NV gegeben. Dann ist insbesondere x € U, und da U offen ist, ist U
Umgebung von z. Das heift, es gibt ein £ > 0, so dass U, (z) C U. Ebenso gibt es ein
go > 0 mit U, (z) C V. Setze nun € = min{ey, e2}. Dann gilt € > 0 und

U.(z) =U,(x)NU,(x) CUNV,
die e-Umgebung von x ist also Teilmenge von U N V.
Aufgabe 2: Eine Folge (a,,)ney im R? konvergiert genau dann gegen einen Punkt b € R3,

wenn fiir jedes [ € {1,2,3} die Folge (an;)ien der I-ten Komponenten gegen b; konvergiert.
Wir betrachten also zundchst die Folgen der Komponenten:

1
li a1 = =0
o 11 neo o+ 1
lim a,, = lim 2=2

1 1
lim a,3 = i = li = 0)=1
lim s lim cos (n - 1) cos (nl_{go -y 1) cos(0)
(Da der Kosinus stetig ist, diirfen cos und lim vertauscht werden.) Insgesamt erhalten wir:

lim a, = (0,2,1)

n—oo

Aufgabe 3: Wir zeigen zunéchst die Implikation von links nach rechts, nehmen also an,
die Folge (ax)ren sei beschriankt. Das heifst, es gibt ein b € R™ und ein r > 0, so dass fiir
alle k € N gilt: a;, € U,(b). Wir zeigen unter dieser Voaussetzung fiir jedes 1 < [ < n,
dass die Folge (ay)ken beschriankt ist. Genauer zeigen wir, dass die Folge in dem Intervall
U, (b) = (b —7,b+7) liegt. Fiir jedes k € N ist ndmlich:

n

lar — bi| = \/(ap — by)? < Z(akm —bn)? = lax = 0] <r

m=1



Um auch die Implikation in entgegengesetzte Richtung zu zeigen, nehmen wir nun an, fiir
alle 1 <1 < n sei die Folge (ax)ren beschriankt. Es gebe also jeweils ein 7, > 0, so dass fiir
alle k € N gilt: |ag| < r;. Dann gilt fiir jedes k € N:

lall = | Dok < (| D _ri
I=1 I=1
Die Folge (ag)ren liegt also komplett in der r-Umgebung U,.(0) von 0, mit r = />, 7.

Aufgabe 4: Es ist zu zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein m € N existiert, so dass fiir alle
n > m gilt: d(a,,a) < e.

Sei also € > 0 gegeben. Da (a,)nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es ein m € N, so dass fiir
alle n > m gilt: d(an,am) < 5. Da a Hiufungspunkt der Folge ist, gibt es ein & > m mit
d(a,a) < 5. Insgesamt erhalten wir damit fiir jedes n > m die Abschétzung:

€

A(an, @) < dan, ap) + d(ap, ap) + d(ar,a) < S + <+ =<



