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Topologie und Differentialrechnung mehrerer Variablen

Losung Aufgabe 1.

Da

f (Ilf) — 6cos(w)

f/(flf) — 6cos(z) .

f(@) = (= cos(x))e™™®) + ( —sin(z)e***))) - ( —sin(x))

Losungen Ubungsblatt 4

(—sin(x)) = — sin(z)e"@

= — cos(z)e®® 4 sin?(z)ec®),

dann
f(0)=e
f'(0)=0
f"(0)=—e.

Deswegen das zweite Taylorspolynom von f mit Entwicklungspunkt 0 ist:

) (o
E%:()fk—!()(x

Losung Aufgabe 2.

Die k-te Ableitung der Funktion f:(0,00) — R, f(z):= % ist
fO = (= 1)k(kz=¢+D),

Beweis nach Induktion:

Fall k=0. f(z)=fO(z)=2""=(=1)°(0)z";

Fall k=n+1.

(n)
Fo(a) =1

=(-

—0)F= £(0) + (0) =2 + f7(0)

—_

(2) (= ")+ = (= 1) () - (= (n+ 1))a (D1 =
1)1 ((n 4 1))z~ D+,



Deswegen die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt 1 ist:

o)

i _1 k' (1) o x—l Z x—l i 1—x
k=0

k=0 k=0

Auf der andere Seite, wir wissen aus der Analysis I Vorlesung, dass die Poten-
zrethe Y7 yF= le fiir jede |y| < 1. Deswegen, fiir |1 — z| <1 (d.h. z € (0, 2))

die Reihe ZZOZO (1—az)F= 1_(1_90) :%: f(z).

Losung Aufgabe 3.
Sei x = (x1,72) ER?*3 (y1, y2) = y und [ € R beliebig. Dann

(1) ||z|" =0<= |z1| +%\x2| =0 |z4| :O:%|x2\ — 1 =0=n<=r=0€R~
(2) e[ = N (lea, Lo) " = [l | + 5 [lo| = |2 (o] 4 Z|w2]) = [E] ][]

(3) llz+y "= 1(z1+ yr, 22+ g2) |* =21+ 91| + 5|22 + 12| <
(Dreiecksungleichung fiir | |)

1 1 1
< (] + l) + 5 (Jwel + |9ol) = - = (2] + lwal) + (131] + 3 y2]) =
=zl + Ny ™

Deshalb ||z ||* ist eine Norm auf R?.

Losung Aufgabe 4.
Seixz,yeV.

Man beachte, dass |lz]| = [lv +y — yll <[l +yll + [ = vl = llz + vl + lyl;
deswegen [lz]| —|[y[| =llz+y -yl <llz+yll+ -yl =lz+yl. ()

Auf der andere Seite, ||yl = |ly + 2 — 2| < [ly + =] + || = =] = llz + yl| + [l=[;
deswegen — ||z +y| < [lzfl = [ly[l.  (**)

Nach (*) und (**) folgt |||z — lly[l[ <[z +y]|.



