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Definition

Sei 1 < p < oo, GCR" eine offene Menge

LP(G) :=={u: G — R | u Lebesgue-messbar, ||u[|»(g) < oo}

1
lallscer = |u(x)|de)
|ullLoe(6) =

p < 00
S
NCG N NuIImenge X€2F\>N |u(x)|

p =00

DA
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Schwache Ableitungen

M
u
M

Definition
Sei a = (1, ..., p) € N§ ein Multiindex mit || = >-7_; ;. Eine Funktion
u € L} (G) besitzt die schwache Ableitung v, € L}, (G), wenn fiir alle

loc

Testfunktionen ¢ € C5°(G) gilt:

/GuD“so:(—l)'o‘/Gvaso

alely

A — (0% —
Man schreibt v, = D%u = T

Dabei ist L} (G) ={u: G — R | VG CcC G, offen: u|g/ € LP(G")},
C3°(G) = {p € C>*(G) | supp ¢ kompakt und Teilmenge von G}
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Definition
Sei m € Ng und p € [1, o0].

H™P(G) :={u € LP(G) | u besitzt schwache Ableitungen D“u € LP(G)
fir 0 < |a| < m}
m ,
lullmog) o= (Z |Dau||'zp(c)) p< oo
|or|=0
|[ull m.oo(c) = lmg),(n”DauHL“(G)

p:

oo
=] F = = E 9DAC¢




Friiher: Zwei verschiedene Definitionen von Sobolevraumen:

(W)

e als Abschluss von C® N Wm.p

e im obigen Sinn als Rdume von Funktionen mit schwachen Ableitungen
[lwm

| (Hm’p)
= Meyers und Serrin, 1964: H=W

u]
‘ o)
it
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MU & Poincaré-Ungleichung: Allgemeine Formulierung

MONCHEN

Satz
Sei 1 < p < oo, G eine konvexe beschrinkte offene Teilmenge des R",
u € HYP(G). Dann existiert eine nur von p und G abhingige Konstante C,
so dass
lu = T6llr(6) < ClIVUllie(a)-

Dabei sei i = ﬁ S u(x)dx.

Wir untersuchen im Folgenden ausschlieBlich Fille mit og = 0.
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muls Poincaré-Ungleichung fiir einen n-dimensionalen

Wiirfel

Sei G = (0,d)". Dann gilt fiir alle v € Hy?(G)
[Vlee(ey < dIIVVIlLe(6)

Beweis: Es reicht aus, die Ungleichung fiir v € C}(G) zu beweisen, denn da
C3(G) in Hl’p(G) dicht liegt, existiert eine Cauchy-Folge v; C C}(G),
[[v = Vil|41.p(6) — 0. Es gilt dann:

Ivlleece) < IVilleeay + [Ivi = vlee(ey < dlIVVilliece) + 1Ivi = vllie(6)
< d||VVl|te(e +d||V(V:*V)||LP(G)+||V:*V||LP(G)
— d||VV]|r(6)
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Fiir v € C3(G) definiere v(X) := {
Es folgt

v(ix) xeG
0 x¢ G

Xla
vixt, ..., xp) = —v(s,x2, .., Xp)ds.
(1) = [ )

Wihle % + 3 =1, dann folgt mit der Holder-Ungleichung:

x| 9
V(x1s o x)|P <
|V(X1> » Xi )| = (A p)

_1V(57X2a '>Xn)

p
ds)
d
P
Sdf}/
|2

P
—v(s,x2,...,xn)| ds
X1
o = = = = 9Ae




Integration beider Seiten nach x;

/ 7(x1,

Piq d o _ P
xp)|Pdxy < da — (s, x2,
0 BX]_
Integration in restliche Koordinatenrichtungen

vy Xn)

c 8x1 1-

N /|v(x1, x,,)|de<dE+1/
N (/G|v(x)|pdx)P§d(/

p

%)

p 1
dx)

)
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Lemma

Sei G C R" ein konvexes Gebiet mit d(G) = sup, ¢ [x — y| und sei
u € CY(G) wobei [ u=0. Dann gilt fiir x € G:
d(6)”
<
b)) < T2
d(Gg)" Vu
falls S0 [ TeO

y—x["=1

[Vu(y)|

G ly —x"1
dy < o0




Beweis: Fiir x,y € G, x # y sei z(t) := x + t(y — x), t € [0, 1]. Es gilt:
1
()~ uly) = (z(0) - ulz(1) = - [ Suta(©)e
1
= _/o Vu(x + t(ly — x)) - (y — x)dt

ly—x| _ _
Siz\y—x|t=>=—/ Vu(x+sy X)-y ~ ds
0 ly=x|/) |y —x|

— |X_y| d
X
5 = h = = —/0 EU(X—'_S'&-)dS

=] F = = E 9DAC¢



Integriere beziiglich y, dann folgt mit [ u(y)dy =0, [, dx =G|:
(x) = //'X_y' 9 (x + se)dsd
u(x)=—— —u(x + s )ds
Gl JoJo ds g
1
lu()| < —

/Ix—yl
|G| {y, ly=x|<d(G)}

dS dey
u(x + s€)
|G| /Bd(c)(X) / ’

dsdy
1 oo rd(G) d -
B ﬁ/o /o [5,,_1 U sg) " Ydo(¢)drds
R = = T 9ae
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u(x + s¢)




< [ et se)| dote)as

d(G)" [ d o1
-2 /0 /s St 56)| S do()ds

_dey [ |G|
WGl Ji lz =T

_d(@)" [ [Vu(2)|

= d
Gl Jglz—x"1%

- =2 = = E 9DAC¢



Lemma

Zu jedem konvexen beschrankten Gebiet G C R" existiert eine Konstante
¢, so dass fiir alle u € H** N CY(G) mit [,

=0und1l<p<oogilt
llullr(6y < cllVullLe(e)
Dabei ist

n—1
c < d(G)n+1|5 |

n|G|

DA

u]
‘ o)
it



uuuuuuu
MMMMMMMMMMMM

Beweis: Aus dem ersten Lemma folgt:

el </ ol ’pd> = rfrc)|n (/ (Lmdyydxf

Sei p > 1, dann gilt mit der Holder-Ungleichung:

/c (/G de>pdx _
= [ ([ 19wty —x30 —xi0e ) o
A VA X‘l‘”dy)g b ()
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Weiter gilt:
/ ly = x|['"dy < / ly —x|'""dy
G Ba(gy(x)

Und damit

4(e) 1—n+n-1 n—1
r do(€)dr = d(G)|S" Y]
Sn—l

(%) < (d(G)[s" ) /G /G Vu(y)|Ply — x|*"dydx
< (@(E)s" ) [ [Vuly)Pdy

G
Und damit folgt:

d(G)" +1 .
lallste) < =15 ullnce
o <& = = T 9ae
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LMU | i Poincaré-Ungleichung

Satz
Zu jedem konvexen beschrankten Gebiet G C R" gibt es eine Konstante
n—1
c< d(G)”H%, so dass fiir alle u € HP(G) mit [, u =0 und
1< p< o gilt:
lullr(c) < cllVullie(ey-

Beweis: Folgt aus den beiden Lemmata zusammen mit der Tatsache, dass

[IH*]|

HLr(G) N CL(G) = HLP
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