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Notationen

y

g

LMU
:

(i) we
w ist kompakte Teilmenge von Q.

(i) Lioc(€) B
Menge der £"-f.ii. eindeutig definierten Funktionen u: Q — R mit
u € LP(w) fiir alle w € Q C R”

(i) einfache Funktion
r
u(x) = > ayla (x), ax = 0 mit L"-fast disjunkten, £-messbaren
k=1
Mengen (Ak)keqa,...,y mit L7(Ax) <oound Q= (J Ak
k=1

(iv) C°(2) = {u e C=®(Q) | supp(u) = {x € Qu(x) # 0} C Q kompakt}
(v) Desweiteren gelte stets Q C R”".
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IMU e Hilfslemma und Hilfskorollar (ohne Beweis)

(I) Lemma
Sei u: Q — R eine einfache Funktion. Dann 3(7,)neny C Cg°(2) mit

Nn ~—5 uin LP(Q) mit p € [1,00).
(1) Korollar

Sei (n)nen C LP(Q), f € LP(Q) p € [1,00) mit 7, —= f in LP(R).

3 Teilfolge (75, )ken, so dass
M, (X) oo, f(x) fir p-fa. x € Q.

Satz
Sei [ u(x)n(x)dx =0 fiir u € LY _(Q) und alle n € C§°(Q)
Q

Dann ist u(x) = 0 fiir L"-f.a. x € Q. Ist dagegen
J u(x)n(x)dx > 0 fiir alle n € C§°(2), n > 0,
Q

so ist u(x) > 0 fir L"-f.a. x € Q.
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Es gelte fiir u € L _(Q):

loc

J u(x)n(x)dx = 0 fiir alle n € Cg°(2)
Q
Sei w € Q beliebig. Betrachte

f: Q=R

x = 1y,(x)
Da f eine einfache Funktion ist, gilt nach dem Hilfslemma: 3 Folge
(nn)nEN C C((JX)(Q) mit

n—00
[/ E—

Lo

Wahle 0.B.d.A (1n)nen so, dass 0 <1, <1 Vn e N erfiillt ist.
=] 5 E DAy
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Wiahle gemaR dem Hilfskorollar eine Teilfolge (1, )ken, so dass

k
N (X) —25 1,(x)
punktweise fiir L"-f.a. x € Q.
Betrachte

|u(x)m, (X)] < [u(x)]

und u(x) ist integrierbar auf w € Q. Mit |u(x)| als Majorante folgt:
0= lim /u(x)nnk(x)dx
k—r00

dom. Konv.
Q

Q

S{u(x)]lw(x)dx :L{u(x)dx (1)
or <& = = z 9ac

[ Jim_ wyn, () =
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Wihle ein beliebiges u € LL _(Q). Betrachte:

loc
QF ={xe€Q:u(x)>0}
Q" ={xeQ:u(x) <0}
Q% ={xcQ:u(x)=0}
L7(Q0%) = 0 (trivial). Sei w € QF, L"(Q) > 0, insbesondere £"(w) > 0.
= u > 0 auf w. Wegen (1) gilt £L"(w) = 0 Vw € QF. Aquivalent Vw € Q.
Einschub: Eigenschaften eines Radon-MaRes i : P(2) — R

(i) Jede Borel-Menge in Q ist u-messbar.
(i) Yw C Q kompakt gilt:
p(w) < oo
Jede pi-messbare Teilmenge A C 2 ist durch relativ kompakte
Teilmengen approximierbar:
1(A) = sup pu(B)
BeA
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L ist ein Radon-Maf§

weNt

= L"(Q") = sup L"(w)=0= sup L"(w)=L"(Q")
wEeN—
= u(x) =0 fir £L"-fa. x € Q.

Der zweite Fall des Lemmas folgt analog.
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Poincaré-Ungleichung (Version fiir H1P())

uuuuu

Def|n|t|on

Eine Funktion u € L}, _(2) besitzt die schwache Ableitung v, € L} (),
wenn fiir alle Testfunktlonen ¢ € G50 (Q) gilt:

fDO‘ x)dx = (=1)% [ va(x)¢(x)dx

Q

Definition
p € [1,00), k € Ny, dann ist
H*P(Q) = {u € LP(Q)|DYu € LP(Q) existiert fiir 0 < |a| < k}

der Sobolevraum mit k-facher Differenzierbarkeitsstufe. Bemerke:

Ale(Q) = CE(Q) "7 ¢ HEP(Q) und (FF#(Q), | - |l1») ist Banach.

Satz

Es gibt eine Konstante c, < 2d, so dass fiir alle u € H“P(Q) gilt:
ulleee) < ol Vullr(a)
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Beweis

LMU ;

Bemerkung:
Atr(@) = Q@) " ¢ Hie(9)
= Es reicht, die Ungleichung fiir u € C}(Q) zu zeigen.

Wihle (u)ken C C3(S2), v € ALP(R) mit |[v — k]| pisg) ~——2 0 und
die Ungleichung sei fiir (ux)ken erfiillt.

[vilee@) = lluk + v — ukllei) < llukller@) + v — vkl o (q)

< &l Vuklle) + lluk — viiee(a)

k—o00
< &l VVlir() + ol V(uk — V)l o) + IV — tkllo(@) —— cpllVVIlio(a)
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Sei u € G}(Q). = u kann auf R” fortgesetzt werden durch:

_ u(x) ,xeQ
U(X){O X ER™\ Q

Wihle 0.B.d.A. Q C [~d,d] x R"", w € C}(R). Fiir x; € [~d, d] gilt:
X1
u(x)”:D'/u(t,xz,...,xn)dt

—d
Seien p, g € [1,00) konjugiert zuemander ( —|— 2 =1).

lu(x1, ..oy Xn)|P < /]1 Uy, (t, x2, ..., Xp)|dt)P

HolderUngI P d
/ (852, ) Pt} - ([ 1977
—dd —d
S/uX1(t7X2,"'>Xn)’pdt'(zd)g

—d
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d
d =p
N / G0, ..x0) Py < (2d)5*1 / T (£, 50, - x0) Pl
_d ks
N / [G(x)|Pdx < (2d)° / 17, (x)|Pdx
Rn Rn
Da 7(x) = 0 auf R"\ Q gilt:

ullray = ( / |u(x)[Pdx)? < 2d( / |ty (x)[Pdx) 7
Q Q

& ull ey < pllVullp(q) fiir ein ¢, < 2d
=] 5 = Qe
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MU & Poincaré-Ungleichung (fiir konv. beschr. Gebiete)

Satz

Fiir jedes konvex, beschrinkte Gebiet Q) C R" gibt es eine Konstante
cp < d(Q)"H L 5o dass fiir alle u € HYP(Q) mit

<]
/ u(x)dx = 0

Q

und p € [1, 0] gilt:
ulleee) < ol Vullr(a)

d(Q) = sup |x —y| und |Q| = L"(Q) < 0.
X,y €Q
Ein Gebiet Q) ist konvex, wenn fiir alle x,y € Q, \ € [0, 1] gilt:

AXx+(1=XNyeQ
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(I) Hilfssatz
cp < d(Q)"H

Wn

Zu jedem konvexen, beschrankten Gebiet Q2 gibt es eine Konstante
n[Q’

so dass fiir alle u € HYP(Q) N CH(Q) mit
/u(x)dx =0

Q
und p € [1, o0] gilt:
(1) Hilfssatz

ullee) < ol Vulle(a)
HYP() N CH(Q) liegt dicht in H1P(Q)



Hilfssatz (1) Beweisskizze

LMU ;

Durch HDI, Kettenregel, Substitutionen kann man zeigen:

u(x) < n\Q| f||tvi|(nt |1df fiir ein x € Q

(5" IZCIANAN
e (2]

() l<p<oo

Holder-Ungl.
//||V“ O ey "L /(\vu(t)|f’|t_x|1—"dt) (/|t—x|l_"dt)dx
Q

Q

< (d(Q)|5”_1|)”_1//|Vu(t)|p|t—x|1_”dtdx§(d(Q)|5”_1|)pHVu||Lp(Q)
Q Q

n—o0

(i) p=oofolgt aus ||[Vullpi@) — VUl
(iii) p =1 folgt aus Fubini und

[1¥a)] ([ 16~ xP-7dx) o < d(@)IS" Vel
Q Q
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Beweis (Poincaré-Ungleichung)

LMU ;

Die Aussage gilt bereits wegen dem 1. Hilfssatz fiir u € HYP(Q) N C(Q)
Nachdem HYP(Q) N C1(Q) dichte Teilmenge von H*(Q) ist, konstruieren
wir fiir ein beliebiges u € HYP(Q) wie im Beweis der Poincaré-Ungleichung
fiir H1P(Q) eine Folge (ux)ken, so dass

K
Ju — uk|tpi@) —— 0

Die Beweisfiihrung ist nun analog zu der in der vorherigen Version der
Poincaré-Ungleichung.
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