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Aufgabe 1 (V) Punkte
Sei a > 0. Bestimmen Sie die Fouriertransformierte von f : R→ C mit f(x) := e−axχ[0,∞)(x).

Lösung zu Aufgabe 1
Da a > 0 ist f ∈ L1(R). Genauer folgt, dies aus∫

R
|f(x)| dx =

∫ ∞
0

e−ax dx =
[
− 1

a
e−ax

]∞
0

=
1

a
<∞.

Also ist die Fouriertransformierte f̂ wohldefiniert und

f̂(t) =
1√
2π

∫
R
e−itxf(x) dx =

∫ ∞
0

e−itxe−ax dx =

∫ ∞
0

e(−it−a)x dx

=
1√
2π

[ 1

(−it− a)
e(−it−a)x

]t=∞
t=0

=
1√
2π

(
0− 1

−it− a
e0
)

=
1√
2π

1

it+ a
.



Aufgabe 2 (V) Punkte
Sei P der abgeschnittene Paraboloid

P := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z, 0 ≤ z ≤ 2}.

Bestimmen Sie das Volumen von P . (Tipp: Zylinderkoordinaten.)

Lösung zu Aufgabe 2
Wir benutzen Zylinderkoordinaten mit Ausrichtung in Richtung der z-Achse, d.h.

Φ :

rϕ
z

 7→
r cosϕ
r sinϕ
z

 , (0,∞)× (0, 2π)× R→ R3 \ {(x, 0, z) : x ≥ 0}.

Φ ist ein Diffeomorphismus.
Die Funktionalmatrix ist

∇Φ = (∂rΦ, ∂ϕΦ, ∂zΦ) =

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

 .

Damit gilt det(∇Φ) = r.
Sei

U = {(r, ϕ, z) : 0 < r2 ≤ z, 0 ≤ z ≤ 2, 0 < ϕ < 2π}.

Dann ist Φ(U) = P bis auf eine Nullmenge (Teilmenge von {(x, 0, z) : x ≥ 0}).
Wir berechnen das Volumen von P mit Hilfe des Transformationssatzes und Fubini als

λ3(P ) =

∫
P

dλ3(x, y, z)

=

∫
Φ(U)

dλ3(x, y, z)

=

∫
U

|det(∇Φ)| dλ3(r, ϕ, z) Trafosatz

=

∫
U

r dλ3(r, ϕ, z)

=

∫
(0,∞)×(0,2π)×R

χU(r, ϕ, z)r dλ3(r, ϕ, z)

=

∫ 2

0

∫ √z
0

∫ 2π

0

r dϕ dr dz Fubini

= 2π

∫ 2

0

∫ √z
0

r dr dz

= 2π

∫ 2

0

z

2
dz

= 2π ·
[z2

4

]z=2

z=0

= 2π.



Aufgabe 3 (V) Punkte
Sei

E :=
{
{n, 2n, 3n, . . .} : n ∈ N

}
Bestimmen Sie die von E erzeugte σ-Algebra A := σ(E).

Lösung zu Aufgabe 3
Es gilt für k ∈ N

{k} = {k, 2k, 3k, . . .} \
⋃
n:n>k

{
{n, 2n, 3n, . . .}

}
.

Damit sind alle Singletons {k} in σ(E). Da jede Teilmenge aus N eine abzählbare Vereinigung
von Singeltons ist, gilt σ(E) = P(N).



Aufgabe 4 (V) Punkte
Sei p ∈ [1,∞) und f ∈ Lp(Rd). Zeigen Sie, dass

‖f‖pp =

∫ ∞
0

p tp−1λd({|f | > t}) dt.

Tipp: Fubini.

Lösung zu Aufgabe 4
Mit Fubini für nicht-negative Funktionen gilt

‖f‖pp =

∫
Rd

|f(x)|p dx

=

∫
Rd

∫ |f(x)|
0

pλp−1 dx

=

∫
Rd

∫ ∞
0

χ{|f(x)|>λ}pλ
p−1 dλ dx

=

∫ ∞
0

∫
Rd

χ{|f(x)|>λ}pλ
p−1 dx dλ Fubini

=

∫ ∞
0

λd({x : |f(x)| > λ}) p λp−1 dλ.

Dies war zu zeigen.



� Ankreuzen, falls Rest der Lösung auf Rückseite oder zusätzlichem Blatt.


