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Definition: Für zwei Mengen A,B ⊂ Rd sei A − B := {a− b : a ∈ A, b ∈ B} die
Differenzmenge.

Aufgabe 1: 1+1+2+1 Punkte
Sei A ∈ Ld mit λd(A) > 0. Zeigen Sie, dass die Differenzmenge A−A eine Umgebung
der Null ist. Gehen Sie wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie, dass es genügt die Aussage statt für allgemeines A ∈ Ld für kom-
pakte Mengen K zu zeigen.

(b) Finden Sie U ⊂ Rd offen mit K ⊂ U und λd(U) < 2λd(K).

(c) Sei δ := d(K,U{) = inf {d(k, y) : k ∈ K, y ∈ U{} (Abstand der kompakten
Menge K zur abgeschlossenen Menge U{). Zeigen Sie, dass (t +K) ∩K 6= ∅
für alle t ∈ Bδ(0) (mittels Widerspruchsbeweis).

(d) Folgern Sie Bδ(0) ⊂ K −K.

Aufgabe 2: 5 Punkte
Betrachte die Menge Rd/Qd, d.h. wir definieren die Relation a ∼ b :⇔ b− a ∈ Qd
und betrachten Rd/∼. Für jede Restklasse wählen wir genau einen Repräsentanten
und fassen die so gewählten Repräsentanten in einer Menge A ⊂ Rd zusammen.
(Hierzu wird das Auswahlaxiom gebraucht, was wir hier so akzeptieren.)
Zeigen Sie, dass die Menge A nicht Lebesgue-messbar ist, d.h. A /∈ Ld. (Tipp:
Aufgabe 1.)

Aufgabe 3: 4 Punkte
Sei ι : R → R2, x 7→ (x, 0) die Einbettung von R in R2. (Das Zeichen ι ist ein
griechisches kleines Iota).
Zeigen Sie, dass ι zwar B1-B2-messbar aber nicht L1-L2-messbar ist. (Tipp: Aufga-
be 2 und die Vollständigkeit von λ2 auf L2.)
Diese Aufgabe zeigt, dass es viel sinnvoller ist Borel-messbare Funktionen zu be-
trachten als Lebesgue-Lebesgue-messbare Funktionen.

Definition: Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Eine Menge A ∈ A heißt µ-Atom, falls
µ(A) > 0 und aus B ∈ A mit B ⊂ A schon µ(B) = 0 oder µ(A \ B) = 0 folgt.
(Umgangssprachlich: Ein Atom lässt sich nicht in kleinere Teile aufspalten.)

Aufgabe 4: 3+3 Punkte

(a) Sei µ das Zählmaß auf dem Messraum (R,P(R)). Bestimmen Sie die Atome
von µ.

(b) Zeigen Sie, dass λd keine Atome besitzt. (Man sagt λd ist atomlos).
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