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Motivation

Erinnerung:
ue LP(Q) @/ |u(x)|Pdx
Q

:/ A(lu(x)])dx < o0
Q
mit A: Ry =Ry

t —tP

Mogliche Verallgemeinerung: Ersetze A durch eine andere konvexe und
monoton steigende Funktion!
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N-Funktionen
Definiere zunachst
a:Rf - RY
mit
* a(0) =0, a(s) >0 fiir s > 0, lims_, a(s) = o0

e a(t) > a(s) falls t > s
® a ist rechtsstetig

Dann nennen wir

A(t) = /Ot a(s)ds

eine N-Funktion
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Eigenschaften

A ist stetig
A(t) > A(s) furt > s
Es gilt mit r > (<)1:
= fort a(s)ds = rfot

A ist konvex, denn: A(As + (1
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rs)ds > (< fot a(s)ds = rA( )

f ds—l—f/\

A(As) + A((1 — N)t) < NA(s ) (1 - )\)A(t)
° ||mt%0 A( ) — 0 und IimtﬁOO @ =
1f0 ds<a ) und 1 fo s)ds > 1 ft/2 52%3(%)
Toni Scharle Orlicz-Raume

a(s)ds <

4/14



N-Funktionen
o] 00e00 000000 o]

LMU

Komplementare N-Funktion

Sei durch &(s) = sup,(;)<s t die Pseudo-Inverse zu a gegeben. Dann heifit

t
A(t) = / a(s)ds
0
die zu A komplementidre N-Funktion.

Beispiel: Fiir A(t) = tP, also a(s) = pt(P~1) haben wir
- q— 1
A(t):(l—;) ctimit - 44 =1
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Die Young'sche Ungleichung
Fiir komplementire N-Funktionen A und A gilt:
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Dominanz und Aquivalenz von N-Funktionen, die
A,-Bedingung

e B dominiert A global (nahe unendlich), falls gilt:
Jk > 0:Vt>0(to): A(t) < B(kt)

e B und A sind dquivalent falls A von B und B von A dominiert wird.
o A erfiillt die Ay-Bedingung global (nahe unendlich), falls gilt:

Jk > 0:Vt > 0(tp); A(2t) < kA(t)
<, Vr > 03k > 0: YVt > 0(tg)A(rt) < kA(t)

Beispiel: tP erfiillt die A,-Bedingung global und dominiert t9 nahe
unendlich, aber nicht global falls g < p.
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Die Orlicz-Klasse Ky

Wir definieren

KA_{U Q5C: / |)dx<oo}

Ka ist dann aufgrund der Kovexitdt von A stets selbst konvex, im
Allgemeinen aber kein Vektorraum.

Erfiillt A aber die A,-Bedingung global, so gilt fiir u € Ka:

Jo A([Au(x)])dx < k(|A]) [q A(Ju(x)]) dx < co und Ka wird zum
Vektorraum. Ist |Q| < oo, so geniigt die Erfiillung der Ap-Bedingung nahe
unendlich:

A (| u(x)])dx = A ([ u(x)])dx A ([ u(x)]) dx
/Q (Au()]) /U(X)Sto (IAu(x)]) +/U(X)>t0 (Au(x)])
gA()\to)|Q|+k/ A(u(x)]) dx < 0o
Q
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Orlicz-Raum L4 und Luxemburg-Norm

Wir definieren Ly = LH (Ka) und statten den Raum mit der Norm

||u||A:inf{k>o:/QA<|”(kx)’> dx < 1}

Das Infimum wird angenommen, denn mit monotoner Konvergenz und der
Stetigkeit von A haben wir:

JA G ) 2= f A (457 &
- k\l,xi|r|Tl11||A/Q (‘U(kXN) st

Orlicz-Raume

aus.
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Eigenschaften

® (La,l|-||a) ist ein Banachraum.
(Beweis analog zur Vollstindigkeit von LP)

o Jolu( x)|dx < 2||ul|al|v|| 5 fiir komplementdre N-Funktionen A
und A, denn

Skt (3(3) A5

Beispiel: Fiir A(t) = tP haben wir Ka = Ly = LP und ||.||a = ||.||p, denn

lull, = inf{k >0 /Q lu(x)[P < k"}
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Einbettung
Lg — La < A dominiert B

o> fa (i) fa (L) o

= |[ulla < Kllulls

Fir “=" betrachten wir eine Folge k, mit B(nk,) < A(k,) und definieren
up, = knXa, wobei [Q,] = (B (nk,)) ™" ist und es gilt:

/QA(k,,)dx>/ B(nkp)dx =1

Qn

1
= (HUnHA > 1A ||unllg = ) = id: Lg < Laist nicht stetig
n
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Der Raum E4

Ea:=T{u:Q = K| [[u]lo < o0, suppu C B(0, R)} "

Es gilt Ea C Ka: (||v]|oo < 00,suppv C B(0,R), u € Ea, |lu—v||la< %)

1 2u—2
/A(|2u—2v|)dx§/A(|uv|> dx <1
[12u = 2v||a Jo o \l[2u—2v[a

1 1
= (2u—-2v) e KaN2veE Kp) = u= §(2u—2v)+§(2v) € Ka

E, ist damit ein Untervektorraum von Kj.
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Ep ist sogar der maximale Unterraum von Ky, denn wir definieren:

u(x),falls |u(x)| <j und |x| <j

ui(x) =
J( ) 0, sonst

und haben, falls u in einem beliebigen Unterraum von K4 liegt, mit
majorisierter Konvergenz fiir j grol genug:

[ (b o,

Damit konvergiert uj in Norm gegen u und u liegt auch in Ej.
Falls A also die Ay-Bedingung erfiillt, gilt La = Ea = Ka.
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Ausblick

o Auf L4 lasst sich durch |[u]|(a) = sup|.<1 | [ uv| eine weitere Norm,
die Orlicz-Norm, definieren und wir haben [|u[[a < [[ul[(a) < 2]|u]|a.

o Es gilt (La,|I-11a)" = (B |11 4)
e Analog zu den LP-Riumen kénnen auch fir Orlicz-Raume
Sobolev-Raume definiert werden.
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