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Minimalflachen




S C R3 Minimalfliche, p € S,

B,(p) € R3 mit geniigend kleinem r > 0

Ag,(p)(S) < Ag,(»)(5)




Der Losungsansatz von Haar
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minimiert das Flachenfunktional
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mit f: Q= R, flog =P




LubwiG-

Probleme und Ldésungsweg

’LMU

Probleme bei Minimierung von Flachen

Minimalfolgen miissen nicht konvergent sein

Weg:
e Aq auf Rdumen verallg. Funktionen zu studieren
e die Existenz der Minimalflache beweisen

Losung:

Strenge Konvexitdt von Q - damit f beschrankt ist

Lipschitzstetigkeit - damit die Minimalfolgen konvergieren

Lipschitzkonstante Funktionen - Eindeutigkeit der L&sung

Bounded Slope Condition - Existenz der Ldsung

Alexandra Meyer Minimalflachen 4/15



’LMUMW Lipschitzstetigkeit
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Definition von Lipschitzstetigkeit

f : Q — R heiRt Lipschitz-stetig auf Q falls eine Konstante M > 0 gibt mit
[f(x) = f(y)l < Mlx —y| Vx,y €Q

Die Lipschitzkonstante Lip(f) von f ist die kleinste dieser Zahlen

Lip(Q2) := {f : Q — R|f Lipschitz stetig, f beschrankt}

Satz von Rademacher

f : Q — R Lipschitz-stetig, dann existiert eine Ableitung von f f.i. auf Q
mit

|VE(x)| < Lip(f)  Vx € Q differenzierbar
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’LMU Eigenschaften von Aq

T,
MONCHEN

Satz
Q Auf Lip(Q2) ist Aq ein konvexes Funktional

@ C C Lip(Q2) konvexes Teilmenge, die nicht zwei nur durch eine
Konstante verschiedene Funktion enthilt = Aq streng konvex auf C

Beweisskizze von (1): Mit f,g € Lip(2), 0 <t <1

Aq(tf + (1 — t)g) < tAqa(f) + (1 — t)Aq(g)

wobei Gleichheit gilt fiir t =0, t =1 oder Vf = Vg fast lberall.
Beweis von (2): Mit f, g € Lip(Q2), 0<t<1

Aq(tf + (1 — t)g) = tAqa(f) + (1 — t)Aa(g)

Mit (1) folgt Vf = Vg f.i. Da f Lipschitz-stetig: Vf — Vg := Vp = 0 f.i.
= ¢ = konst = f = g nach Wahl von C

Beispiel: C = {f € Lip(Q) : flopq = @, f € C°(Q)} mit Randfunktion &
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Definition

R>Lip(®): Lipr(Q,®) = {f € Lip(Q) : flog = Blog, Lip(f) < R}

Satz
In Lipr(£2, ) existiert genau ein fgr € Lipr(€2, P) mit

Aa(fr) < Aa(f)  Vf € Lipr(Q2,2)

Beweisskizze:
e (fm) eine Minimalfolge in Lipr(Q2, P)
e Man zeigt, dass die Minimalfolge gleichmaRig beschrankt
e Satz von Ascoli = 3 Teilfolge(gm) und fr € C°(Q) gegen die g, auf
Q gleichmaRig konvergiert, fr € Lipr(Q2, P)
e Mit Konvexitdt von Aq folgt Eindeutigkeit.
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Vergleichssatz

e U Lipschitz-stetige Funktion mit Lip(V) < R, gr sei Aq minimal in
Lipr(Q2, V), fg sei Aq minimal in Lipg(Q2,®) , gilt ¥ < @ auf 0Q
dann folgt

fR < 8R aufﬁ
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wiee  Bewels des Vergleichssatzes

Beweis: Mit hg := min(fg, gr) € Lipr(Q2, P)

Aq(fr) < Aa(hr) = Alfe<gr](fR) + Alfe>grl (&R)
= A[fR>gR](fR) < A[fR>gR](gR)

Analog fiir Hg := max(fr, gr) € Lip(Q, V) = Aq(gr) < Aq(Hr) folgt

A[fR>gR] (gR) < A[fR>gR] (fR)

zusammen folgt Aq(fr) = Aq(hr).

Mit der Eindeutigkeit von fg in Lip(Q2, ) = fr = hg = min(fg, gr)
mit der Vorraussetzung & < V folgt fgp < gr auf Q
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’LMU,:'IU Bounded Slope Condition Definition

I:={(z,9(2)) : z € 02} Randmannigfaltigkeit

Definition von B.S.C.

Die Randmannigfaltigkeit I erfiillt die Bounded Slope
Condition(beschrankte Steigung) mit Konstange K > 0 falls gilt, dass es
fiir alle p = (x0,®(x0)) € T eine affin-lineare Funktion L* : R” — R

Lf(x) =aT - (x — x0) + D(x0) at =af(p) eR

gibt, mit den Eigenschaften
o Ly(x) <P(x) < Li(x)
o laf| <K
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Satz

Q C R” beschrinkt und konvex, @ : 9Q — R Lipschitz-stetig, B.S.C. mit
K > 0 erfiillt. Dann gilt: fg eind. Minimalstelle von Agq in Lip(2, #) und

VR > K : Lip(fr) < K
Beweisskizze: xp € 0Q und L™ < ¢ < Lt auf 0Q mit Lip(LF) < K,
L™ (x0) = ¢(x0) = LT (x0)

Vergleichssatz = L~ < fr < Lt auf Q
Fiir x € Q folgt:

fr(x) — fr(x0) < LT(x) — fr(xo) = LT(x) — LT (x0) < K|x — xo|

Analog: fr(x) — fr(x0)| > —K|x — x|
= [fr(x) —fr(y)| < Klx—y|  VxeQ,yecdQ
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AbschlieBender Satz

y
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LMU
:

Satz

Sei Q beschrankt und konvex sowie @ : 02 — R Lipschitz stetig. Erfiillen Q
und @ eine B.S.C., so gibt es genau eine Funktion

felip(Q,®):={g € Lip(Q) : glag = P}, so dass Vg € Lip(Q2, D) gilt:

Aq(f) = /Q mdx < Aq(g)
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AbschlieBender Satz

Beweisskizze Wihle R > K, fg € Lipr(2,®) Minimalstelle. Lip(fr) < R
Es gilt fr + (g — fr) € Lipr(, &) Vg € Lip(, &), || < 1

= Aa(fr) < Aqa(fr + (g — fr))

VIVE—1) gy — 0 mit

daraus folgt: fﬂm

Viv(g—f) f
Ml—i—\Vgde—/ \/1+\Vf]2dx>/
/ 1/1+fVﬂ2
folgt:

1+v2dx2/ 1+ |VF|2dx
/Q\/ Vel [i+ive
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Zusammenfassung

Das Flachenfunktional minimeren

Aa(f) = /Q J1+ |V Pdx

Weg:
e Strenge Konvexitat von Q - damit f beschrankt ist
o Lipschitzstetigkeit - damit die Minimalfolgen konvergieren
e Lipschitzkonstante Funktionen - Eindeutigkeit der LGsung

e Bounded Slope Condition - Existenz der Ldsung
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