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Einfihrung

Ziel:
a) Wir wollen Bille {B;}; finden,
die ohne Erweiterung, eine Menge A iiberdecken

und %B,- sollen disjunkt sein.

b) Die Balle sollen A endlich iiberdecken.
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Besicovitchs Uberdeckungssatz

Ist F eine Menge abgeschlossener Bille im R"” mit
sup{diam(B) : B€ F} < c¢
und A ist die Menge der Mittelpunkte der Bille in F,

dann existiert Gi,...,Gn, C F so dass jedes G; ist eine Sammlung zdhlbarer

Np
disjunkter Billein Fund AC J U B.
=1 BEG,’
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Beweis (Theorem)

Annahme: A ist begrenzt und D := sup{diam(B) : B € F}

Wihle einen Ball B; = B(ai, 1) € F so dass r; >

EN[eN)
Nlle}

g
Aj =A-— U B,'
i=1
e Ist A =0 STOPund J=,—1
e Ist Aj # () wahle B; = B(aj, rj) € F so dass a; € A; und
rj > 3sup{r: B(a,r) € F,a € A;}
o Ist Aj # () V) setze J = o0
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Behauptung *1
Ist j > i dann r; < %r;
Beweis: Annahme j > i = a; € A;
somit r; > 2sup{r: B(A,r) € F,a€ A} > 3r;
Behauptung *2
Die Bille {B(aj, %)}JJ:1 sind disjunkt

Beweis: Sei j > i = a; ¢ B;

Wl
+
Wl

_ 2r; i 23,
daher |a; —aj| >ri=F +F >4+ 53>
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Behauptung *3 Ist J = oo dann lim r; =0
—_— Jj—00

Beweis: Nach Beh. *2 sind die Bille {B(a;, 3) 1 disjunkt.

Weil a; € A und A begrenzt = r; — 0

J
Behauptung *4 A C | B;
Dehauptung "% =

Beweis:

e |st J < oo trivial

e Annahme J = oo
Ist a € A dann 3r > 0 sodass B(a,r) € F
Nach Beh. *3 existiert ein r; mit r; < 3

4
—1

Es ware ein Widerspruch zur Wahl von r; falls a ¢ U Bi

=
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Sei k > 0 fixiert und / :={j: 1 <j<k,BjNBx#0}
Wir mochten die Machtigkeit von | abschitzen
K:==1n{j: rp<3n}

Behauptung *5 Card(K) < 20"

Beweis: Sei j € K = BjN Bk # 0 und r; < 3ry

Wihle x € B(aj, ) = |x — ax| < 5«

Also gilt B(aj, ) C B(ak,5rk)

a(n)5"(r)" = L"B(ak, 5rx) > .§<L”B(aj, %) = .ga(n)(%)” >

S a(n) (%)™ = Card(K)a(n) %)

4n
jek
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Nun schitzen wir Card(/ — K) ab.
Seii,jel—K=BiNBx#0 BjNBx#0®und r; >3r, rj > 3ry
Sei © der Winkel zwischen den Vektoren a; und a; weil |ax| =0
Unser Ziel ist es eine untere Schranke fiir © zu finden.
0.B.d.A. |ai| < |aj

3re < ri <laj| < ri+rx

3re < rj <laj| <rj+ry
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Behauptung *6a

Ist a; ¢ Bj = cos(©) < 2
Beweis:
Fallunterscheidung zwischen |a; — aj| > |aj| und |a; — aj| < |aj|

) . |a;|>+]aj]%>—|a;—aj|? |ai]? 1 -5
- — < i < = =2
Kosinussatz fiir 1. Fall cos(©) 2ailla;] = ailla] =2 <6

= © > arccos(32)
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Behauptung *6b  Ist a; € Bj = cos(©) < %

Beweisidee: Siehe Skizze

Insgesamt ist © > arccos(g—i) =00 >0
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Behauptung *7 3 ein konstantes L, sodass Card(/ — K) < L,
Beweis: Fixiere 5 > 0 und x € §B(0, 1) sowie y,z € B(x, rp)

= Winkel zw. y und z < ©

L, Bélle mit Radius ry und Mittelpunkte auf §B(0,1) iiberdecken Rand.

0B kann mit L, Billen mit Radius rpr, Uberdeckt werden.
Nach Beh. *6 ist © > ©g
= Card(l — K) < L,

Insgesamt Card(/) = Card(K) + Card(l — K) <20" + L, < M,
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Definition von Gy, ..., Gy

n

Def. 0 : {1,2,...} —{1,..., M,}
a) o(i) =i fir1 <i< M,
b) Fir k > M, gilt:
Card(j : 1 <j < k, Bj N Bysy # 0) < M,
3l €{1,...,M,} sodass By11 N Bj =0V,
=o0(j)=1(1<j<k)und G;:={B;:0o(i) =}

J M,
Insgesamt: AC U Bi=1 U B
i=1 i=1BEG;
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