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Aufgabe 1: (24+242) Punkte
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:
1 = (—1)k22k = 1\ ()
Z (Zk) ) Z (2k) Z (1 N E) :
k=1 \k k=1 k=1

Losung zu Aufgabe 1:

Fiir die erste Summe verwenden wir das Quotientenkriterium sei ay = (21k) . Mit der
k

Definition des Binomialkoefizienten folgt:

a Ghy k+1)2 1 k+
’ k+1 ‘ (kD)2 ( ) 1 < 1
(2k+2)! =
ak e Dh 2k+2)2k+1) 22k+1~ 2

Daraus folgt, dass die Reihe absolut konvergiert.
Fiir die zweite Summe verwenden wir nochmals das Quotientenkriterium sei a; =

(71)1‘:2%
2k)!
2222k
‘U«kJrl‘ _ CRr2)CkFD(2R)! 4 L
ak (22%), (2k +2)(2k + 1) '

Daraus folgt, dass die Reihe absolut konvergiert.
Fiir die dritte Summe verwenden wir das Wurzelkriterium. Wir betrachten daher

die Folge o
(D) () =

k
Wir Zeigen nun, dass (1 — %) — % < 1. Wir formen um:

S () = () () () b

(-4

Hierbei haben wir verwendet, dass das Produkt von konvergenten Folgen konver-

giert. Da die folge é — e folgt, dass ay, LN 1. Daraus folgt, dass |ax| <1- %1 < 1

fiir fast alle k. Damit folgt nach dem Wurzelkriterium die absolute Konvergenz.
Aufgabe 2: (24+241) Punkte
Sei /1(R) := {& = (zy)), reelle Folge : > 12, |zx| < oo}

(a) Zeigen Sie, £1(R) ist reeller Vektorraum iiber R.

(b) Wir definieren die 1-Norm ||(z)kll; := > peq [2x| > 0. Zeigen Sie, dass

(a) [|z]|; = 0 genau dann, wenn = = (0).



() ||az|, = |a|[|z||,, fir alle « € R und = € {*(R).
() llz+yly < llzlly + llyll, fiir all z,y € £1(R).

(c) Folgern Sie aus den obigen Eigenschafften, dass d(x,y) := || — yl|; eine Me-
trik auf ¢*(R) ist.

Aufgabe 3: (3+2) Punkte
(a) Sei x € [0,1). Zeigen Sie, dass dann eine Folge ay, mit aj € {0,..,9} existiert,
so dass
> o=
—a = .
Pt 10

(b) Folgern Sie, dass jede reelle Zahl als Dezimalzahl dargestellt werden kann.

Aufgabe 4: 4 Punkte

Wir betrachten die Leibnizreihe: Y -, (_é)k. Zeigen Sie, dass es fiir jedes ¢ € R

eine Umordnung der Reihe gibt, die gegen ¢ konvergiert.
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