Analysis einer Veranderlichen

Dozent: Prof. Dr. Lars Diening

WS 13/14

Version vom 11. Februar 2014 um 15:43 Uhr


http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~diening/




Analysis einer Veranderlichen

Dozent: Prof. Dr. Lars Diening

Vorlesungsskript
am Mathematischen Institut
der Ludwig-Maximilians—Universitat
Miinchen

ge'TEXt von

Thomas Eingartner


http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~diening/
https://www.mathematik.uni-muenchen.de/
mailto:t.eingartner@physik.uni-muenchen.de




Inhaltsverzeichnis

I!

Mathematische Grundbegriffe|

1.1 Mengen| . . . . . . . .
(1.2 Logische Grundbegrifte, . . . . . . . ... ... ... 0.
(1.3 Abbildungen|. . . . . . . ...
(1.4 Machtigkeit von Mengen| . . . . . . . .. ... ... L.
(1.5 Vollstandige Induktion| . . . . . . . ... ... ...

2_Reelle Zahlen|

2.1 Eigenschaften|l . . . . . . . .. ...
[2.2  Betrag und Beschrankte Mengen| . . . . . . . ... ... ... ... ....

Folgen und Reihen|

3.1 Folgen| . . . . . .
[3.2  Metrische Raume, Abstand|. . . . . . . . ... ... ... ...,
[3.3  Skalarprodukt| . . . . ... ..o
[3.4  Kugeln, Balle] . . . . ... ... ... ..
[3.5 Konvergenz| . . . . . . ..

[3.5.1 Rechenregeln fiir Folgen in Rl . . . ... ... ... ... ... ...

[3.6.3  Absolute Konvergenz| . . . . . . .. ... ... ... ... ...
[3.7 Absolute Konvergenz| . . . . . . . ... ...

14

Stetige Abbildungen|

k.1 Aquivalente Charakterisierung der Stetigkeit| . . . . . . . . . .. ... ...
4.2 Globale Stetigkeit| . . . . . . . ... ... oo o oo
[4.2.1 Abschluss von Mengen| . . . . . . . ... ... ...,
[4.2.2  Das Innere einer Menge| . . . . . . . .. ...
4.3 Kompakte Mengen| . . . . . . . ... oo

0 N = W -

11
12

17
17
17
18
20
22
23
26
27
28
30
32
33
34
35



vi Inhaltsverzeichnis
6 Komplexe Zahlen| 61
6.1 Formale Definition von €. . . . . . . . . ... oo 61
(5.2  Konvergenz / Topologie auf C| . . . . . . ... ... ... ... ... ... 63
6.3  Komplexe Rethen| . . . . . . . . ... oo 63
[>.4  komplexe Exponentialfunktion| . . . . . . .. ... .00 0000 64
6 Trigonometrische Funktionen| 67
6.1 Additionstheoremel . . . . . . . . ... 67
[6.2  Reihenentwicklung von cosund sinf . . . . . . ... .. ... ... ... .. 68
6.3 Konstruktion von zl . . . . . . . . . . .. .. 68
[6.4  Exponentialfunktion im Reellen| . . . . . . . . ... ... ... ... 70
[/ Differentialrechnung| 75
[7.1 Lokale Extrema und Mittelwertsatzel . . . . . . . . .. .. ... ... ... 81
[(.2 _Monotonie von Funktionenl . . . . . . . . .. ... ... 83
[7.3 Konvexitat und Differenzierbarkeit| . . . . . . . ... ... ... ... ... 85
[7.4 die Regeln von L'Hospitall . . . . . ... ... ... ... ... ... .... 88
[ Taylor'schen Formeln| 91
9__Potenzreihen| 97



1 Mathematische Grundbegriffe
14.10.13
1.1 Mengen

Definition 1.1. Eine Menge ist eine Ansammlung von Objekten. Objekte der Menge
heiflen Elemente. Wir schreiben x € M falls x Element von M ist. Wir schreiben x ¢ M
falls x nicht Element von M ist.

Beispiel 1.2.

M ={a,b,c,d, e}
N ={1,2,3,4,...} (natiirliche Zahlen)
NO - {0, 1, 2, }

Q= {]—9 . pEZ, q¢€ N} (rationale Zahlen)
q

R = {reelle Zahlen}
R*={reR: X >0}
0 ={} (leere Menge)

Definition 1.3. Wir definieren die Vereinigung zweier Mengen A und B durch
AUB:={z :x€ AVzx e B}

und den Schnitt durch
ANB:={zx :x€ ANz € B}.

Definition 1.4. A ist Teilmenge von B (in Symbolen: A C B) genau dann, wenn jedes
Element von A auch in B ist.

Beispiel 1.5. (a) 0 C M
(b MCc M
(c) {2,3} CN

Definition 1.6. Die Differenz zweier Mengen A und B ist definiert durch

AB:={xe€A : z¢B}.
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Ist die Obermenge 2 aus dem Zusammenhang klar, so ist A := Q\ A das Komplement
von A (bzgl. Q).

Beispiel 1.7. (a) M\M =0
(b) M\ =M
(¢) No\ {0} =N

Definition 1.8. Bei endlichen Mengen sei #A die Anzahl der Elemente.

Beispiel 1.9. #{1,2,3} = 3.

Definition 1.10. Sei A eine Indexmenge und M, eine Menge, fiir « € A. Dann sei
U M, ={ x| es gibt ein ain A, so dass = in M,}
acA

Beispiel 1.11. Sei A :={1,2}, M; und My Mengen. Dann ist

My UM, = | M,.
a€cA

Definition 1.12. Fiir zwei Mengen A und B sei das Produkt von Mengen iiber
Ax B:={(a,b) : a€ A N be B}
definiert.

Lemma 1.13. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
(a) (AUB)UC =AU(BUC)=AUBUC
(b) (ANB)UC =(AuC)N(BUC)
(c) (AUB)NC=(ANC)u(BNC)
(d) De Morgan’schen Regeln:
e (AN B)Y = (A%) U (BY)
e (AUB)Y = (A°) N (BY)

Bemerkung 1.14. Es lassen sich sogar folgende Gleichheiten fiir beliebige (auch tiberabzéhlbare)
Indexmengen zeigen:

(U Ma> N <U Cﬁ) :( U (ManCy)

acA pseB a,B) € AXB
(ﬂMa>u(ﬂG5)= (| (MaUCy)
acA BeB (a,8) € AxB

() -y
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Definition 1.15. Sei M eine Menge. Wir definieren die Potenzmenge als
PM):={A : AcC M}
Bemerkung 1.16. Sei M := {1,2}. Dann
P{1,2}) =40, {1}, {2} . {1,2}}.

Es gilt immer #X < #P(X), wie wir auf den Ubungsblittern sehen werden.

1.2 Logische Grundbegriffe

Eine Aussage ist stets wahr (w) oder falsch (f).

Beispiel 1.17. Aussagen:
i) Es regnet.
ii) Jeder Student trégt eine Brille.

Definition 1.18. Wir definieren die logischen Verkniipfungen und (in Zeichen: A) und
oder (in Zeichen: V) tiber die Wahrheitstabelle

A|B|AANB | AV B
f|f f f
| w f w
w | f f W
w | w w w

Bemerkung 1.19. Es gelten

A={z : xz € A},
ANB={x : 2 € A N z € B} und
AUB={x :z€ AV z € B}.

Definition 1.20. Wir definieren Implikationen von Aussagen A und B iiber

A= B (Aus A folgt B)
A& B (A ist dquivalent zu B)
A:& B (A ist definiert als B)

Bemerkung 1.21. Analog zu N und U gelten folgende Verkniipfungen mit A und V:

(ANB)VC =(AVC)AN(BV(O)
(AVB)ANC=(ANC)V (BV(O).
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Definition 1.22. Wir definieren die Negation durch
= A < nicht A
Beispiel 1.23.
—es regnet < es regnet nicht
und

—(jeder Student trigt eine Brille)
< Es gibt (mindestens) einen Studenten, der keine Brille tragt.

Definition 1.24. Wir definieren die Quantoren durch

d z & Es gibt ein x mit
V x < Fiir alle x gilt

Bemerkung 1.25. Analog zu den De Morganschen Regeln gelten
a) 2(3 ) =v=( )
b) =(v )=3-( )

Beispiel 1.26.

—(V = € {Studenten} : x trigt Brille) < 3 = € {Studenten} : —(x trigt Brille)
< 3z € {Studenten} : x tragt keine Brille

1.3 Abbildungen

Definition 1.27. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f ist eine Vorschrift, die jedem
x € X ein y € Y zuordnet. Wir einigen uns auf folgende Notation:

f:X—=>Y
z— f(z)

X heiBt Definitionsbereich, Y heiit Werte- oder Zielbereich.

Definition 1.28. Wir definieren das Bild von f durch

im(f) :={f(z) : x € X}.

Bemerkung 1.29. Es gilt stets im(f) C Y.
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Beispiel 1.30.
1
f: R\{0} = R, T
Hier ist X = R\{0}, Y = R und im(f) = R\{0}.
Definition 1.31. Die Abbildung

idy X : — X,
r+— T

heifit Identitdt auf X.
Bemerkung 1.32. imidy = X.

Definition 1.33. Eine gegebene Abbildung f : X — Y induziert

f:PX)—=PEY)
f(A) = {f(z) : z € A}

Dies lésst die Schreibweise im(f) = f(X) zu. 17.10.13
Definition 1.34. Der Graph von f : X — Y ist definiert als
graph(f) = {(z, f(x)) : # € X}

Beispiel 1.35. a) f:N—= N, z+— 22
b) Sei A C X. Dann ist die charakteristische Funktion x4 definiert durch

_J1 zeA
M0 r¢ A

Definition 1.36. Sei A € X und f : X — Y. Dann heifit die Abbildung

flAZA—>Y
x— f(z)

Restriktion von f auf A. (f : X — Y ist eine Erweiterung von f|4 nach X.)
Definition 1.37. Seien f: X — Y, g:Y — Z. Dann heifit

gof: X —>Z7
z—g(f(z))

Komposition von f und g.
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Surjektivitat, Injektivitdt und Bijektivitat
Definition 1.38. Sei f: X — Y

a) Man nennt f injektiv, falls aus x # y folgt f(z) # f(y) fiir alle z,y € X.

(alternativ: f(x) = f(y) =z =y)
b) Man nennt f surjektiv, falls f(X) =Y (alle Elemente in der Zielmenge werden ge-

troffen.)
(alternativ: Vy € Y, 3r € X : f(z) = y)
c) f heiit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Beispiel 1.39.
f:R\{0} =R
1

T — —
x

f ist injektiv, aber nicht surjektiv, da 0 ¢ im(f). Allerdings gilt:
FR\{0}) = im(f) = R\{0},
d.h: f:R\{0} — R\{0}
ist injektiv und surjektiv und damit bijektiv.
Beispiel 1.40.
f:N—=N
n—n-+1
ist injektiv, aber weil f(N) ={2,3,...} € N, ist f nicht surjektiv.
Beispiel 1.41.
f:R—=R
v —r=z2(-1)(z+1)
0=f(0)=r(1)=/f(-1)
f ist also nicht injektiv (aber surjektiv).

Bemerkung 1.42. Die Bijektivitdt einer Abbildung f impliziert zwischen X und Y eine
1:1 Beziehung. Ist f: X — Y bijektiv, so gibt es eine eindeutige Umkehrabibildung

1Y -5 X mit flof=idy und fo f~! =idy.
Satz 1.43. Seien f: X — Y, g: Y — Z bijektiv, dann ist go f : X — Z bijektiv und es
gilt
(gof)y™'=fTlog™".
Bemerkung 1.44. Seien f: X =Y, g:Y — Z surjektiv. Dann folgt
(g0 [)X)=g(f(X)) = g(Y)?Z,
=Y sur

also ist g o f surjektiv.
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Bilder und Urbilder von Funktionen

Lemma 1.45. Sei f: X — Y, A B, A, C X, dann gilt:

1.4 Maichtigkeit von Mengen

Die bis jetzt erlernten Techniken iiber den den Umgang mit Mengen und Abbildungen
erlauben nun deren erste Anwendungen. Ein typisches Beispiel ist die Méchtigkeit von
Mengen.

Definition 1.46. Zwei Mengen X und Y heiflen gleichmdchtig, falls es eine Bijektion
f X — Y gibt. Y ist gleichméchtig oder méchtiger, falls es eine Injektion f : X — Y
gibt.

Beispiel 1.47. N und Z sind gleichméchtig, denn (1,2,3,...) — (0,1,—1,2,-2,3, -3, ...)
ist eine bijektive Abbildung.

Definition 1.48. X heifit abzdhlbar, falls X und N gleichméchtig sind.
[Notation: #N = #7Z]

Beispiel 1.49. Wir zeigen: N x N und N sind gleichméchtig. Betrachte

Durchlauft man alle 2-Tupel (a,b) € (N x N) wie in der Abbildung gezeigt, induziert dies
eine bijektive Abbildung i : N — (N x N), also gilt:

# (N") = #N fiir n € N

~—~
Nx--xN

Bemerkung 1.50. Allgemein gilt

#HA <00 = #(A") = (#A)".
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Definition 1.51. Eine Menge A heifit dberabzihlbar genau dann, wenn sie weder endlich
noch abzéhlbar ist.

Satz 1.52. Sei X eine beliebige Menge. Dann gibt es keine Surjektion von X nach P(X)
(d.h. P(X) ist méchtiger als X).

Beweis durch Widerspruch. Angenommen es gibt eine Surjektion f : X — P(X). Sei nun
A:={re X :x ¢ f(x)}. Da f surjektiv ist, existiert ein zy € X mit f(zg) = A

Fall 1: zy € A. Nach Definition von A folgt ¢ ¢ f(xg) = A = xo ¢ A4

Fall 2: g ¢ A. Nach Definition von A folgt z¢ € f(z9) = A = xo € A4

Aus dem Widerspruch folgt die Behauptung. [
Korollar 1.53. P(N) ist iiberabzéhlbar.

Bemerkung 1.54. i) R ist auch iiberabzahlbar.
ii) Q ist abzéhlbar, da #Q = #(N x Z) = #(N x N) = #N.

1.5 Volistindige Induktion

Wir wollen zeigen, dass eine Aussage A(n) fir alle n > ng gilt (n € Ny). Dafiir reicht es zu
zeigen, dass

a) A(ng) gilt (Induktionsanfang) und

b) aus A(n) folgt A(n + 1) (Induktionsschritt).

Beispiel 1.55.

1=1
1+3=4=2
143+5=9=3
Nun lasst sich vermuten, dass

L4345+ 4Cn—1)=> (2j-1)=n

i=1
und wir formulieren

Satz 1.56. Fiir alle n € N gilt



1.5. Vollstidndige Induktion

Beweis. Induktionsanfang (n = 1):
1
dEi-1)=1=1
J=1
Induktionsschritt (n — n + 1):

n+1 n

S@i-1)=3@ - 1)+ Qn+1) -

j=1 j=1






2 Reelle Zahlen

Aus den natiirlichen Zahlen N (oder Ny) ergeben sich durch Subtraktion die ganzen Zahlen
Z. Durch Divison erhélt man @, die rationalen Zahlen (Briiche). Weitere Operationen
(Wurzeln, Grenzwerte) fithren zu den reellen Zahlen R.

2.1 Eigenschaften

R ist ein Kdrper. Dieser wird im Folgenden definiert.

Definition 2.1. Fiir alle x,y, z € R gelte:
a) Addition:
a) Assoziativgesetz (z +y) +z=2+ (y+2)
b) Kommutativgesetz x +y =y + x
c) Existenz des additiv Inversen, d.h. zu jedem z € R exisitert (—z) € R mit
r+(—x)=0
d) Existenz der Null z +0 =z
b) Multiplikation
a) Assoziativgesetz: (xy)z = x(yz)
b) Kommutativgesetz xy = yz
c) Existenz des multiplikativ Inversen: Zu x € R\{0} existiert ein 1 € R mit
r(x7h) =1
d) Existenz der Eins -1 =«
c¢) Distributivgesetz: x(y + z) = (zy) + (z2) = 2y + z2
d) R ist ein geordneter Kérper. D.h.
a) Aus z <y und y < z, so folgt = < z
b) (z <y und y > z) ist dquivalent zu x =y
c) Es gilt immer x < y oder y < x
d) Ausz <yfolgt z+2<y+z
e) Ausz >y folgt x+2>y+ 2
f) Aus z > 0 und y > 0 folgt zy > 0
e) R ist ein archimedisch geordneter Kérper:
D.h. fiir x,y € R mit x,y > 0 gibt es ein n € N mit nz >y
f) Es gilt das Intervallschachtlungsprinzip:
Sei [a, b1] D [az, ba] D [ag, bs] D ..., 80 ist (), 5 [an, by) # 0.
D.h. es existiert € R mit = € [ay,, b,] fiir alle n € N bzaw. x € [, cylan, bn].

21.10.13
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Notation:

[a,0] ={z eR: a<x<b}
fira <b a?)’geschlossen

(a,b) :={z €R: a<x<b}
Oé‘;n

[a,b) :={z €eR: a <z <b}
(a,b] :=={zx €eR: a<z<b}

Bemerkung 2.2.
a) r<y: (x<yund z #y)
b) Fiir z,y € R gilt genau eine der folgenden Eigenschaften:
a) r=y
b) z <y
c) x>y

Bemerkung 2.3.
a) Aus x <y und y < z folgt = < z
b) x4+ 2z <y+z< x <y (addiere (-z))

2.2 Betrag und Beschrinkte Mengen

Definition 2.4. Fiir z € R definieren wir |z| als:

x firxz >0

x| = max{r, —x} =
o { J {—:c fir x <0
Bemerkung 2.5.

a) —|z| <z < x|

b) |z| = Va?

Lemma 2.6. Der Betrag in R hat die folgende Eigenschaften:
a) |z| > 0 fiir alle x € R
und es gilt:
lz] =0 2=0
b) Multiplikativitét:
lzy| = |z||y| fir alle z,y € R
c¢) Dreiecksungleichung:
|z +y| <|z|+ |y| furallez,y € R
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Beweis.
a) v
b) Wir finden o,y0 € [0,00), so dass |z| = zo,|y| = yo. Nun gilt xy = xoyy oder zy =
7
— oo = |ryl = oyo = |2[|yl.
~—
>0

c) Esgilt < |z|,y <|y| =z +y <|z|+ |y

Ebenso —|z| <, —|y[ <y = —(Jz[+ |y]) Sz +y

= —(z+y) <zl +lyl = (@ +y) <lz[+y|

O
Folgerung 2.3
Seien x4, ..., x, € R, so gilt:
Z x| < |z;|  (Subadditivitat)
i=1 i=1
Beweis.
= 1: Kklar!
n = 2: Folgt aus |z; + x2| < |x1| + |22
Induktionsschritt (n +— n + 1):
n+1
D @] =1 ) + T
i=1
n=2 n
< [ s @l + [T
Lv. .,
< (i [mil) + [z
n+1
= Z;E 4.
O

Lemma 2.7. Seien z,y,z € R
a) Aus z > 0 und = < y folgt zz < yz.
b) Aus z < 0 und z <y folgt xz > yz (bzw. yz < x2)
c) 22 >0
d) 22 >0 2#£0

=lz|?

Beweis. Ohne Beweis. O
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Bemerkung 2.8.
a) Ausz>0und z <y = zz < yz

b) Aus:c>0folgt%>O,dax%:(%)2>0f——>o>%>().
) 0<z<ye0<, <,

Definition 2.9. Sei A C R. Dann heifit A nach oben (unten) beschrinkt, falls es ein b € R

mit a < b(b < a) fir alle a € A gibt. b heifit obere (untere) Schranke von A.

Beispiel 2.10.
a) {1,3,7} hat untere Schranke 0 und obere Schranke 4.
b) (—o0,2) U (3,4] hat obere Schranken 5,4, 7 aber keine untere Schranke.

Satz 2.11. Jede nach oben beschrinkte Menge A C R, A # () besitzt genau eine kleinste
obere Schranke. Diese heifit Supremum von A. (In Symbolen: sup(A))

Beweis. Sei A nach oben beschrinkt, A # ). Sei by obere Schranke von A und sei
agp € A = ag < by Sei Iy = [ag, bol.
Konstruiere Intervallschachtelung mit

a) b, ist obere Schranke von A

b) a, € A (= a, < by,)

) by —a, < 27" by — ag

d) I, C I,y mit I, :== [a,, b,]

Falln =0: v
Schritt n +— n + 1. Fall: 4% ist obere Schranke von A:
Dann setzen wir a,.1 :=a, € Aund b, = a”';b". Es folgt [ani1,bni1] = [an+1, “";b"} C

1V
[an, bn} Und bn—i—l — Qpt1 = % |bn — CLn| < %27n|b0 — CLO| = 27n71|b0 — ao].

Fall % ist nicht obere Schranke von A. Dann existiert a,,; € [a";b”,bn] N A. Sei

bn+1 = bn

= bn+1 —p+1 < b, — a"TJ'_b" = bnzan %/ %27n|b0 — CL[)|.

Ausserdem ist [ap11,0n11] C [a";“ 2. b, C [an, by). Nun folgt, dass o D11 D ...
Nach dem Intervallschachtelungsprinziep gilt (", I, # 0 = 3d € ()2, I
Behauptung: d ist obere Schranke von A.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen d ist nicht obere Schranke.

= Jae Amita >d (2.1)
Nach dem Archimedischen Prinzip existiert ein n so, dass

’&—d| 22" > |b0—a0|
= |a—d| >27"|by — ao|
~——

>0
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da d € [ay, by, d.h. a, < d
=b,—d<b,—a,<2"by—ao|<|a—d =a—d
= b, <a (4 zub, ist obere Schranke von A)

Wir zeigen weiter: d aus Satz 2.6 ist kleinste obere Schranke.
Angenommen, es gibe eine obere Schranke d von A mit d < d

Wihle n so, dass
|d—d’ 22" > |b0 —(lo| = |d—d| > 2_n|b0 —(lo|

=d—a, < dgbnbn—an§2_"|bo—a0|<d—cZ:>—an§—cZ:>cZ<an
<~

= 4 zu d ist obere Schranke = a,, < d von A. O

-~

Bemerkung 2.12.
e sup(0,7) =7 € R.

e Das Supremum einer beschréinkten Menge A C Q muss nicht in Q liegen.
24.10.13

Definition 2.13. Ist A nach unten beschrinkt, so heifit die gréfite untere Schranke Infi-
mum von A (in Zeichen inf A).

Bemerkung 2.14. Es gilt a < b < —b < —a Damit lésst sich inf A = —sup(—A) zeigen
(Ubung!).

Definition 2.15. Ist A nach oben unbeschriankt, so setze sup A := oco. Ist A nach unten
unbeschrankt, so setze inf A := —oc.

Definition 2.16. Man nennt R := R U {co0, —0o} erweiterte reelle Zahlen.

Wir setzen:
sup () := —o0
inf 0 := +o0
Bemerkung 2.17.
sup: P(R) - R
inf : P(R) — R

sup(A U B) = max{sup 4, sup B}
Fiir eine Indexmenge I sei

sup a, :=sup{a, : a € I}
acl
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Definition 2.18. Sei A C R. Ist sup A € A, so nennt man sup A auch Mazimum von A.
Beispiel 2.19. Zwar gilt
sup(0,1) =1 = sup(0, 1],
aber 1 ist nur ein Maximum von (0, 1], nicht aber von (0, 1).
Konvention:

—00 < a < oo fiir jedes a € R.



3 Folgen und Reihen

Ein wesentlicher Begriff der Analysis ist die Konvergenz. Diesen fithren wir in diesem
Kapitel ein.

3.1 Folgen

Definition 3.1. Sei M eine Menge. Eine Folge ist eine Abbildung ¢ : N — M. Wir nennen
p(n) das n-te Folgenglied.
Schreibweise:

(a1, as, ...) oder (a,), oder (a,),eny wobei a, := p(n).

Bemerkung 3.2. Folgen kénnen auch bei ng € Z beginnen, z.B. (a_1, ag, ay, ...) (Index-
verschiebung).

Beispiel 3.3.
a) (1,2,3,...) = (n)n

b) (4,4,4,...) konstante Folge
c) (1, ;, ;’, ) = (%)n eine Folge in Q (bzw. R)
Q) (), = (Lis )

Bemerkung 3.4. Mann muss zwischen der Folge (x,,),, und ihrem Bild {x,, : n € N} (Menge!)
—_———

unterscheiden.

Bemerkung 3.5.
a) Man kann Folgen in R™ Wéihle (R? = Ebene)
b) Folge von Intervallen ([—1 + —, %D

3.2 Metrische Raume, Abstand

Wichtig fiir Folgen und Konvergenz ist der Abstand (Metrik).

Definition 3.6. Sei M eine Menge und d : M x M +— [0,00), (a,b) — d(a,b), mit den
drei Eigenschaften:

M) (d(z,y) =0« x=y) fir alle z,y,e M
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MQ) d(l’, y) = d(y7 .Z')
M) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Dann heifit d Metrik (auf M) und (M, d) heifit metrischer Raum.

Beispiel 3.7.
a) Sei M :=R, d(z,y) := |z — y|. Dann ist d Metrik, denn:
i) diz,y)=|lr—y|l=0cr—y=02=y
ii) d(z,y) = |z —y| =y — 2| =d(y, 2)
il) d(z,y) = |z —yl =z -2)+ -yl <|v -2+ |z -yl =d(z,2) + d(y, 2)
b) R" z = (z1,...,2,) € R"
Dann ist d(z,y) := max;—1__, |v; — y;| eine Metrik auf R™
Notation: ||z||e := max;—
c) R”
Dann ist d(z,y) ==Y, |zi — yi| = ||z — y||1 eine Metrik auf R".
Notation: ||z||; := >, |z;| (1-Norm)
d) Euklidischer Abstand:
d(z,y) == />, |zi — yil? ist Metrik auf R".
Wir definieren ||z|]2 := />, |z;]? fiir © € R™ als die euklidische Norm von x.
Wir zeigen spéter, dass d(x,y) = ||z — yl|2 eine Metrik auf R" ist.

.....

3.3 Skalarprodukt

Definition 3.8. Fiir z,y € R" sei -y := > " (z;4;) und ||z||2 = vz - z die euklidische
Norm auf R.

28.10.13

Lemma 3.9. Fiir z,y, € R" gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
-yl =Y wiys] < lzll2llyll2
i=1

Beweis. Fall © = 0: z.Z. (zu Zeigen): 0 < 0 v/
Fall y =0: v
Fall z,y, # 0: Wir definieren

1 1 1
= rund b := ——vy, d.h. a; ;= ——x; und b; == ——v,, fiiri =1,...,n.
[|]2 [yl]2 JE1P [yl]2

Damit gilt

llalls = [[blla = 1,
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denn

T DI P ) o
= SRR B

Wir verwenden, dass fiir alle s,t € [0, 00)

2 2

< 4
Sts oty
)

gilt (letztere Aussage ist dquivalent zu 0 < (s — ¢)? und damit wahr). Nun berechnen wir
direkt

ja- bl =

a’Zl

a2 |b|2 11
<57 Jasbi| < ==, 1
Zra | Z( e (3.
wobei wir
TS ST
=1 =1

verwendet haben. Mit der Definition von a und b folgt nun direkt

(1)

eyl '
Vi =la- bl <1
P~ e
Multiplikation der letzten Gleichung mit ||z||2||y||2 beweist die Aussage. O

Lemma 3.10. Fiir z,y,€ R" gilt ||z + y||2 < ||z||2 + ||y]]2

Beweis. Wir zeigen ||z + y|[*> < (||z]|2 + ||y||2)?, woraus die Aussage direkt folgt. Dafiir
berechnen wir direkt

e +yll3 =) o+ wil?

i=1

(o) eSS

)

< llallz + 2l -yl + [lyll3

< 1213 + 2ll=ll2 - 1yl + [lyl13
= (lzll2 + [lyll2)*,

wobei wir bei () die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwendet haben. [



20 3. Folgen und Reihen

Lemma 3.11. Fiir d(z,y) := ||z — y||2 ist eine Metrik auf R".

Beweis. Wir miissen die Definition einer Metrik iiberpriifen.
M1) Es gilt

d(z,y) =0 <= [l —y|[; =0
:)Z|xi_yi|2:0
i=1
|z, —y|=0firi=1,..n
=y, firi=1,...,n
— T =Y.

M2) d(z,y) = |z = yll> = \/Zlhf —ul =) v il = ly = 2l = dly,2).

M3) flz —yll, < [lz—=2|l2+ ||zi+y||2 daz—y - (r—2)+ (2 —y) und der eindimensionalen

Dreiecksungleichung.
[

3.4 Kugeln, Bille

Definition 3.12. Sei (X, d) metrischer Raum. Fiir x € X und » > 0 (d.h. r € (0,00))
definieren wir

B.(x) = B(z,r) :={y € X : d(z,y) < r} (offener Ball) und
B,(z) = B(z,r) :={y € X : d(x,y) < r} (abgeschlossener Ball)
Des Weiteren sei

Sp(z) == S(z,r) :={y € X : d(z,y) = r} (Sphére).

Damit ist

In allen Fallen heifit » der Radius.

Beispiel 3.13.
a) Fall: d(z,y) = ||z — y||2. In diesem Fall ist die Kugel glatt, d.h. sie hat keine Ecken.

b) Fall: d(z,y) = max;—
¢) Fall: (z,y) = [|lz —ylls = 220 [7i — vl
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Einheitsball im R2? mit verschiedenen Metriken:

~ -1l

T

112

Bemerkung 3.14. Fiir x,y € R" gilt
2]l < [lfl2 < []]]s-
Fiir n = 2 heifit das

max{lal, [b[} < +/|a* + [b]* < |af + [b].
fiir (a,b) € R% Weiterhin gilt fiir alle x € R"

n

lell = 3" 1wl < n max foil = nlla]|.

- =l n
Fir z = (1,...,1) gilt offenbar n||z||o = n = ||z||1, vorige Ungleichung ist also scharf.

Definition 3.15. Sei A C X und A # () und (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit A
beschrankt, falls der Diameter, bzw. Durchmesser von A definiert als

diam(A) := sup d(z,y) < oo.
z,y€A

Definition 3.16. Eine Abbildung f : Z — (X,d) mit (X,d) metrischer Raum heifit
beschrankt, falls im( f) beschrankt ist.

Beispiel 3.17.
a) f:R— R mitim(f)=[-1,1]
— f ist beschrankt
b) 1 :R\{0} — R;z ~ 1 ist unbeschréinkt.

Definition 3.18. Fiir A, B C X mit (X, d) metr. Raum ist der Abstand zwischen den
Mengen A und B definiert als

d(A, B) :=inf {d(a,b) : a € Aund b € B}.
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3.5 Konvergenz

Fiir reelle Folgen:

Definition 3.19. Sei (z,), reelle Folge und z € R. Wir sagen (x,,),, konvergiert gegen x,
falls fiir alle € > 0 es ein n. € N gibt, so, dass |z, — x| < ¢ fur alle n > n..

In Zeichen:
i) z, = x fiir n = oo
i) o, &
iii) lim z, =«
n—oo

Bemerke: Fiir fast alle n (alle bis auf endlich viele) gilt: |z, — z| < e.
Fiir metrischen Raum:

Definition 3.20. Sei (x,,), Folge im metrischen Raum (X, d) und = € X. Wir sagen (z,,)s,
konvergiert gegen x, falls es fiir jedes € > 0 ein n. € N gibt, so, dass d(z,,z) < ¢ fiir alle
n > ne.. Dann heifit x Grenzwert von (z,,),.
In Zeichen:
lim z, = z in (X,d), z, = z in (X, d)
n—oo
Bemerkung 3.21.
a) Konvergenz heift, dass fiir jedes € > 0 fast alle z,, in B.(x) sind.
b) x, — x in (X, d) genau dann, wenn d(z,,r) — 0 in R.

Beispiel 3.22.

a) Sei z, = % Wir zeigen, dass lim % = 0. Sei dazu ¢ > 0, dann existiert nach dem
n—oo

archimedischem Axiom ein n, > % und (0 g)% < ni fiir alle n > n.. Daraus folgt

|z, — 0] = |2 = 0| = L <& fiir n > n..
b) Sei z, := 4 (konstante Folge). Offenbar gilt dann lim z,, = 4.
n—oo
c¢) Ein Beispiel in R?:
1 3n+1\ 4 3
o ae) 7 (08)
< * n  dn+1 5
N~ N
=0 347

Definition 3.23. (z,,), heifit divergent, falls z,, nicht konvergiert.
Beispiel 3.24. ((—1)"),ey ist divergent (sieche Présenzaufgaben).

Bemerkung. Sei (z,), eine Folge in (X, d).
Dann heifit (x,,), beschrinkt, falls das Bild {x,, : n € N} beschrankt ist.

Lemma 3.25. Sei (x,) konvergente Folge in (X, d). Dann ist der Grenzwert eindeutig.
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Beweis. Sei z,y € X mit x, 2z und z, > Y.

Behauptung: = =y

d(z,y) < d(z,z,) + d(z,,y)

Da z, — x und x,, — y existiert ein n. € N mit d(x,,z) < € fir n > n. und d(z,,y) < €
fir n > m. = d(x,y) < 2¢ fiir n > max{n.,m.}. Da ¢ > 0 beliebig folgt d(z,y) = 0 =
T =1. O]

Lemma 3.26. Sei (z,), konvergente Folge in (X, d). Dann ist (z,), beschrénkt.

Beweis. Sei z € X der Grenzwert, d.h. z,, = .

= Es existiert ein ng mit d(z,,x) < 1 fir n > ny.

= d(xp, r) < mazx{l,d(zy,x),...,d(Tp,,x)} =1 R < oo fir allen € N

= d(Tn, vx) < d(Tp,v) + d(zg, ) < 2R fir alle k,n € N

= {x, : n € N} ist beschrinkt. O

3.5.1 Rechenregeln fiir Folgen in R

a) Ty > T, Yy =Y =>Tp+ Yy > T+Y
b) Tp 2T, Yn Y = Tp"Yn 7T Y
¢) Tn = x,y, — y und y,y, # 0 fiir fast allen = 72 — 2

Beweis von 1). Wir zeigen: |(z,, + y») — (x +y)| < ¢ fiir alle n > n..

(T +yn) = (@ +y)| = [(Tn —2) + (Yo — Y)| < |20 — 2] + Y0 — Y|

Sei e > 0= In. € Nmit |z, — 2| < 5 und |y, —y| < § fiir alle n > n. (da 2, — = und
yn, — y). Daraus folgt: |(x, + y,) — (v + y)| < €. Daraus folgt die Behauptung. O

Beweis von 2).

|Tpyn — 2y| = [(2n — )Y + 2(yn — v)| < |20 — 2||yn| + 2]y — Yl

Da y, — y existiert ein R > 0 mit |y,| < R fiir alle n € N.
= 2oy — 2yl < |20 — 2[R+ |2]|Yyn — Y|

.. 1.1 1 ..
Wiéhle n. € N so, dass |z, — 7| < 565 und |y,| < mT s fir alle n > ne.

Daraus folgt: |z,y, — zy| < 3¢ + 1f||$‘§ <e. O

Beweis von 3). Wir zeigen zuerst y, — y,y # 0 = yin — i Zunéchst wahle ng so, dass
|yn—y|<%7é0fﬁrn2no

= [ynl > |yl = |y — yal > > 0 fiir n > no.

= Die Folge yin ist ab ng wohldefiniert!

Nun gilt fiir n > ng

_ ‘y - yn|
|y [y

1 1‘_'y_yn
Yn Y YnlY
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11 .
=y — yp|—— fir n > ng
Yl Y]

<y -yl 2 da gl > <1yl
SNY = Yn|777 7 da |Yn NUR
ly| |y 2

1 2
= Tunl <Tol
Wir wahlen nun n. so grof}, dass
ly|?
|y — yn <€T fiir n > n.
1 1 2
'— - — €M—2 = ¢ fiir n > max{ng, n.}.
Y Yn 2 |yl
Da ¢ > 0 beliebig, folgt yin — i
O]
Zuriick zu 3): Da x,~ z und yin 5 i nach 2 mi N z.

Beispiel 3.27.

n+1 241
n+7 _1+%

— 2 _ 2
;=2
1 1 7 . . 7
Da aus ——0 folgt, dass 2+ — — 2 und — — 0 damit konvergiert auch 1 + — — 1.
n n n n

Definition 3.28. Sei (), eine Folge. Dann heifit (yi)r Teilfolge, falls y, = x,, wobei
ng € N und k — ny strikt wachsend ist. (Man lésst also Folgenglieder weg.)
Schreibweise: (2, )k

Beispiel 3.29.

T, = (—=1)"
= (21,23, %5, T7...) = (Ton—1)n = (—1,—1,...) ist Teilfolge.
(Ton)n = (+1), ist Teilfolge

Lemma 3.30. Sei 7, = x € (X, d)
Dann konvergiert jede Teilfolge ebenfalls gegen x.

Beweis. Sei (x,, )i, eine Teilfolge = ny > k
Sei: € > 0 = d(xp, x) < € fur alle n > n,

= d(zp,,r) < e fur k > n. da ny > k > n.. Weil € > 0 beliebig gewidhlt war folgt

k
Ty, —> T. [
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Ziel: Charakterisierung von Konvergenz bei Vermeidung des Grenzwerts. Wir rechnen

T, > x = |r, —x| <efirn>n,

= |z, — x| < |xn — x| + |zp — 2] < 2e fiivk,n > n..
Das heif3t folgenglieder liegen sehr nah beieeinander.

Definition 3.31. Sei (), Folge in (X, d). Dann heifit (z,,),, Cauchy-Folge, falls fiir jedes
e > 0 ein n. € N existiert mit d(x,,xy) < € fir alle n, k > n..

Lemma 3.32. Sei 7, = z in (X, d). Dann ist (z,,|n) eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei e > 0= 3n, : d(v,,r) < § fir n > n..
= d(zn,1r) < d(vy, 1) + d(zg,2) < 5+ 5 = ¢ fiir alle k,n > n.. Daraus folgt die
Behauptung. ]

Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, gilt jedoch fiir spezielle (X, d).

Definition 3.33. Ein metr. Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge konver-
giert.

Beispiel 3.34. Berechnung von /2
fla)=a*-2= f(v2) =0

a =2 ap:=a; — —f,((zbl) .
Das Newton Verfahren ist defiert iber die Rekursion
f (an) a121 -2
a1 = Ay, — =aq, — ——.
i f ,(an) 2ay,

Diese rekursiv definierte Folge besteht aus rationalen Zahlen. Das heifit (a,), ist Folge in
Q und R. Ohne Beweis: a,, = v2 in R

= (ay), ist Cauchyfolge in R und Q. Da v/2 ¢ Q = a,, konvergiert diese Folge nicht in Q.
= Q ist nicht vollstandig (mit d(z,y) = (v —y)).

Lemma 3.35. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt

Beweis. Es gibt ng € N so, dass d(zk, z,,) < 1 fir k,m > ng

= d(zg, Tn,) < 1 fiir alle £ > ng

= d(Tpm, Tny) < max{l,d(z1, Tno), ., d(Tpy, Tny) } =2 R < 00 fiir alle k € N

= d(xy, z,) < 2R fir alle k,n € N. O

Lemma 3.36. Sei (z,), Cauchyfolge in (X,d). Besitzt (x,), eine konvergente Teilfolge

k :
Ty, — x. Dann gilt z, 5 .

04.11.2013
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Beweis. Sei € > 0. Dann existiert n. € N mit d(x,,x,,) < ¢ fiir alle n,m > n..
Auflerdem ex. k. mit d(z,,,z) < ¢ fir k > k. = Fir m > max{k.,n.} gilt

A&, x) < AT, Ty, ) +d( Tp, 5 2)
———— ~—
<e Nke >ke>ne

Ohne Einschréankung sei k. > n..
= d(zm, ) < 2¢. Da € > 0 beliebig folgt z,, 5 . O

Satz 3.37. R ist vollstindig beziiglich d(z,y) = |z — y|.

Beweis. Sei (x,,) eine Cauchyfolge in R.
Zu k € N ex. ny, so, dass |z, — x,,,| < 27 fiir m,n > ny.
Betrachte Teilfolge (2, )r = |Zn, — @y,| < 27F fiir j > k. Wir definieren
Ik = [Ink — 2_k+1, Tk + 2_k+1:| .

Zwischenbehauptung: I, D [, fiir Kk € N

Sei Yy < Ik+1~
= |y, —yl S 270FDH =27k
= ’xnk - y‘ < ’xnk+1 _y| + ’a:nk+1 - xnk’ < 2_k+1

S—~— —
<ok <ok

=y € [z, — 275 2, +27%] = I,. Dies beweist die Zwischenbehauptung. Nun folgt
nach dem intervallischen Axiom:

k=1

Bleibt zu zeigen, das x,, X 2 Nun gilt fiir alle k& € {1, .., 00} gilt z € I}.
= |, — 2| < 27k 0.
k
= |z, — 2| = 0.
= Ty, % 2. Mit dem letzten Lemma folgt ,, = z da (w,), Cauchyfolge ist. O]

Bemerkung 3.38. Scien (ay)y, (b,), Folgen mit 0 < |a,| < |b,| und b, — 0
= a, — 0.

Bemerkung 3.39. Sei ¢ € [0,1) = ¢ > 0.

Zusammenfassung;:
Q und R sind metrische Réume mit d(z,y) = |z — y|.
R ist vollstdndig, jedoch Q nicht.

3.5.2 Konvergenz in R"

Seiz € R" = z = (2!, ...,2")
Sei (xx); Folge in R™ = z), = (zf, ..., a}) fiir alle k € N.
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Satz 3.40. Sei (xy); Folge in R und (2 € R™). Dann sind dquivalent:
k
a) x — x bzgl. di(y, z) = ||y — 2|l
b) xs K bzgl. da(y, 2) = ||y — z||2

)
c) T L bzgl. ||y — 2||s0
d)

z, K 2 fiir jedes j = 1,...,n (komponentenweise).

Beweis. a) = b)

Sei ||z, — a|l; 5 0. Aus 0 < ||z —a||s < ||lza—a||s folgt ||zp—a]ls = 0 = a4 5 2, bagl. da.
b) = ¢) : Analog mit || - ||oc <] - ]1-

¢) = d) : Sei ||z, — )]0 = maxj_y__, |2 — 27| L)

D.h. fiir € > 0, dann existiert n. € N mit |2} — 2||o < € fiir k > n,

= |z} — 27| < ¢ fiir jedes j = 1..n und k > n.

=>Qpel ], Kviund j=1,..,n.

d) = a) : |jzg — x|y = Z?Zl\xi — 27| X0 fiir jedes j = 1,...,n daraus folgt, dass

n
Z \xfg — a7 LN 0, da die Summe konvergenter Folgen gegen die Summe der Grenzwerte
j=1

llzk—=| |1

konvergiert. = xy, LA bzgl. d;. ]

Bemerkung 3.41. Rechenregeln in R"
a) T = T, Yy — Y = T + Y — =+ y in R (Addition)
b) zr — z in R", s — s in R = sz, — sz (Streckung)

3.5.3 Spezielle Folgen in R

Wir wollen nutzen, dass R ein geordneter Korper ist.

Definition 3.42. Sei (z,), Folge in R. Dann heifit (z,), wachsend (fallend), falls z; <
To < oy (1 > g > 100).

Kann man < durch < ersetzen, so spricht man von strikt wachsend.

Beispiel 3.43.
i) (£), ist strikt fallend.
ii) (min{n, 1000}), ist wachsend.
iii) 1 — 27" ist strikt wachsend.
)

iv) (n), ist strikt wachsend und divergent in R.

Satz 3.44. Sei (z,,), wachsende, beschriankte Folge in R.
Dann konvergiert (z,), gegen sup{z, : n € N} = sup,,(z,)
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Beweis. Sei x := sup,,(z,)
Es gilt z € R, da (x,/n beschrinkt
Sei € > (. Dann exisitert nach Def. von Supremum n. mit v —¢ <z, <z

=x—¢ <z, <z, <z firalem >n. und damit also |z, — z| < ¢ fir alle m > n..

>0 bel.
= Ty — T u

Schreibweise: (z,,), wachsend <: z,,
(xy)n wachsend und z, - z <1z, T x
analog: z,, \, z(fallend).

Bemerkung 3.45. Jede beschriinkte fallende Folge konvergiert. x,, \, = < (—z,) /' (—x)
Wachsende Folgen in R = R U {400, —00}

Definition 3.46. Sei (z,), Folge in R (bzw: R). Wir sagen z,, — oo falls fiir jedes K € N
ein ng existiert, so dass z, > K (z, < —K)
fir alle n > ng.

Beispiel 3.47.
i) n 5 oo
i) 2" 5 oo
iii) —n" — —o0
Achtung: 2" — oo. D.h. 2" divergiert in R aber 2" konvergiert in R gegen co. Man sagt
auch:
i) 2™ divergiert bestimmt gegen oco.
ii) 2" konvergiert uneigentlich gegen oo.

Lemma 3.48. Jede wachsende Folge konvergiert in R = R U {400}

Beweis. Fall (x,,), beschrankt: = s.o Konvergenz in R
wachsend

Fall (z,,), unbeschrankt: Sei K > 0, dann existiert nj mit =, > K "= = z,, > K fiir alle
n>ng. = T, — 0. ]

3.5.4 Limes Inferior 4+ Limes Superior

Sei (z,,), Folge aus R
Sei ay, := SUpys, Tp = a1 > az > ..., d.h.a, N\ . Dasupys,  x = max{z, 1, supys, wr} >
SUDg>y, Tn)
Anmerkung - Schreibweise:
SUPy>, Tk = sup{zy : k > n}. Der lim, a,, existiert in R falls (a,), beschrénkt ist.

Definition 3.49. Sei (z,), eine Folge aus R, dann ist
lim sup z,, = lim,, o, := lim (sup ;) (Limes Superior)
n—o0 n—o0 k2n

und liminfz, = lim, .z, := lim (inf z;) (Limes Inferior)
n—00 n—oo k>n
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Bemerkung 3.50. Allgemein ist limsup,,_, . a, € R und liminf, .. a, € R

Bemerkung 3.51. Ist (x,), beschrinkt, so is (supys,, &), beschrénkt.
= lim,z, € R analog lim,z, € R.

Beispiel 3.52. a)

(=)™, =(-1,1,-1,1,...) = 21;13(_1)’6 =1

= limsup(—1)" =1

n

inf(—1)* = (-1) — lim inf(—1)" = —1

b) Beispiel in R

limsupn = lim (supn) = oo
n—00 n—=00 L>n

(2n)n = (0,1,2,0,1,2,...) — limz,, = 2 und limz,, = 0

Lemma 3.53. Sei (z,,), nach oben beschriankt, dann existiert eine Teilfolge (2, )r C (Zn)n

so, dass limy_,o0 Ty, = lim, ey,

Beweis. Wir wissen, dass a,, \, ¥, wobei a,, = supys,, } und x = lim,, ,, a,. Wir konstru-
ieren ny € N strikt wachsend in k, so dass |2, — x| < 3 ist.
Sei ng = 0. Nun rekursive Konstruktion (ny_;) sei bekannt; Aufgabe: finde ny.
can - 1 - 1
Wissen: |z, , — | < =5. Wollen ein ny s.d. |z, —z| < 1.
Wir nutzen aus, dass a,, \, = geht, d.h. wir suchen ein my, > n;_; so, dass = < a,,, < ZL‘—l—%
Da ay, = SUpjs,,, (7;), d.h. Ing > mg
so dass |am, — any| < ¢
1 1
@amk—ggx{tkgamk<x+g

Definition 3.54. Sei (z,), eine reelle Folge. Dann heifit © Hdufungspunkt, falls es eine

Teilfolge (x,, )r von (z,), gibt, mit (x,, ) LNy
Bemerkung 3.55. limsup,,_, . =, ist Hiufungsunkt (siehe letztes Lemma). Ausserdem ist
es der grofite Haufungspunkt.

1 d
wenn n gerade demensprechend gibt es 2 Haufungspunkte.
—1 wenn n ungerade

Beispiel 3.56. (—1)" {

Satz 3.57. Bolzano-Weierstra8: Sei (z,,), eine beschrénkte Folge in R. Dann existiert eine
konvergente Teilfolge.

07.11.2012
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Beweis. Sei z = lim,,_,,,x, < 0o. Dann exisitert eine Teilfolge z,,, =, 2 konvergiert. [

Satz 3.58. Sei (z,), konvergent gegen z in R, so folgt:
a) & = lim, 00 p, = lim, 00z, = limx,
b) Wenn lim,, o, z,, = © = lim,,_,, ,, = x, konvergent.

Beweis. a)

Sei € > 03n. € N so, dass Vn > n.|z, —z| < e = |supx, —z| <e.

bzw = |inf, >, z, — x| <¢ O
Beweis. b)

Seie > 0= dn. €N

|x — sup (z,)]| <e

n>ne

@ — inf (z,)

Folgerung (von B-W)
Sei (zx)r beschrankt in R™ mit n € N. Dann existiert eine konvergente Teilfolge.

Beweis. (x}) ist beschréinkte Folge, dann existiert 7 f : z}; “—» z! wegen B-W in 1-Dim.
(2%,); ist beschrénkt. |
= 3 eine konvergente Teilfolge. 27 5 12,

o TF. 4 TF. 4 TF
Dies iteriere ich von #* — z° — 2% — 2", so dass z;, [

Jin

3.6 Reihen

Definition 3.59. Sei (zj)x eine Folge in R ihre Summenfolge

Sy ::Z:Ek:x1+x2—|—...+:vn
k=1

heifit Reihe. Notation:

[o.¢]
E x oder g x;, oder E T
k=1 k

Eine Reihe heifit konvergent, wen lim S, = s existiert.

Notation: Z k=25.
k=1
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Beispiel 3.60. Y ;- ak ist fiir @ € [0,1) konvergent.

weis. (1—a)Y 7 dF=a’—a'+a' —a®>+- - —a"+a"—a"H =a® — g =1 — ¢!
Beweis. (1 kO
_n+1 n—oo,
= Sy =Y ot =5EH =120 daag<1= e 5
n—oo —
:>Sn—>£

Beispiel 3.61. Y7, 7 ist konvergent.
Sie ist monoton wachsend. v/
Zeige S, = > p_, 75 ist beschrénkt.
n 1 n
Zk:lﬁ:1+2_l2+3l2+4l2"'§1+zk:2 k(kl—l)

[Nebenrechnung:%jtﬁ:%:ﬁ

— n 11y _ 11,1 1.1 1 1,1

_1+Zk_g<k1_E)_1+T_§+§_§+§...——+T1+;
1noo

=2- 125 2= 3" & < 2= Konvergenz
Beispiel 3.62. Y7, + konvergiert gegen Y, 1 = +00
1 1 1

TRIEOPIE UL SRR
273 4 5 6 7 8
| P

>

N[

Genauer:
2n n 1
k= n+ik22k n+12n1:%25
—+ —+ —+ ..+ =
2n

2n  2n  2n
n—\;w,l
Nun gilt:
00 1 2 1 8 1 oo 2 ]
D= =AY gz lH) S=
k=1 k=1 k=5 =0 g 7=0
Berechnung;:

% ist Nullfolge, trotzdem konvergiert > | % nicht!

Beispiel 3.63. a) > > a" = = fiir la| < 1 Mit der Konvention a° = 1 immer oder

a # 0.
b) Y > % = oo Harmonische Reihe.

n=1

c) % L konvergiert und ist < 2.

n=1 n

Lemma 3.64. Sei z,, — « in R. Dann gilt 2,41 — x,, — 0.

Beweis. =" 1, ist Cauchyfolge.

D.h. zu e > 0 ex. n. € N mit |z,,1 — z,| < & fiir n > n. (Spezialfall)

€ beliebig n
Tpy1 — T — 0. ]

Lemma 3.65. Sei Y o, a, konvergent, so gilt a,, — 0.
Riickrichtung ist falsch (harmonische Reihe!)

11.11.201z
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Beweis. s, := Y ,_, ay konvergente Partialsumme.
Lemma

sn+1—sn£>0:>anﬁ>0 0
——

An+41

Rechenregeln (fiir konvergente Reihen!):

a) D nsg n T Doneo bn = > _nzo(an + bn)
b) ad > a, =D (aa,) fir o € R

Zu a):
N N N
Z ay, + Z b, = Z(an +b,) Vendliche Summe
n=0 n=0 n=0
= Z a, + Z b, = Z(an +b,) « da Summe konvergenter Folgen konvergiert.
n=0 n=0 n=0
b) analog.

3.6.1 Konvergenzkriterien

rn, — x in R < x, ist eine Cauchyfolge

Satz 3.66 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Es sind dquivalent
a) > .o, T, konvergent
b) Zu jedem ¢ > 0 ex n. € N mit |Z;":n+1$k‘ <efirm>n>n,.

Beweis.

n
Sy 1= g a,, Partialsumme

k=0
m
> k] =sm — sal
k=n+1

D.h. b) ist genau das Cauchykriterium fiir Folge (s,,),. Und a) ist genau “(s,),, konvergiert.*
Also: a) < b) nach Cauchy-Kriterium fiir Folgen. O

Sei s, . Sei ag := so und a,41 = Spy1 — Ap-
dann gilt >} ai = s,.
Also s, /< a, >0 fir n € N.

Satz 3.67. Sei (a,), Folge mit a,, > 0 fiir alle n € Ny.
Sei s,, die Partialsumme, d.h. s, = Y, ax.
Dann konvergiert die Reihe >, a) genau dann in R, falls (s,,), beschrénkt ist.
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Beweis. Aus a, > 0 folgt s, .
= Behauptung, da monoton wachsende Folgen genau dann konvergieren, wenn sie be-
schréankt sind. [

Bemerkung 3.68. Ist z,, > 0 eine Folge, so “konvergiert“ die Summe >~ z,, immer in RU
{oo}.
Beispiel 3.69. > L =00

Insbesondere ist ZZO:O x,, fir x,, > 0 wohldefiniert.

Bemerkung 3.70. Sei x,, > 0 eine Folge, dann gilt

n=0 " \k=0
(Wachsende Folge konvergiert gegen Supremum!)

3.6.2 Alternierende Reihen

Beispiel 3.71. 300 O = (1) + L (=) + (1) + ...

n

Beobachtung:

a)

(_1)271 N -1 f
= zusammenfassen
2n 2n+1
1 11 11
- An(n + 1) B 4n(n ~ —— < Diese Reihe konvergiert.

+1)  4n?
b) S2n ¢ Sont1  und sopp1 < Sgp.

Satz 3.72. (Alternierende Reihen)
Sei a,, \, 0 (monoton fallende Nullfolge). Dann konvergiert > ((—1)"ay,.

Beweis. Sei s, =Y p_,(—1)"a.
Dann ist (Sgn) \‘ da S2(n41) — Son = (—1)2”+2a2n+2 + (—1)2"+1a2n+1 = A2p+2 — A2p+1 S 0.
Denn es gilt 0 < agyq2 < a2ng1 = S2(n41) < Son.
Es gilt auch sg,41 * (Beweis analog).

AuBerdem: 51 < 59,41 = Son + (—1)*"™ a, < 59, < 50

—_——
] >0
<0

= S9, \ und (Sg,), ist durch s; nach unten beschrinkt.
Sont1 / und (Sgp41), ist durch sy nach oben beschréankt.

= ds,t,€ R: 59, \(t und s9,11 5.
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t—s=(lim spn) = (Him spn41) = lim (s2n — s2n11) = —(=1)*" ag, 4y

= lim ag,41 =) (Teilfolge)
n—oo

=s5=t

Sei € > 0. Dann ex. n. € N (Maximum fiir beide Folgen) s.d.

— <
fiir n > n. [s20 = 5] <€
|Soni1 — 8| <€

€ beliebig
=

Daraus folgt |s; — s| < ¢ fiir k > 2n.. s — s = Beh! O

Folgerung:
Sei a, \( 0, s, := Y 1_o(—=1)*a), und s, — s.
Dann gilt |s,, — s| < a4 fir alle n € N.

Beweis. s2p,1 < Sopy1 < 8 < Sop

= 0 < 89, — 5 < Sop — Sopg1 = Aop1

= lsp —s| <a fir alle k € N.
und 0 < s — 89,1 < S9y, — Sop_1 = Qan } |sk | < apa

Daraus folgt: Y, % konvergiert!

3.6.3 Absolute Konvergenz

Beobachtung: Bei Reihe mit wechselndem Vorzeichen, kann eine Umsortierung den Wert
andern!

Kurze “-“-Blocke, lingere “+“-Blocke.

(1) 1 1 1+1+1+1+ i 1 S 9 1 I 1 > 9
3 5 2 4 6 8 7100 — 102 771000 —
Und
QR N U U RSP N P NI
— —— — -4+ — — —_—t ot — |+ =00
I 3 5 2 4 6 8 100 2 102 1000
>2 p

-

>2
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Definition 3.73. Eine Reihe Y% a,, heiBit absolut konvergent, falls >~ |a,| < oo (d.h.
konvergiert).

Beispiel 3.74. a) >.°7 - ist absolut konvergent.

n=1 n2

b) Y>> % ist nicht absolut konvergent, da > > 1 = oo

n=1 n=1n

14.11.201:

3.7 Absolute Konvergenz

Falls > "7 Jax| < 00, so heiit Y77 a) absolut konvergent.

konvergiert konvergiert absolut

o Yooy i f
Beispiel 3.75. 220:1 ty f
O v

Lemma 3.76. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei Y, a, konvergent < Cauchy-Kriterium.

Also zu e > 0 ex. n. : )Zg:mﬂ ||

= ‘Zﬁ;mﬂ an| < ’Zfz\[zm+1 |an|‘ < e fiir alle N > m > n..
Mit dem Cauchy Kriterium folgt: Y °  a,, konvergiert (in R). O

<efir N >m>n,.

Zur Erinnerung:
x, — x impliziert |x,| — |z|.
Folgt aus ||z, | — |z|| < |z, — x| (Dreiecksungleichung)

Lemma 3.77. Sei ) a, absolut konvergent, so gilt |>">° ja,| <> |a,| < oo

Beweis. ‘ZnNzo ay| < ZLO |a,,| und dann N — oc. O

Benutzt: Wenn z,, <y, und =, — z, y, >y sogilt z <y
Frage:
Ist > | &5 < oo? konvergent?

Definition 3.78. Seien >~ a,, > b, Reihen.
a) Gilt 0 < |a,| < by, so heiBt > ° b, Majorante von Y > a,.
b) Gilt 0 < b, < a, fir alle n € N, so heiit >~ b, Minorante von Y - ay.

Bemerkung 3.79. Man spricht auch von Majorante, falls 0 < |a,| < b, fir alle n > N
gilt.

Satz 3.80. a) Hat >~ a, eine konvergente Majorante Y > b, < 0o, so konvergiert
>, ay, absolut.

n=0
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b) Besitzt Y- a, eine Minorante mit » b, = oo, so gilt Y~ a, = oo.

Beweis. Ubungsblatt! n

Beispiel 3.81. ", (—n13)" hat Majorante > ° | -5 < oo, da ‘(_7113)"

=y (_nl;;)n konvegiert, absolut!

:%g#fﬁrnzl

Beispiel 3.82. 30, k72 = Y12 Z-, Es gilt o
= Y oo, 3 = 00 ist Minorante = > 77| \/LE = 0.

>+ firk>1

Bemerkung 3.83. (Geometrische Reihe)
St ¢" konvergiert genau dann, wenn |q| < 1.
Falls [¢] < 1, sogilt 30 0¢" = =, [*=1=1+q¢+¢+..

1
Falls |q| > 1, so ist ¢* keine Nullfolge.

Satz 3.84 (Wurzelkriterium). Sei Y~ a, eine Reihe. Sei a := limsup,, {/|a,| € [0, o]

a) Falls a < 1, so konvergiert >~ ' a, absolut.

b) Falls @ > 1, so konvergiert Y >°  a,, nicht.

c¢) Falls @ = 1, kann alles passieren: Konvergenz oder Nicht-Konvergenz oder abs. Kon-
vergenz.

Beweis. a) Sei a < 1 dann fiir fast alle n € N gilt {/a,| < ¢:=2* <1

(alle bis auf endlich viele; zB fiir alle n > N.)

= |a,| < ¢" fiir fast allen € N

= > >, ¢" Majorante von > a, (endlich viele Ausnahmen)

= > >, a, konvergiert absolut = a). O

Beweis. b) Sei v > 1, ¢ := ¢+ € (1, 0).
= 3 Teilfolge mit "¢/|an,| = a>¢>1
= "%/|an,| > ¢ > 1 fiir fast alle k.

)k nk __ .
= |a,,| > 1" =1 fiir fast alle k.

= ay, » 0firk = o00=a,» 0= ZZO:() a, konvergiert nicht. O
Beweis. c)
konvergiert | konvergiert absolut | «
00 k
Sk f f 1 §r=1
0o 1 /1 k u
oo —1)k k
S, Gy f 1 L5

Lemma 3.85. /n — 1
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Kurzidee:

Uno=nn = (exp(ln(n)))% =exp(—-In(n)) = e =1

n

Einschub: spezielle Folgen:

Lemma 3.86 (Bernoullische Ungleichung). Sei # > —1. Dann gilt:

(1+2)" > 1+ na fiir alle n € Ny

Beweis. n=0:1>1
n—n-+1:

(I42)™ = (142 (+2) > (1 +n2)1+2) =1+ (n+ Dz +na?
>1

+ (n+ 1)z

Lemma 3.87. Seibe R, b >0
a) Aus b > 1 folgt b" — oo
b) Aus b < 1 folgt b" — 0

Beweis. a) Seib>1=x:=b—1>0
=" =(1+2)">1+nz 500 Bern. Ungl
= " — o0
b) Seib1<1:>%>1:>(%)n—>oo.
= 5 = 0=0"—-0
()
bpn

Bemerkung 3.88. a, — o0 = i — 0.

Bemerkung 3.89. a, — 0,a, > 0= i — 00 .

Lemma 3.90. Sei x € R,z > 0. Dann gilt: (1 +2)" > 1+

Beweis.

% fir alle n > 2.
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>1+——2> 14— -z mitn—lzgﬁirnzz

Lemma 3.91. Fiirn € Ngilt: 1 < {/n <1+ \/iﬁ

Beweis. n=1: 1<1<3v

n>2: (1+%)n21+%<j§>2nﬁ=1+n2n

L1+ Z)=vm O
Folgerung: {/n — 1

Beweis.

2
< Un < —_— v
1_ﬂ4+ﬁ¢ﬁ%1

—1 ——
—1

18.11.2013

Satz 3.92. (Quotientenkriterium)
Sei Y~ i, n eine Reihe mit a,, # 0 fiir n > K

a) Gibt es ein ¢ € [0,1) mit % < ¢ fiir alle n > K, so konvergiert >  a, absolut.
b) Gilt % > 1 fiir alle n > K, so konvergiert ZZO:O a,, nicht.

Beweis. zu b)

Indu:>kti0ﬂ lag| > |ak,| fur alle & > K.

Daraus folgt: |ay| - 0. Daraus folgt: keine Konvergenz! (da Summanden keine Nullfolge

sind).
zZu a)
\GKO 4ol < dlarga| < ¢ la|-
S—— k—K,
=:k q 0

Allgemeiner zeigt man per Induktion: |ax| < ¢" *°|ak,| = ¢* (¢7*|ax,|) fir k > K.
Daraus folgt: Y .-, [qk . (q*K0|aKO|)} = ¢ Ko)ag,| qu = q*K0|aKO|ﬁ < 00.
k=0

geometrische Reihe
Daraus folgt: > 72 (¢*¢ %°|ag,|) < oo ist Majorante von Y~ ax (ab k > Kj).
Daraus folgt: Y-, ax konvergiert absoult. ]



3.7. Absolute Konvergenz 39

Beispiel 3.93. Negativbeispiel:
S Lo, lamel— no Ty

n=1n lan| n+1

= Pq €[0,1) mit lant1] < g fiir fast alle n.

lan|
Ausserdem % < 1 fir alle n.
Also, weder a) noch b) treffen zu. Daraus folgt: Das Quotientenkriterium ist in diesem Fall
nicht anwendbar.

Beispiel 3.94. > 7 (k*27F)

~—~

—1

2
—12=1
Daraus folgt: Absolute Konvergenz!.

2
Wurzelkriterium: v/k22-% = ( y k) + — 1. Daraus folgt: limsup,_,, ¢/|ax| = 5 < 1.

- Sarime 1okl o (ktD227RN 12 1
Quotientenkriterium: ot = “pmr— = (B 5 1<,

A
Daraus folgt: 3K, mit laxt1] < % < 1 fir k > K,.

|a|
Daraus folgt: Absolute Koknvergenz!.

Beispiel 3.95. exp(z) :=) %, z € R (Ist diese Reihe wohldefiniert?)

Wir priifen mit dem Wurzelkriterium:

kllzlR ]2

WO Wa

—7 Mit dem Wurzelkriterium nicht maoglich.

Quotientenkriterium:

z|Ft1 R z| k z 1 o
= > Qb < o 20

Daraus folgt: Y -, Zk—lf konvergiert fiir jedes feste z € R absolut.
Daraus folgt: exp : R — R gegeben durch z — > 77 2—? ist wohldefiniert.
(Spéter: exp(z) = €7)

Definition 3.96 (Umordnung von Reihen). Sei Y -, ay eine Reihe. Sei o : Ny — Ny eine
Bijektion. Dann heifit Y72 ay) Umordnung von ) ;2 a.

Satz 3.97. Sei Y .-, ar =: « absolut konvergent. Dann konvergiert jede Umordnung ab-
solut gegen a.

Beweis. Sei € > 0. Nach dem Cauchykriterium existiert N € No mit >3/ o, |ax| < e fiir
m > N.

TS v lar] < e

Sei o : Ny — Ny Bijektion und M := max{c1(0),...,0 ' (N)|. Daraus folgt: {0,..., N} C
{(0),...,0(M)}.

Fir m > M gilt:
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N

a) | 5o Aotk — Zak | < Yniniilan| <e

k=0

jeder Summand ist in der linken Summe!
(Verwende die Dreiecksungleichung auf Rest der linken Summe).

m N )
b) [0 las | = 0o larl| < 52y lau] < & (analog 7u ).

m N N
D laowl =D lanl |+ lal
\k:O k=0 k=0

-~

<e

Aus b) folgt: D7 laeu| <

J/

N J/

TV
unabhéngig von m beschriankt!

Daraus folgt: Y, |asu)| < oo (absolute Konvergenz!)

Aus a) folgt mit m — oo : ‘ZZOZO Ao (k) — Z]kvzo ak’ <e.

o0 o0 N 00
Daraus folgt: | >0 o) — g a | < o (k) — g ay| + g ap| <2
k=0 k=0 k=0 k=N-+1
=Y Akt R N1 Ok <e SR Nt lakl<e
00
>0 beliebig )
= E Ao(k)y = Do Q- [
k=0
N——
beliebige Umordnung
Rechenregel:
00 m 00
E ap = E G, + E Qn (*)
n=0 n=0 n=m-+1

endliche Summe

Falls eine Reihe konvergiert, so auch die andere und (x) gilt.

Multiplikation von Reihen:
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a) Zeilensummen: 3% (377 (a;by))

b) Spaltensumme: » "7 <Z§i0(ajbk)>

c) Diagonale: ZZ‘;O anzo Ambn—m = Ziio (ZZZO Un—mbm)

Summe der Indizes=n

Definition 3.98. Die Doppelreihe Y " Gy, heifit summierbar, falls

m,n

n
sup Z |la;;| < oo.

n€eNg i,j=0

Satz 3.99. Sei Zinzo Gy €ine summierbare Doppelreihe. Dann gilt:
a) Jede Anordnung )" aa(m) (mit a : Ny — Ny x Ny Bijektion) konvergiert absolut
und hat den gleichen Wert s € R. (= Y7 _j @my ist wohldefiniert.)
b) Die Reihe der Zeilensumme konvergiert absolut mit Wert s.

c) Die Reihe der Spaltensumme konvergiert absolut mit Wert s.

Beweis. zu a). Sei N € Ny fest.

Dann existiert ein K € Ny mit {«(0),...,a(N)} C{(j,k):0<j,k < K}.

ZnNzo |Gam)| < th:o |aji| < sup,,en, Z?k:o |aji| =2 M < oo.

Daraus folg (mit N — 00): > 7 |@am)| < M < oo (absolute Konvergenz).
Nach Umordnungssatz konvergiert jede Umordnung gegen den gleichen Wert!

Sei B : Ng — Ny x Ny eine andere Bijektion. Daraus folgt: o :== ™t o 3 : Ny — N ist
auch eine Bijektion.

D ta) =D o) S D80
k=0 k=0 Umordnungssatz k=0
Daraus folgt: a).
b) - Ohne Beweis! O

21.11.201z
Cauchyprodukt:

(5) ()
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Definition 3.100. Seien 2 a;, >-7° b; Reihen. Dann heifit die Reihe > 2 (7)o @mbn—m)
Cauchyprodukt.

Bemerkung 3.101. i) Stichwort “Faltung”.
ii) Motivation: Spéter

o o0 0o 0o n
E § k2 )
(a;27) M = E a;bpa’ E E by | 2"
= = = —
7=0 4bs. konv. F=0 abs konv J,k=0 n=0 m=0
fir x € R.

Satz 3.102. Seien ) 2 a;, >~ by absolut konvergent. Dann ist 7 a;by summierbar

und das Cauchyprodukt y 2 ( Z Apmbp—m ) konvergiert absolut.

m=0
———
:Z:ln:() An—mbm

Bewets. Sei xj, = ajb,. Sei N € Ny

=0 k=0

Daraus folgt: Doppelreihe ist summierbar!

Aus Doppelreihensatz folgt, dass >~ (D°" _ amby—n) absolut konvergiert, denn.

Z Z ambn—m S Z (Z |6Lmbn_m|>
n=0 |m=0 n=0 \m=0

~
Umordnung von =, ; |a;bx| (Teilfolge der Umordnung)

Satz 3.103. Seien ) 77 a;, >~ by absolut konvergent.
Dann gilt: (Z;io aj) (X rmo Ok) = 22020 (i @mbn—m)

Beweis.

oo n 00 N N N ) oo
Z (Zambn_m) = Z a;by, Al Z a;by, :Zajzbkﬁzaj'zbk

n=0 \m=0
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Beispiel 3.104. (Exponentialreihe)
Beh: exp(z) exp(y) = exp(z + y) fir z,y, € R.

[ee]

exp(x) exp(y) défz % Zgj_]' - Z (Z ﬁﬂ)

k=0 n=0 \m=0 m! (n - m)'

konv. jeweils abs.
= 1 - n m, n—m - 1 n
S (S ()am) =3 A = ewte )

Definition 3.105. e := exp(1) Euler’sche Zahl. Spéter zeigen wir: e = lim,, (1 + %)n

Folgerung:
exp(n) = e fir alle n € Z. _
n=>0 exp(O):Zﬁo%zl
n=1 v
n—n+1 exp(n + 1) = exp(n) - exp(l) = e" - e = "V

m) = exp(—m) =

n<0:n=-m| 1=-exp(0)=exp(—m)exp(
as ::W:exp@):egzegfﬁrge(@ (exp(%))QzeXp(%—i—l):e







4 Stetige Abbildungen

Idee: Kleine Anderungen in = bewirken kleine Anderungen von f(z).

Definition 4.1. Eine Abbildung (Funktion) f: (X,d) — (Y,d') (mit (X, d), (Y, d') metri-
sche Rédume) heift stetig in x, falls:

Ve >0 3d(g) > 0:d(z,x0) < 0(e) = d'(f(z), f(z0)) < &.
Fall X =Y =R : [Ve > 03d(e) > 0: |x — 0| < d(e) = |f(x) — f(x0)] < €]

Bsey(xo) == {z : d(z,z0) < 6(e)}.
Bemerkung 4.2. f: (X,d) — (Y,d') ist stetig in zq € X, falls zu jedem Ball B.(f (o))
ein Ball Bs(xg) existiert mit f(Bs(xo)) C B:(f(xg)).

Beispiel 4.3. Jede konstante Funktion f : (X,d) — (Y,d') x — yo mit yo € Y fest.

f(@) = vo.
Daraus folgt: f ist stetig (in jedem Punkt). Denn d(f(z), f(xo)) = d(yo,y0) = 0 < ¢ fiir
alle z € X.

Definition 4.4. Falls f : (X,d) — (Y,d’) in jedem Punkt z € X stetig ist, so heifit f
stetig.

Beispiel 4.5. a) f:RxR—R, (a,b) = a+b.
Erinnerung:

(a,b) — (a,b)| = \/|a — @|? 4 |b — b|? Euklidischer Abstand
[1(a,0) = (@ b)|l: = |a —a| + b~ |
I(a,b) = (@) lloe = max {Ja — al, o bl }

dooSdQSdlSndoo
<[l < Il <l -

|f(a,b) — f(ao,bo)| = |a+b— (ag + bo)| < |a — ag| + |b — by
:d1<<a,b),(a0,b0)) < £

falls di((a,b), (ao, b)) < & mit 0 := €. (< 2d((a,b), (ao, by)), dann 0 := 5.)
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b) g:R— R, x+— 22

l9(2) — g(0)| = |2* — x| = |2 + @0l |z — o
< (2]zo| + |x — xo]) |2 — 20| fiir |2 — 20| < 1
< (2|lzo| + 1)|z — 0]

Daraus folgt: |g(x) — g(xo)| < € falls |x — 20| < 0 mit 6 := min {m, 1}.

Daraus folgt: g(x) = 2? ist stetig.
c) h:RxR =R, (a,b) — ab.

|h(a,b) — h(ag,bo)| = |ab — agbo|
= |(a — ap)b + ao(b— b)|
< [blla — aol + [aol[b — bo|
S (bl +[b=bol)la — aof +|aol[b = bl

b=bgo+b—bg
< (lbo| + laol + 1)(Ja — aol + b — bo|)
pr
< E.
fiir § := min {1, m} und dy ((a,b), (ag, b)) < 6.

Satz 4.6. Seien

f(X,d) = (Y, d)
g: (Y, d)— (Z,d")

mit f stetig in xy und g stetig in f(xp). Dann ist g o f stetig in x.

Beweis. Sei e > 0 dann 35 > 0 : d'(y, f(z0)) < 6 = d"(9(y)), g(f(x0)) < € (da g stetig in
f(x0)). Da f stetig in zo: 30 > 0 : d(x, z9) < 0 = d(f(z), f(x0)) < 9.

Also: d(x,x0) < & = d(f(x), f(x0)) < 6 = d(g(f(z)),9(f(x0))) < e Dae>0ist gof
stetig in xg. (]

Folgerung aus dem Satz und den Beispielen:
Das Skalarprodukt:

R*XR" =R, z-y— Y zy,
i=1

25.11.2012  ist stetig.
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4.1 Aquivalente Charakterisierung der Stetigkeit

Ausflug zu metrischen Rdumen

X
Definition 4.7. Sei (X, d) metrischer Raum und z, € X.
Dann heiit eine U C X Umgebung von xg, falls Bs(zg) C
O U fiir ein 6 > 0.
Bemerkung 4.8. Ist U Umgebung von zy und U C V/,
U so ist auch V' Umgebung von x.

Bemerkung 4.9. X ist Umgebung von jedem zy € X.

Beispiel 4.10. Jeder offene Ball Bs(xg) ist Umgebung von z fiir 6 > 0.

Zur Erinnerung: Sei f stetig in xy. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 mit f(Bs(xo)) C

Be(f(x0))-

Satz 4.11. Sei f: (X,d) — (Y,d') und zp € X. Dann sind dquivalent:
a) f ist stetig in x.
b) Fiir jede Umgebung V von f(xo) ist f~'(V) eine Umgebung von .

Beweis. a) = b): Sei V' Umgebung von f(zg). D.h. es existiert € > 0 mit B.(f(x¢)) C V.
Da f stetig in zy, existiert ein § > 0 mit f(Bs(zo)) C B:(f(z0)) C V.
Daraus folgt: f~(f(Bs(zo))) C f~1(V)

Bemerkung 4.12.

AcC [ f(4)

Daraus folgt: Bs(zo) C f~(f(Bs(zo))) € f~1(V)
Daraus folgt: f~!(V) ist Umgebung von z.
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Bemerkung 4.13.

f(A) cA

b) = a): Sei e > 0 = B.(f(z0)) ist Umgebung von f(zo) 2 F Y B:(f(z0)) ist Umgebung
von oy = 360 > 0 mit Bs(xg) C f~1(B.(f(x0))) (siche Bemerkung).

Es folgt daraus: f(Bs(zo)) C f(f~H(B:(f(z0))) C Be(f(x0))-
Da € > 0 beliebig ist f stetig in x. O

Zu FErinnerung: z, — z in (X, d) genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0 ein n. € N existiert,
mit d(z,,z) < € fir alle n > n.. D.h. fiir alle ¢ > 0 sind fast alle z,, in B.(x).
—_———

Tn€Be(x)

Satz 4.14. Sei (z,,) Folge in (X, d) und z € X. Dann gilt z,, — x genau dann, wenn jede
Umgebung von x fast alle Folgeglieder enthélt.

Beweis. “=* Sei U Umgebung von x.

Daraus folgt: Bs(x) C U fiir ein 6 > 0. Mit z,, — x folgt daraus: fast alle z,, sind in Bs(x),
also auch in U.

“<=*“Sei ¢ > 0. Da B.(x) Umgebung von z ist, gilt x,, € B.(x) fur alle n > n. (fast alle).
Da ¢ > 0 beliebig, folgt x,, — . ]

Bemerkung 4.15. Sei (), Folge in (X, d). Dann ist y € X genau dann Héufungspunkt
von (x,), (Grenzwert einer konvergenten Teilfolge), falls jede Umgebung von y unendlich
viele z,, enthélt.

Zuriick zur Stetigkeit.

Definition 4.16 (Folgenstetig). Sei f : (X,d) — (Y,d') und zy € X. Dann heifit f
folgenstetig in xg, falls fiir jede Folge x,, — o gilt: f(z,,) — f(x0)

Satz 4.17. Sei f : (X,d) — (Y,d'). Dann ist f stetig in xy genau dann, wenn f folgenstetig
in xq ist.
Wir schreiben: f(z) — f(xo) fiir * — x¢ bzw. lim, ., f(x) = f(xo).

Beweis. “=* Sei f stetig in x¢ und x, — x¢. Zu zeigen: f(z,) — f(zo).

Sei € > 0. Dann existiert 6 > 0 mit f(Bs(xo)) C B:(f(x0)). Da z,, — x¢, existiert ein n.
mit x,, € Bs(xg) fiir alle n > n..

Daraus folgt: f(x,) C f(Bs(xo)) C Be(f(xg)) fiir n > n. (d.h. d(f(x,)), f(x0)) < e fiir
n>mn.).

Da ¢ beliebig, folgt: f(z,) — f(zo).

“«=:“ Widerspruchsbeweis:

Angenommen f ist folgenstetig in xy, aber nicht stetig in xg.

=(Ve3d) : f(Bs(xo)) C Be(f(0))
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5e~(30) - f(Bs(wo)) © Bo(f(x0)
3696 - f(Bar0) ¢ Bo(f(20))

Also existiert € > 0 so, dass fiir alle 6 > 0: f(Bs(zo)) ¢ B:(f(x0))-

Insbesondere existiert eine Folge (), mit z, € B 1 (o) und f(z,) ¢ B:(f(xg)).

Also d(zy, z0) < = und d(f(z,), f(z0)) > €.

Daraus folgt: z,, — xo und d(f(z,), f(x)) > €

Da f folgenstetig, folgt: f(z,) — f(xo) und d(f(zn), f(z0)) > ¢ 4 O

stetig <> folgenstetig <> Urbilder von Umgebungen von f(zq) sind Umgebungen von .

4.2 Globale Stetigkeit

Zurick zu metrischen Raumen.

Definition 4.18. Sei (X, d) metrischer Raum und U C X. Dann heifit U offen, wenn zu
jedem z € U ein 6 = d(x) > 0 existiert mit Bs(z) C U, d.h. U ist Umgebung aller seiner
Elemente.

Beispiel 4.19. () und X sind offen.
“offener Ball” Bs(z) :={y € X : d(z,y) < d}.

Satz 4.20. Jeder “offener Ball” Bs(x) ist offen.

Beweis. Sei y € Bs(x), d.h. d(x,y) < §. Daraus folgt:
r:=9—d(xz,y)|>0.
Zu zeigen: B,.(y) C Bs(x): Sei z € B,.(y). d.h. d(y,z) <r
Daraus folgt:
d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) < d(z,y)+r=0

——

<r
Daraus folgt d(z,x) < 0, also z € Bs(x).
Es folgt die Behauptung. Also ist Bs(z) offen. O

Definition 4.21. Sei (X, d) metrischer Raum. Dann heifit A C X abgeschlossen, falls X\ A
offen.

Bemerkung 4.22. B C X offen < X\ B abgeschlossen.
B = X\ A Daraus folgt: X\B = A

Beispiel 4.23. R?\ B;((0,0)) ist abgeschlossen.

Beispiel 4.24. (a,b) = Bia (4£2) ist offen.
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Lemma 4.25. Sei (X, d) metrischer Raum, zo € X,r > 0, dann ist
U :={y:d(y,zo) > r} offen.

Beweis. Seiy € U, d.h. d(y,zo) > r. Daraus folgt: s := d(y,zo) —r > 0.
Behauptung: Bs(y) C U: Sei z € By(y) dann d(y, z) < s.
Daraus folgt: d(z,zq) > d(y,z¢) — d(y, z) (Dreiecksungleichung!) > d(y,zo) —s =r.
<s
also d(z,x9) >r dh. z € U
Daraus folgt: Zwischenbehauptung! Daraus folgt: U ist offen. [

Folgerungen:
a) Jeder “abgeschlossene Ball” B,.(z) := {y € X : d(x,y) < r} ist abgeschlossen.
b) Jede Sphére S,.(z) :={y € X : d(z,y) = r} ist abgeschlossen.

Beweis. a) X\B,(x) ={y € X :d(z,y) > r} ist offen. = a
b) Sp(z) = By(x) \ Br(x) = Br(z) N (X\B,(z))
—_—— Y~ —~— Y~ ——~

[r— “S“ “u abg &bg

O

Definition 4.26. Sei U C (X,d) und = € U. Dann heifit « innerer Punkt von U, falls U
Umgebung von x ist.

Satz 4.27. Seien Uy C (X, d) offen fiir A € A (beliebig viele). Dann ist [ J,., Ux offen.

Beweis. Seix € UyeaU,. Also existiert \g € A mit x € U,,. Da U), offen, ist U), Umgebung
von z. Als Obermenge ist Uycp Uy auch Umgebung von . Daraus folgt die Behauptung. [

Beispiel 4.28. Der unendliche Durchschnitt offener Mengen ist im Allgemeinen nicht
offen. Z.B. ist (72, (=2, ) = {0} nicht offen.

n’n

Satz 4.29. Seien Uy, ..., U, C (X,d) offen. Dann ist ()_, U; offen.

Beweis. Sei also x € (;_; U;. Daraus folgt: = € Uj, fiir i = 1,...,n Daraus folgt: Da U;
offen existiert §; > 0 mit By, (z) C U fiir jedes i = 1,..,n Sei § := min{dy,...,d,}. Daraus
folgt: Bs(z) C Bs, C U; fiir i = 1,...,n. Daraus folgt: Bs(z) C (), U;. Also ist = innerer
Punkt von (_, U;. Da x € (;_, U; beliebig, muss (;_, U; offen sein. O

Wir erinnern uns daran, dass das Komplement offener Mengen abgeschlossen ist und das
Komplement abgeschlossener Mengen offen ist. Damit konnen wir mit den Rechenregeln aus
Lemma die Sétze und in die entsprechenden Aussagen iiber abgeschlossene

Mengen umwandeln:

Lemma 4.30. Seien Ay, Ay, ..., A, € (X, d) abgeschlossen, A € A.
a) [Naen Ax ist abgeschlossen
b) Ui, A; ist abgeschlossen
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Beweis. siche: Tutorium O

Die Sphére S(x, ) ist abgeschlossen, da wir sie als Schnitt abgeschlossener Mengen schrei-
ben kénnen:

S(z,r) = B(z,r)\B(z,r) = B(z,r) N(B(z,r))°.

abgeschlossen offen

abgeschlossen

Bemerkung 4.31. Sei U C R", dann sind dquivalent:
a) U ist offen bzgl. dy
b) U ist offen bzgl. dy
c) U ist offen bzgl. do,
Dies folgt aus d(z,y) < do(z,y) < di(z,y) < ndy(x,y).

Zuriick zur Stetigkeit:

Satz 4.32. Sei f: (X,d) — (Y,d’). Dann sind dquivalent:
a) f ist stetig
b) Urbilder offener Mengen sind offen
c¢) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen

Beweis. a) = b): Sei U C Y offen, U := f~(V). Behauptung: U ist offen.

Es geniigt zu zeigen (zz): Jedes x € U ist innerer Punkt, d.h. U ist Umgebung von jedem
zrelU

Sei also x € U. Daraus folgt: f(z) € U da f~'(V)={z: f(z) € U}

Da V offen, ist V' Umgebung von f(z) Daraus folgt: f~!(V) ist Umgebung von z, da f
stetig in x. = D).

b) = a): z.Z: f ist stetig in x € X (beliebig).

Sei € > 0. Betrachte B.(f(z)). zu Zeigen: 36 > 0: f(Bs(x)) C B(f(x))

Da B.(f(x)) offen ist, ist f~*(B.(f(x))) offen und damit ist 2 innerer Punkt von f~*(B.(f(x))).

—_——

Daraus folgt: 0 > 0 : Bs(z) C fm_el(BE(f(x))).
Mit der Anwendung von f folgt: f(Bs(x)) C f(f~(B:(f(z)))) C B.(f(x)) = a).
b) < ¢): Nutze | f~1(A%) = (f~1(4))°
b) = ¢): z.Z: Ist A ist abgeschlossen, so ist A® offen und damit auch f~!(AC) offen. Wegen
FHAY = (FHANE st (F7'(A))E offen und f~1(A) abgeschlossen.
¢) = b): analog zu b) = c). O

Bemerkung 4.33. Achtung im Allgemeinen gilt nicht: f(abgeschlossen) ist offen bzw.
f(offen) ist abgeschlossen.
Z.B.ist A:=(—1,1) offen, aber f(A) =[0,1) fiir f(x) = x? ist nicht offen.
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Bemerkung 4.34. (Tutorium/Ubung).
a) Sei X =R"und j € {1,...,n}. Dann ist R"" = R, v — z; (z) = (x1,...,Ty)
b) Sei (X, d) metrischer Raum, dann ist d : X x X — R stetig (bzgl(X, d))

Definition 4.35. Fiir Mengen A und B definieren wir
Ax B :={(a,b):a€ Abe B}.

Analog definieren wir A; x---x A, := {(a1,...,a,) : a; € A; fur j =1,...,n}. AuBerdem
sei A" = A X -+ x A (n-faches Produkt).

Beispiel 4.36. Sei Q = [0,1]" = {# € R* : z; € [0,1] fiir j = 1,...,n}. Dann ist
@ abgeschlossen auf Grund der folgenden Argumentation: Sei II; : R® — R,z — x;
die Projektion auf die j-te Komponente. Dann ist [0, 1]" = (;_, I171([0,1]). Da II; stetig
und [0, 1] abgeschlossen, ist II; ([0, 1]) abgeschlossen. Als endlicher Schnitt abgeschlossener
Mengen ist [0, 1]™ also abgeschlossen.

Beispiel 4.37. Wir konnen nun nochmals beweisen, dass B, (zo) = {y € X : d(y,xo) <7}
offen ist: Betrachte f : X — R, y + d(y,xo). Dann ist f als Verkniipfung der Abbildungen
y +— (y,20) und d stetig. Da B,(z) = f~'(—o00,r) und (—oo,r) offen ist, muss B, (z) als
Urbild offen sein.

Bemerkung 4.38. Die Mengen (a,b), (—o0,b) und (a, 00) sind offen. Die Mengen [a, b],
(—00, b] und [a, c0) sind abgeschlossen.

Bemerkung 4.39. In R sind nur () und R gleichzeitig offen und abgeschlossen!
Bemerkung 4.40. Sei X = [0,1] U [2,3] = [0, 1] offen und abgeschlossen in (X, d)

Satz 4.41 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert fiir alle Zwischen-
werte y € [f(a), f(b)] ein x € [a,b] mit f(x) =y.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass f(a) < f(b) (sonst wende die Aussage fiir —f an).
Sei A :={% € [a,b] : Fiir alle € [a, ] gilt: f(z1) < y}. Sei x5 := sup(A). Da A C [a, D]
und a € A gilt x5 € [a,b]. Da x5 = sup(A), existiert eine Folge a; in A mit a; — x5. Nach
Konstruktion von A gilt f(a;) < y. Aus der Stetigkeit von f und a; — =z folgt daraus
fla2) <y.

Fall 25 = b: In diesem Fall folgt aus f(zq) = f(b), f(z2) <y und y < f(b), dass f(z3) =
y = f(b). Damit ist die Aussage trivial. v/

Fall x5 < b: Nach Def. von A existiert eine Folge b; mit b; € [xq, x5 + %) und f(b;) >y
(sonst kénnte man A grofer wihlen). Da b; — x5 und f(b;) > y, folgt mit der Stetigkeit
von f, dass f(x2) > y. Mit dem oben gezeigten f(z3) < y, folgt also f(x2) = y. O
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4.2.1 Abschluss von Mengen

Wie kommt man von  B,(z) zu B.(z) ?

——"
»ohne Rand*“ ,mit Rand*

Definition 4.42. Sei A C (X,d). Dann heifit x € X Berihrpunkt von A, falls in jeder
Umgebung von x auch (min.) ein Punkt aus A ist.

Bemerkung 4.43. Jedes x € A ist Beriithrpunkt von A.

Bemerkung 4.44. Sei A C (X, d). Dann ist « Berithrpunkt von A genau dann, wenn es
eine Folge a,, aus A gibt mit a,, — =.

Definition 4.45. Sei A C (X,d). Dann sei A := {z € X : x ist Beriihrpunkt von A} Wir
nennen A den Abschluss von A.

Beispiel 4.46. B,(z) = B,(r). Beweis in der Ubung.

Satz 4.47. Fir A C (X, d) gilt:
a) AC A
b) A= A < A ist abgeschlossen

Beweis. Zu @: klar v'.

Zu @: ,=“ Wir haben A = A und miissen zeigen, dass X \ A offen ist. Hierzu geniigt es
zu zeigen, dass jedes x € X \ A ein innerer Punkt von X \ A ist.

Seialsor € X\ A Dazxec X\ A=X)\A,gilt 2 ¢ A und somit ist = kein Berithrpunkt
von A. Also existiert eine Umgebung U von x mit UN A =0, d.h. U C X \ A. Folglich ist
x ein innerer Punkt von X \ A.

,<"“ Sei also A abgeschlossen. Dann ist X \ A offen. Wir miissen zeigen, dass A = A.
Hierzu geniigt es zu zeigen, dass A C A (denn A C A ist klar!). Alternative dazu werden
wir zeigen, dass X \ A C X \ A.

Sei also z € X'\ A. Da X'\ A offen, existiert eine Umgebung Bs(z) C X \ A von z. Folglich
ist = kein Beriihrpunkt von A. Daraus folgt: 2 € X \ A. Da x € X \ A beliebig, haben wir
wie gewiinscht gezeigt, dass X \ A C X \ A. O

Satz 4.48. Sei A C (X, d). Dann ist der Abschluss A abgeschlossen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass X \ A offen ist. Sei also z € X \ A. Dann ist z ¢ A und
folglich kann x kein Berithrpunkt von A sein. Folglich existiert 6 > 0 mit Bs(x) C X \ A.

Wir werden nun zeigen, dass Bs(z) C X \ A. Sei also y € A beliebig. Dann existiert
a, € A mit a, — y. Daraus folgt: d(a,,y) — 0. Wegen d(z,y) > d(z,a,) — d(a,,y),
d(z,a,) > 0 und d(a,,y) — 0 folgt d(x,y) > d. Folglich gilt y ¢ Bs(x). Da y € A beliebig,
folgt Bs(r) C X \ A.

Da Bs(xz) € X \ A ist x ein innerer Punkt von X \ A. Da 2 € X \ A beliebig folgt, wie
gewiinscht, dass X \ A offen ist. O
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Lemma 4.49. Seien A, B C (X, d). Dann gilt:
a) Aus A C Bfolgt AC B
b) (4) =4
Beweis. Zu @: Jeder Beriihrpunkt von A ist Beriihrpunkt von B.
Zu @: Da die Menge A abgeschlossen gilt, folgt nach Satz [4.47 @, dass (A) = A O

Lemma 4.50. Sei A C (X, d). Dann sind dquivalent:
a) A ist abgeschlossen
b) Fiir jede Folge a, aus A, die in X konvergiert, liegt der Grenzwert in A.

Beweis. ,a) = b)“: Sei a, € A,a, — a € X. Daraus folgt: a ist Berithrpunkt von A.
Daraus folgt: a € A Daraus folgt: a € A, da A = A.

,b) = a)“: Sei € A beliebig. Daraus folgt: Ja,, € A mit a, — x. Mit b) folgt daraus:
r € A. Also folgt: A € A C A Daraus folgt: A = A. Damit ist A ist abgeschlossen (siche

Satz [4.47)). O

Satz 4.51. Sei A C (X, d). Dann ist A die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthiilt.
Genauer:

A= ﬂ{G : G abgeschlossen und A C G} := ﬂ G
G: G abg.,
ACG
Beweis. Sei A := ({G : G abgeschlossen, A C G}. Sei nun G eine zulissige Menge, d.h.
G ist abgeschlossen und A C G. Dann gilt A € G = G, da G abgeschlossen. Also ist jedes
zulissige G eine Obermenge von A. Hieraus folgt: A C A.

Da ZNangschlossen, ist A selber einer zuléissige Menge in der Definition von A. Daraus
folgt: A C A. Mit dem obigen A C A, folgt also A = A. ]

Bemerkung 4.52. Aus der Formel folgt nochmals, dass A abgeschlossen ist. Denn der
Schnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Lemma 4.53. Seien A, B C (X,d) Dann gilt AUB =AUB

Beweis. Da AU B eine abgeschlossene Obermenge von AU B ist, folgt nach Satz dass
AU B C AU B (kleinste abgeschlossene Obermenge).

Aus A C AU B folgt A ¢ AU B. Analog haben wir B C AU B. Daraus folgt AU B C
AU B. Mit obigem AUB C AU B folgt also AUB = AU B. O

Bemerkung 4.54. Fiir a,b € R und a < b gilt:
e (a,b) =la,b
e (a,b] = [a,b]
e [a,b) = [a,b]

Man nennt (a,b) ,offenes Intervall“ und [a, b] ,,abgeschlossenes Intervall “.
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Bemerkung 4.55. Im Allgemeinen gilt nicht AN B = AN B. Dies kann man leicht and
den folgenden Beispielen sehen:

a) Sei A:==Q, B=R\Q. Dann gilt ANB=0 =0 und ANB=RNR=R.
b) Sei A = (0,1) und B = (1,2). Dannist AN B = () = ) und ANB = [0,1]N[1,2] = {1}.

4.2.2 Das Innere einer Menge

Definition 4.56. Fiir A C (X, d) sei A° := A= {a € A: a ist innerer Punkt von A}

Lemma 4.57. Fir A C (X, d) gilt:

a) A°=X\(X\A)

b) X\A°=X\A4
Beweis. In der Ubung. N

Satz 4.58. Sei A C (X,d). Dann ist A° die grofite offene Teilmenge von A. Genauer
A° = {V :V C A,V offen}.

Beweis. Unter Benutzung von Lemma und Satz rechnen wir:
A7 = ((A°)F)F = (O
= (ﬂ{G . G abgeschlossen , A% C G})C
= U{GE : G abgeschlossen, A ¢ G}
= U{V .V ooffen, V C A}.

Da die Vereinigung offener Mengen stets offen ist, folgt aus Satz [4.58}

Folgerung 4.59. Sie A C (X, d). Dann ist A° ist offen.
05.12.2012

Folgerung 4.60. Fiir A, B C (X, d) gilt:

a) A C B Daraus folgt: A° C B°
b) (Ao)o — Ao
c) A= A° < Aist offen

Beweis. a) A° C A C B. Da B° die grofite offene Teilmenge von B ist, folgt A° C B°.
b) Folgt aus c)
c) Falls A offen ist, dann ist A die grofite offene Teilmenge von A.

Definition 4.61. Fiir A C (X, d) definieren wir den Rand 6A als 64 := A\ A°
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Bemerkung 4.62. A=A\ (A°) = AN ((A°)%) = 4N m

Beispiel 4.63. A = B,(x). Daraus folgt: A = B,(x) \ B,(x) = S,(x)

Bemerkung 4.64. Zu z € A gibt es in jeder Umgebung von z Punkte aus A und A°

4.3 Kompakte Mengen

Wir hatten ,, Bolzano-Weierstrass “: Jede beschriankte Folge in R™ besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Definition 4.65. Sei K C (X, d). Dann heifit K Folgenkompakt, wenn jede Folge a,, aus
K eine konvergente Teilfolge hat, deren Grenzwert in K liegt.

Satz 4.66. (Heine-Borel) Sei K C R". Dann sind dquivalent
a) K ist folgenkompakt
b) K ist abgeschlossen und beschrankt

Beweis. b) = a): Sei a,, Folge aus K. Da K beschrénkt, ist auch die Folge a,, beschréinkt.

Nach Bolzanzo Weierstrass, existiert eine konvergente Teilfolge. ay, KaeXx.

Da K abgeschlossen, aus a,, € K und a,, — a folgt a € K. Da (a,), beliebig, ist K
folgenkompakt.
a) = b) Sei also K kompakt.

zu abgeschlossen: Widerspruchsbeweis. Angekommen K ist nicht abgeschlossen.
A(an)n : a, € K,a, - a € X \ K. Da K folgenkompakt, existiert eine Teilfolge a,, — a €
K. Alle Teilfolgen einer konvergenten Folge haben den gleichen Grenzwert!
Daraus folgt: a = a. Alsoa e X\ Kunda=a€ K (4).

zu beschrénkt: Wiederspruchsbeweis: Angenommen K ist unbeschrinkt. Daraus folgt: Es
existiert eine Folge a,, € K, mit |a,| /* co. Daraus folgt: Jede Teilfolge ist unbeschrénkt.
Da K folgenkompakt, muss eine konvergente und beschrénkte Teilfolge (a,, )i geben.  (¢)

O

Beispiel 4.67. [a,b],[0,1]", B.(x) sind alle folgenkompakt in R bzw. R™.
Lemma 4.68. Sei K C (X, d) folgenkompakt. Dann ist K abgeschlossen und beschrankt.
Beweis. Siehe oben ,a) = b) “ ]

Satz 4.69. Sei K C R” folgenkompakt und f : K — R ist stetig. Dann nimmt f aus K
sein Maximum an, d.h. es existiert zp € K mit f(zg) = sup{f(x): 2z € K} =sup f(K).

Beweis. Spéter! ]

(Uberdeckuns-)kompaktheit:
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Definition 4.70. Sei K C (X, d). Ein Mengensystem {U, : A € A} heit Uberdeckung von
K, falls K C [Uycp Un.
Eine Uberdeckung heifit offen, falls alle Uy offen sind.

Definition 4.71. Sei K C (X, d). Dann heiBt K kompakt, falls jede offene Uberdeckung
{U, : A € A} von K eine endliche Teiliiberdeckung hat, d.h. es existiert m € N, A\, ..., \,,, €
A mit K C UT=1 U,

Beispiel 4.72. Sei a,, — a in (X, d). Sei K := {a; : k € N} U{a}. Dann ist K kompakt.

Beweis. Sei also {Uy : A € A} offene Uberdeckung.
Daraus folgt: Es existiert Ao mit a € U,. Da a,, — a und U,, Umgebung von a (da offen),

existiert ng € N : a,, € U, fiir n > ny.
no—1

Daraus folgt: K C Uy, U U Uy, mit Uy, so, dass a; € U,,. O
j=1

R e g
endliche Teiliiberdeckung

Bemerkung 4.73. Achtung: {a, : n € N} ist im Allgemeinen nicht kompakt fiir a, — «,
da der Grenzwert a fehlt.

Satz 4.74. Sei K C (X, d) kompakt. Dann ist K folgenkompakt.

Beweis. Wiederspruchsbeweis. Angenommen K ist nicht folgenkompakt. Daraus folgt: Es
existiert eine folge a,, € K, die keine in K konvergente Teilfolge hat. Daraus folgt: Kein x €
X ist Haufungspunkt von (ay),. Daraus folgt: Fiir z € K existiert eine Umgebung Bs, (),
so dass Bs, (z) nur endlich viele a,, enthilt. Da K C |J,cx Bs, (2) offene Uberdeckung und
K kompakt, gilt K C U;nzl Bs,(z;) fiir geeignetes m € N, zy, ..., x,, € K, 05 1= 0y,

Daraus folgt: K enthélt nur endlich viele Folgenglieder (nach Konstruktion der Bs(x;)).
Aber alle a,, € K (). O

Lemma 4.75. Sei K C (X, d) folgenkompakt. Dann ist K total beschrdnkt, d.h. fir jedes
g > 0 ldsst sich K durch endlich viele B.(z;),j =1,...,m mit x4, ...,x,, € K {iberdecken.

Beweis. Widerspruchsbeweis: Angenommen K ist nicht total beschrankt. D.h. es existiert
gp > 0, so dass man K nicht durch endlich viele g9-Kugeln mit Zentren aus K iiberdecken
kann. Wir konstruieren induktiv Folge z; € K mit d(z;, z;) > ¢ fiir alle j # k.

a) Wahle z; € K vV

b) Wahle 2,41 € K\ (B.,(21)U...UBg(z,)). Daraus folgt d(z,+1,2;) > efiir j =1,...,n.
Da K folgenkompakt, muss Teilfolge von x; konvergieren und das Cauchykriterium erfiillen.
Dies widerspricht d(x;, zy) > ¢q fiir j # k. (%) ]

Satz 4.76. Sei K C (X, d) folgenkompakt, dann ist K kompakt.
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Beweis. Widerspruchsbeweis: Angenommen K ist nicht kompakt. Dann existiert offene
Uberdeckung {Uy : A € A} von K, so dass es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Da
K folgenkompakt, ist K total beschrankt. Also ldsst sich K durch endlich viele Bélle
mit Radius % iiberdecken. Daraus folgt: Es existiert ein Ball By, dieser Uberdeckung (mit
Radius 1), der sich nicht durch endlich viele der {Uy}rea iiberdecken ldsst. (Sonst hitte
man endliche Uberdeckung von K.)
Sei By = Bi(xp) (2 ist Zentrum von By).
Da K folgenkompakt, ), € K, gibt es Teilfolge x,, X 7 € K. Wihle Ao so, dass T € U),.
Da U,, offen, existiert g > 0. mit B.,(Z) C U,.

Da x,, — T, existiert N € N mit d(zy,7) < £ und N > 2,

Behauptung: By = B (xn) C B, (T) C Uy,. Sei also y € B%(xN)

Daraus folgt: d(y,7) < d(y,zn) +d(zy,T) < €.
S

1 <5
< _
N
€
<3
Da y beliebig folgt: By = B%(xN) C B.(%) C Uy,
Daraus folgt: By lésst sich ein U,, iiberdecken. 4 (zur Konstruktion von By ). O]

Folgerung 4.77. Sei K C R". Dann sind dquivalent.

a) K ist kompakt
b) K ist folgenkompakt
c) K ist abgeschlossen und beschrinkt

Satz 4.78. Sei f: (X,d) — (Y, d') stetig. Sei K C X kompakt. Dann ist f(K) kompakt.

Beweis. via folgenkompakt: Sei also y,, Folge in f(K). Daraus folgt: 3z, € K : f(2,,) = Yn.
Da K folgenkompakt, existiert eine Teilfolge x,, % 7 € K. Da [ stetig folgt f(xn,) =
Yny LN f(@) € f(K). Da (y,)n beliebige Folge in f(K), ist f(K) folgenkompakt.
Via kompakt: Sei {Uy : A € A} offene Uberdeckung von f(K).
Also f(K) C Uyep Un
VN — — -
= K C fH(f(K)) C [ (Urea Un) = Usea 71U

——

offen, da f stetig und U, offen!

Da K kompakt, existiert endliche Teiliiberdeckung, d.h. K C U;”:l f7H(Uy,) mit geeigneten
m, )\1, ceey >\m
Daraus folgt: £(K) C f (U7, £7(U3,)) = Upy £ (Un)) € ULy Uy,
Also hat f(K) endliche Teiliiberdeckung. Daraus folgt: f(K) ist kompakt. O

Definition 4.79. “Kompaktum® = “kompakte Menge“.

Lemma 4.80. Sei K C R kompakt. Dann gilt inf(K),sup(K) € K.
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Beweis. Wéhle z,, € K mit x,, — sup K. Da K kompakt, ist K abgeschlossen. Mit z,, —
sup(K) folgt: sup(K) € K. O

Satz 4.81. Sei K C (X, d) kompakt und f : (X, d) — R stetig. Dann existiert a,b € K mit
f(a) =inf f(K) und f(b) = sup(f(K)). D.h. stetige Funktionen nehmen auf Kompaktum
ihr Maximum oder Minimum an.

Beweis. Da f stetig und K kompakt, ist f(K) C R kompakt. Also existiert y,z € f(K)
mit y = inf(f(K)), 2 = sup(f(K)). (nach vorherigem Lemma). Daraus folgt: Ja,b € K mit

fla) =y = nf(f(K) und f(b) = z = sup(f(K)). -

Definition 4.82. Eine Abbildung f : (X,d) — (X, d') heiit gleichmdfig stetig auf A C X
falls: Ve > 030 > 0: (Va,y € A : d(x, y)<§:>d( (x), f(y)) < e)

~~

bzw. f(Bs(x))CBe(f(x))

Bemerkung 4.83. Im Gegensatz zu “stetig in z“ ist 6 unabhéngig von x
Beispiel 4.84. f:R\ {0} — R, z +— I ist stetig, aber nicht gleichméBig stetig.

Satz 4.85. Sei K C (X,d) kompakt und sei f(X,d) — (Y,d') stetig in jedem z € K.
Dann ist f gleichméfig stetig auf K.

Beweis. Sei € > 0. Da f stetig auf K, existiert zu jedem = € K ein §(z) > 0 so, dass aus
d(y,x) < 0(x) folgt d'(f(y), f(z)) <e. Nunist K C |J,cp Bsw .
2

Daraus folgt: 3 eine endliche Teiliiberdckung: K C Jj_, Bsw, (7;) mit geeigneten m € N,
5
T, .oy Ty € K. Wihle § := min{36(z;) : j = 1,...,m}. Seien nun z,y € K mit d(z,y) < é.
Daraus folgt: 3jo € {1,...,m} mit x € By m)(xjo). Ohne Einschriankung jo = 1. Dann
d(x1,y) < d(z, 1) +d(z,y) <o
————r N —

<4 <6<

2
Wobei 07 := d(x1). Also gilt nach Definition von 6;: d'(f(z), f(z1)) < eund d'(f(y), f(x1)) <
e. Daraus folgt: d'(f(z), f(y)) < 2e.
Wir haben 6 > 0 gefunden so, dass aus d(z,y) < ¢ folgt d(f(z), f(y)) < 2e. Dae > 0
beliebig, ist f gleichméfig stetig auf K. ]

Beispiel 4.86. a) x> 2% : R — Rist gleichméBig stetig auf [a, b] aber nicht gleichmilig
stetig auf R
b) (X,d) — (X,d), x — x ist gleichméaBig stetig .

Zusammenfassung fiir stetige Funktionen

Satz 4.87. Seien f,g: (X,d) — R stetig in xg. Dann gilt:
a) f 4+ g ist stetig in xq
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b) f - g ist stetig in xg
c) 5 ist stetig in xo, falls g(zo) # 0.

Beweis. z.B. via Folgen! (z.B. x,, — x) Daraus folgt: f(z,) = f(x), g(z,) — g(x)
Daraus folgt f(x,) - g(z,) — f(z)g(x).

Bzw, via: x — (f(z), g(z)) ist stetig. (Konvergenz im R2. Ist dquivalent zu: komponen-
tenweise Konvergenz.
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Fiir alle x € R gilt 2 > 0 D.h. 22 +1 = 0 ist in R nicht lésbar. Ziel ist es R so zu erweitern,
dass 2 + 1 = 0 eine Losung hat.
Ziel: Finde Oberkorper C von R, welcher ein ¢ € C enthélt mit i = —1.
Oberkorper heifit: C, R sind Kérper, R C C und +g = +¢ |r
zB: R ist Oberkorper von Q.

Es gilt: i € C\ R, da i = —1
Wir kénnen C mittels Zahlenpaaren (a,b) € R? konstruieren, wobei a +ib dem Paar (a, b)
entspricht.

Bemerkung 5.1. Die Darstellung a + b ist eindeutig. Denn aus a + tb = x + iy mit

a,b,z,y € R folgt zB: fiir b # y: i = 55 €R ()

Motivation Addition: (a + ib) + (z + iy) = (a+z)+ (b+y)i

Motivation Multiplikation: (a+ib)- (z+iy) = ax+ibr+aiy-+_i*
=21

by = (ax—by)+i(ay+bx)

Motivation Division: —— = —a<ib__ — _aZib_ _ a-ib _ i—
a+ib (a+ib)(a—1b) a?—(ib)2 a?+b? a2 + b2 + a2 + b2

OK fiir a2+b2£04 (a,b)#(0,0)

Probe zeigt: (a + ib) (ﬁ + zﬁ) =1 fiir (a,b) # (0,0).

5.1 Formale Definition von C
Definiere auf R2:

(a,0) + (z,9)
(avb) ) l‘,y) = (ax — by, ay + bx)
R C C via z — (,0)

Dann ist (R? +,-) ein Oberkérper von R mit 7% = —1.
Definition 5.2. Sei (a,0) =a+ib=:2€C

dann heifit a Realteil, @ = Re(z) und b Imaginérteil, b = I'm(z).
12.12.201:
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C = komplexe Zahlen = R + iR. Mit i = /—1.
(C7 +, ) = (R27 -+, ')7 (CL + Zb) = (Cl, b),a, beR.

Korperisomorphismus aufs Bild:

¢:R—R?
x> (z,0)
Bild(¢) = R x {0}

a) p(r+y)=p(x)+ oY)
b) ¢z - y) = p(x)e(y)

Beweis. z.B. fiir a)
p(zy) = (zy,0) und (z)p(y) = (x,0)(y,0) = (2y, 0z + Oy) = (xy,0). O

Jedes Element z € C hat eindeutige Darstellung z = a + b mit a,b € R.
R(z) :=a,3(2) =0

Definition 5.3. Fiir 2 = a+ib € C mit a,b € R. Dann seien z := a —ib, |z| = Va? + b2 =
|(a,b)||2 = V2Z da 2z = a® — (ib)* = a® + b*.
| - | heifft komplexer Betrag. Z heifit komplex Konjugiertes.

Lemma 5.4. Es gelten folgende Eigenschaften

a) z =z

b) N(z) = ==

c) S(z) =5

d) z+w=z+w

e) Zw =zw

f) 22 =[2]* = (R(2))* + (3(2))?

g) |z w| = |2|jw] (da [sw]* = zw(zw) = (2Z)(w®) = |2[*|w|?)
h C ist ein Korper

—e

\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/

g = |z|c fir x € R

|z
) RE) <2, [3(2)] < 2]
k) [2]=0<2=0
) |z —i— w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung)
m) z~ :i |Z‘2furz7é0
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5.2 Konvergenz / Topologie auf C

(C.]- ) = (R ] - [l2)

Damit lassen sich alle Konvergenzbegriffe von (R?,]|| - ||) auf (C,|-]) iibertragen.
Metrik auf C : d(z,w) := |z — w|

Beispiel 5.5. (2, — 0) < (|z,] = 0) & (R(2,) = 0 und J(z,) = 0).

Beispiel 5.6. Cauchyfolge: (2,,), € C so, dass Ve > 03N, : Vn,m > N, : |z, — 2| < €.

Bemerkung 5.7. C (immer mit | - | versehen) ist vollstéindig, denn (R?, || - ||2) ist
vollstandig.

Bemerkung 5.8. Achtung: R ist geordneter Korper aber C ist kein geordneter Kérper
(Sonst 2?2 > 0)

Wir kénnen nur reelle Zahlen vergleichen! Also heifit “c > 0“ dass e € Rund € > 0
Daraus folgt: Auf C gibt es also kein sup, inf, lim sup, lim inf

5.3 Komplexe Reihen

Die meisten Aussagen iiber Reihen reellen Zahlen iibertragen sich auf Reihen mit komple-
xen Zahlen:

00 N
Fir a, € C: E a, := lim E .
N—oo

oo o0
Z a, absolut konvergent < Z la,| < oo

n=0 n=0

Absolut konvergente Reihen in C kann man umordnen.
Fiir konvergente Reihen gilt:

R (i an> = i R(an)

n=0 n=0
00 00

R g a, | = E S(ay)
n=0 n=0

Cauchyprodukt fiir absolut konvergente Reihen:

() (52) -5 (85

Absolut Konvergent impliziert Konvergenz.
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Bemerkung 5.9. R|(2)], |3(2)] < |2] < R(2)| + |S(2)|
Achtung: Keine monotone Konvergenz fiir komplexe Reihen.

Beispiel 5.10. Majorantenkriterium: Sei |a,| < |b,| fir n € Ny und Y [b,| < oo.
Daraus folgt: > |a,| < cc.
(-, by, abs konvergent = Y >° . a,, absolut konvergent)

Quotienenkriterium: Sei © € (0, 1) und “?Z—:f' < O fiir fast alle a,,. Dann >~ a, konver-
giert absolut. (d.h Y7 |ax| < 00).

Wurzelkriterium: Sei © € [0,1) und {/|a,| < © fiir fast alle n. Daraus folgt: > a,, kon-

bzw. limsup,,_, ., %/|an|<1

vergiert absolut.

5.4 komplexe Exponentialfunktion

Wir definieren:

2 Y 2 (mit 20 = 1,00 = 1)
n

n=0 "

Wohldefiniert nach Quotientenkriterium:

. : +1 . .
lim,,_,o langa] lim,, o0 |‘jl|i1 J}/ﬂlﬁ = lim,, oo n|L+|1 =0 fiir alle z € C

lan|

Daraus folgt: fast alle w <1
an| 2

Lemma 5.11. exp(z + w) = exp(z) exp(w) fur alle z,w € C
Beweis. Cauchyprodukt v (Beweis wie in R). ]
Bemerkung 5.12. m = ,Gn, folgt aus der Stetigkeit von
C—-C
Z—=Z
Daraus folgt zum Beispiel: exp(z) = m =3, =3 2 =expZ

Lemma 5.13. (Restgliedabschitzung fiir exp)

. N n 2 N+1
Es gilt: |exp(2) — >, | < %‘Nl—i-l)!

fiir alle z mit |z < 252
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Beweis. 1. Teil

0o 0o
zn ‘z’n

P | D D
nl| — n!

n=N-+1 n=N+1

2. Teil:

2" M 2| |2? Ek

X:nfzw+ml1+N+JWN+nw+$+{N+MN+mw+®+”
n=N+1 ’ ’ \,—/ N v ~ ~
<

g

<(¥i)’

(I
|
—~
e §
)
S~—
(V)

e |Z|N+1 i B 2|Z|N+1
- N+1'h0 (N +1)!

[
1+ 2 Fehler N=0
1+1+1=2+£1 N =1
Es folgt: e = exp(1) = * - —
1+1+141-254032 N=2
1+1+35+3=20606+
Folgerung 5.14. exp : C — C ist stetig (auch: exp : R — R ist stetig)
Beweis. Sei z, — z in C. exp(z,) — exp(z) = exp(z)(exp(z, — z) — 1)
da exp(z + w) = exp(z) exp(w)
Ziel: exp(z,) —exp(z) — 0
es geniigt zu Zeigen: exp(z, — z) — 1 — 0 (dies ist genau “exp ist stetig in 0*)
Nach obigem Lemma fiir N = 0 gilt: (exp(z, — z) — 1) < 2|an—_|z| falls |z, — 2| <1
———
50
Daraus folgt: |exp(z, —2) — 1] = 0
Daraus folgt: exp(z, —2) — 1 — 10
Daraus folgt die Behauptung! ]

16.12.201:
Bemerkung 5.15.

exp(z) # 0 fiir alle z € C

denn exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 also @ = exp(—=2)
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Lemma 5.16.
lexp(iz)| =1 firxzeR

Bewezs.

| exp(iz)|* = exp(iz)exp(ir)
=exp(iz)exp( iz ) daz € R

=—iz

= exp(iz —ix) = exp(0) =1



6 Trigonometrische Funktionen

Es folgt eine analytische Definition von sin(z) und cos(x).

Definition 6.1. Fiir € R definieren wir

exp(iz) + exp(—iz)

cos(x) := RN(exp(ir)) =

2
sin(x) = S(exp(iz)) = exp(iz) ;gxp(—zx)
?
Dann gilt:
sin: R —R
cos: R—+R

Bemerkung 6.2. a) (cos(z))® + (sin(r))* = 1 fiir alle x € R

~
| exp(iz)|?

b) cos(0) =1, sin(0) = 0, da exp(i0) =1

Folgerung 6.3. a) cos(—z) = cos(z)
b) sin(—z) = —sin(x)
¢) cos?(z) +sin’(z) =1

Bewezs.

cos(—x) + isin(—z) = exp(i(—x)) = exp(ix) = cos(z) + isin(x) = cos(x) — isin(x)

Vergleiche Real- und Imaginérteile

6.1 Additionstheoreme

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x 4 y) = cos(z) sin(y) + sin(x) cos(y)

Beweis. Folgt aus
exp(i(z + y)) = exp(ix) exp(iy) = (cos(z) + isin(x))(cos(y) + i sin(y))

(Vergleiche Real-/Imaginérteil )
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Folgerung 6.4. a) cos(z

e (_1)jx2j+1

cos(z) + isin(x) = exp(ix) | = Z ()" = Z (=1)a¥ +i Z

= ot (@) £ (25 1)
Nutze
1 n = 4k
/A—
-1 n=4k+2
—1 n=4k+3
Also
_ 2L (—1)iz¥ B 2 gl
cos(:l?)—jz:;—@j)! =l-g £
. L (—1)Ig% UG
fry P — = - :l:
sin () j;o O RETR

6.3 Konstruktion von 7

Aus der Schule: .

™

Lemma 6.5. cos hat auf [0, 2] genau eine Nullstelle 5. Wir definieren 7 := x, (7 := 2x)

Beweis.  a) cos(0) =1
b) cos(2) <=0
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c) cos ist strikt fallend auf [0, 2]
Dann existiert nach Zwischenwertsatz genau eine Nullstelle in [0, 2]

zu a) cos(0) = R(exp(i0)) =1 v

2 ot 8 8 2 gh
cos(x):l—?—i—z —a+§i ...§1_3+I
—————

alternierende Reihe (mit Nullfolge)
Daraus folgt:

22 24 2 1
N<l— 419y i = b
cos(2) < 5 T —1—3 3<O:>)

Fir 0 <z <2’ <2 gilt:
/

I !
cosx’ — cosz = —2sin <x ;—x) sin (x 5 x) <0 (Neues Ziell)

Zeige nun sin(x) > 0 fiir z € (0, 2]

1.3 5 7

. Zz T
sm(x)::v—gjt T
>0 wie oben (alternierende Reihe)
z3 z? 1
2Ty :$(1—€) :$6(\/6—$)(\/6+90)

Daraus folgt: sin(z) > 0 auf (0, 2]
Daraus folgt:

/ o
cos(z") — cos(z) = —2sin ° ; T |sin | 2 5 ‘
—
€(0,2) €(0,1)
=0 =0
Daraus folgt: cos(x) ist strikt fallend auf [0, 2]. Daraus folgt: d) O

Bemerkung 6.6. 7 = 3,141592... ¢ Q

Folgerung 6.7. a) exp(ij) =1
b) exp(ir) = —1
) exp(iF) = —i
d) exp(i2m) =1

Beweis. Formel = a), Rest durch Potenzierung O
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Bemerkung 6.8.

exp(im) +1=¢"+1=0| Alle “wichtigen“ Konstanten

Folgerung 6.9. a) cos(z + 27) = cos(x)

b) Sln(.’lj + 27T> = Sln(fL’) sin(t) exp(it)

c¢) sin(x 4 §) = cos(x)

cos(t),

Beweis. cos(x + 27) + isin(x + 27) = exp(ix + i27) =
exp(iz) expfi27) = cos(x) + isin(z). Rest analog. [
——

=1

6.4 Exponentialfunktion im Reellen

Satz 6.10. i) 0 <exp(z)<lfirz <0
exp(0) =1 "
exp(z) > 1 firxz >0

N exp(x)

ii) exp : R — (0,00) ist stetig und strikt
wachsend

i) lim, e 22 = oo fiir alle n € Ny (ex-

ponentielles Wachsum) ’

iv) lim, o |z|"exp(x) = 0 fur alle n € Ny 0

Beweis. i) Firaz > 0:exp(z) =142+ ->-O- > 1
.. . .. . . 1
Fiir x = 0v" Fiir x < 0 : exp(z) = op(—7) €[0,1)
>1

ii) Sei x < 2’ Daraus folgt: 1 < exp(z’ — x) = exp(a’) exp(—z)
0
>
Mit exp(z) mit folgt: exp(z) < exp(z’)
iii) lim %ﬁm) > lim %ﬁ = lim %5 = o0, da exp(z) = .20 2

X
T—00 £—00 200 (MH1)! n=0 n!
1

: — _ n : n — |; n _ — i 1 —
iv) EIE) = exp(—xz)z" also IEIPOOW | exp(x) JL%w exp(—x) xlggo exp(2) 0

xn
——
oo
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Satz 6.11. Sei D C R ein Intervall und f : D — R sei stetig und strikt wachsend. Dann
bildet f bijektiv auf f(D) ab. Die Umkehrfunktion f~' : f(D) — D ist stetig + strikt

wachsend.
Beweis. Ubung. [

Anwendung: exp : R — (0, 00) stetig + strikt wachsend + bijektiv.

Aus dem Satz folgt: Es existiert eine Umkehr-
funktion log : (0,00) — R. Die Funktion log
ist stetig + strikt wachsend.

Es gilt:

expg o log = id 0,00

log o expgp = idg
Satz 6.12. Fiir y € (0, 00) gilt:
e log(zy) = log(z) + log(y)
e log (g) — log(z) — log(y)

e logl =0

log()

Beweis. exp(log(x) +log(y)) = exp(log(x)) - exp(log(y)) = zy = exp(log(zy))

=x =y

£ log(z) + log(y) = log(z >
Analog: log(x) — log(y) =

exp(0) = 12 0 = log(1) O
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Ziel:
e =exp(r) fir r e R
Fiir a > 0 ist

a"=aqa---a firn €N

n mal
a’ =1
1
al:==
a
| 1
a —_— e —
a a
Daraus folgt: a™ fiir n € Z ist bekannt.
Bemerkung 6.13. Fiir n € N ist
x—a"

[0, 00) — [0, 00)

stetig und strikt wachsend.
Daraus folgt: Es existiert eine Umkehrfunktion

¢/ 1(0,00) = [0,00)
x|—><z/_

Satz 6.14. Es gilt fiir a > 0 und r € Q:

a" = exp(rloga)
Insbesondere gilt: e" = exp(r)

Bewezs.

e :e---e:?Xp(l)---exp(l)lzexp(1+---+1):exp(n) firn e N

n-mal n?éal
a" = (exp(log(a)))" = exp(nlog(a)) Daraus folgt: Behauptung, OK fiir

a® % = exp(0 - log(a)) Daraus folgt: r = 0 ist OK

Fiir z := exp (£ log(a)) . Ziel: z = an

Daraus folgt: 2" = (exp(Llog(a)))” = exp (ﬂé/log(a)) 0% r=a
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Behauptung gilt fiir r € %.
Fiir r = %’,p € Z,q € N gilt:

@ =ai = (a%>p = (exp <% 10g(a))>p = exp (§ log(a)) = exp (rlog(a)). Daraus folgt die

Behauptung.
dies erlaubt die folgende Definition:

a" = exp(rlog(a)) fir a >0 und r € R
Ab jetzt definieren wir
e*:=exp(z) fir z € C

#B

Folgerung:
Fiir a,b > 0,2,y € R gilt:

Beweis. Ubung! ]

Folgerung 6.15.

log(a®) = xlog(a)
(a®) = a"™ fira > 0,2,y € R

Beweis. Ubung! ]

1
Lemma 6.16. Fiir o > 0 gilt | lim 122\

r—oo0 %

= 0| und lim, o+ 2® log(z) = 0

Beweis. t :=log(z). Dann ist ¢ — oo dquivalent zu x — 0.

limg,_oo loi# = lim;_, m = lim,_, % =0 (1. Teil) - (2. Teil analog). O

Satz 6.17. Fir z € C gilt: lim,,_, (1 + %)n = exp(z)

Insbesondere: (1 + %)n — e, (1 — %)" 1

Beweis. a® —b" = (a — b) Y02 a0 *F = (a —b) (a" " + a2+ - + ")
I, =exp(z) — (14 2)"  Ziel: I, =0
L= (exp (2))" = (14 32)" = (exp (3) = 1= 2) g (exp (3))" (L4 )"
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ow(3) 13

z

z

Daraus folgt: [I — N| < ‘n_l_k.
n

S [(ex (2)] 11+ 2

(. J
~~

—0
Es gilt also: exp(w):1+w+“’72+---.
|exp(w) — 1 — w| S%ﬁir lw| < 2

(s
;f’ = % fiir n grof.

%

Daraus folgt: ‘%‘ eXp(%g—l—% <

Betrachte: i -
1 n—1—

>ico lexp (3)[7- 1+ 2]

Allgemein gilt: [e¥]| = w = x +iyle®| [e¥ = |e?| = e® = el = ||| = ¢

Rw

=1

Also exp ‘i‘ = exp (9’1‘, (%)‘
1421+ 8 <oxp (X

< exp (|£])
2)
2|

n—1
Daraus folgt: Summe < 37~} <exp (— ) =(n—1)exp (|2]=2| < n-exp(|2]).

3
N——

Darans folgt: |1, < |2]| 22 ZL 75 reaa)) 50

J/

Bl

Daraus folgt: I, — 0
Daraus folgt die Behauptung. ]



7 Differentialrechnung

Wir wollen das lokale Verhalten von Funktionen genauer untersuchen. Insbesondere wollen
wir f lokal durch eine affin lineare Funktion f(xy) 4+ mo(x — z¢) approximieren.

Definition 7.1. Sei f : Q — R™ mit {2 C R und zy € 2. Dann heifit f in xy differenzierbar
(diffbar), falls der Grenzwert f’(zo) := lim, 4, %ﬁéxo) existiert.
f'(xo) heiit Ableitung von f an der Stelle zg.

Bemerkung 7.2. Die Schreibweise lim,_,, W in Definition bedeutet, dass der
Grenzwert fiir jede Folge x, aus Q \ {z¢} existiert und unabhéngig von der Folge ist.

Natiirlich muss dafiir mindestens eine solche Folge existieren.

Definition 7.3. (Haufungspunkt einer Menge). Sei Q@ C R (bzw. C (X, d)). Dann heifit
xo Héaufungspunkt von 2, falls eine Folge in Q \ {z(} existiert die gegen x, konvergiert.

Beispiel 7.4. Wir wollen die Ableitung der Funktion f : (0, 00) — (0,00),z — 1 bestim-
men.
Es gilt

fl@)=flz)) -3 ze—w -1 -1

T — 2 x — 2 TT) T—TH5 TTo

Damit gilt
f(@) = f(zo) amswm —1

T — T 3’

Also ist f'(zq) = — =5 fiir 29 € (0, 00).
0

Definition 7.5. Eine Menge Q2 C (X, d) heiit perfekt, falls jedes z € Q Haufungspunkt
von (2 ist.

Bemerkung 7.6. Die perfekten Intervalle sind fiir a < b:

[a, b] (—o0, b] R = (—00,0)
(a, b (—00,b)
[a,b) (@, 00)
(a,b) [a, 00)

Insbesondere ist [a, a] nicht perfekt.

13.01.2014
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Satz 7.7. Fir f: Q — R (bzw R™) mit Q2 C R perfekt sind dquivalent:
(i) f ist differenzierbar in a
(ii) Es existiert m, € R (bzw. R™) mit lim,_,, {&=(@-malz—a) _

(iii) Es existiert my € R™ und eine in a stetige Funktion r : Q — R (bzw. R™) mit
r(a) =0und f(z) = f(a) + me(z —a) +r(z)(x — a)

J/

-
affin linear

Bei ii) und iii) gilt mo = f'(a)

Beweis. = : Klar, mit m, := f'(a)
=

Sei _J0 firz=a
€ir(2) =3 f@)-f@-moa—a) g 44

r—a

Nach ist 7 stetig in @ und r(a) = 0.
= [0
f(z) — fla) _ molz—a) + r(z)(z—a) 20

— m, (dabei wurde benutzt: lim r(x) = a)
r—a r—a r—a

f(@)—f(a)

Tr—a

Man nennt

auch den Differenzenquotienten (fiir z # a).

Folgerung 7.8. Sei f : Q) — R™ differenzierbar in a. Dann ist f stetig in a.

Beweis. Nach Satz ist f(x) = f(a) +ma(z —a)+r(x)(zr —a) mit lim,_,, r(z) = 0.
Folglich gilt lim,_,, = f(x). O

Satz[7.7 sagt, dass man eine in a differenzierbare Funktion lokal affin linear approximieren
kann (Tangente).
Bemerkung 7.9. Wir benutzen die Notation h(x) € O(|z — a|) < lim, @] — , d.h.

lz—al
h geht schneller gegen Null als |x — a|. Damit ist f in a differenzierbar genau dann, wenn

fx) = (f(a) + f'(a)(z — a)) € O(|z — al).
Schreibweise: Statt f’(a) schreibt man auch 4 (a) oder auch 2(a).

Beispiel 7.10. Schon gehabt:
a) Fir f: R\ {0} = R,z — % gilt f/(z) = —%. (Siche oben.)
b) Fiir f(z) =mz +bgilt f'(z) =m
c) Fir f(z) =bgilt f/(x)=0
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d) exp: R — R, also f(z) := exp(z). Dann gilt f’(z) = exp(z). Beweis folgt:
Mit x = a + h gilt

exp(z) —exp(a) exp(a+h)—exp(a) exp(h)—1

T —a - T —a - h exp(a)

Aus der Restgliedabschiatzung der Exponentialreihe, sieche Lemma folgt, dass
2
lexp(h) — 1 —h| < 2% fiir || < 3. Damit gilt
lim exp(h) — 1 _
h—0

1. (7.1)

Also folgt mit obiger Rechnung @=cxpl@) _, exp(a) fir x — a, d.h. h — 0.

r—a

Definition 7.11. Sei Q C R perfekt und f : Q@ — R (bzw. R™). Falls f in jedem z € Q
differenzierbar ist, so heift f differenzierbar. Die Abbildung

heilt Ableitung von f. Wir schreiben: f' = g—f =9 _dy_ 0

Rechenregeln:

a) Linearitit der Ableitung: Seien f, g differenzierbar in a und «, 5 € R.
Dann ist af + B¢ diffenzierbar in a und (af + B9)'(a) = af'(a) + B4’ (a).

b) Produktregel: Seien f, g : Q2 — R differenzierbar in a, so ist fg differenzierbar in a
und (fg)'(a) = f/(a)g(a) + f(a)g'(a).

¢) Quotientenregel: Seien f,g: Q — R differenzierbar in a, so ist f/g differenzierbar
in @ und

Insbesondere gilt:

Beweis. zu a): sieche Ubung]

zu b):

f(fb)g(l’) — f(a)g(a) _ f(ZL‘) — f(a) g(x) +f(a) g(ZE) — g(a) :c:)a f’(a)g(a) + f(a)g'(a)

T—a rT—a o T—a
—_—— —_——
z—a —g(a)
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Zu ¢):
08 1 f@gla) - g@)f(a)
t—a  gogla)  c-a
N ORI 9(a) — g(@)
“ @@ | z—a WO,

9(a)g(a)
_ J(a)g(a) — fla)g'(a) ,
(9(a))?
[
Beispiel 7.12.
F0) = 3 = s = Fla) = = o = =
h(z):=x=h(z)=1

Satz 7.13. (Kettenregel) Sei f : Q@ — ~ differenzierbar in ¢ und f(X) C Y C R und
g:Y — R (bzw R™) sei differenzierbar in f(a). Dann ist (go f) :  — R differenzbar in a
und

(go f)(a) =g (f(a)) f'(a)
—— ——
duBlere Ableitung innere Ableitung

Beweis. Da f differenzbar in a gilt:
f(x) = f(a)+ f'(a)(z — a) + r(x)(x — a) mit }jlg{ll r(z) =r(a) =0

Ebenso g(y) = g(f(a)) + ¢'(f(a))(y — f(a)) + t(y)(y — f(a)) mit yii?(la) t(y) =t(f(a)) = 0.

) =9(f(a)) + ¢'(f(a))(f(x) — f(a)) + t(f(2))(f(z) — f(a))
= g(f(a) +¢'(f(a))f'(a)(ax — d’ + s(z)(x — a)
' (f(a))r(z) + t(f(2))(f'(a) + r(a))

=(go f)(a)+ (go f)(a)(z — a) + O(Jx — a|) bleibt zu zeigen| s(z) = s(a) =0
)

y—=f(

s(x) = 0= s(a) da r(z) =" 0 und t(y) A0



16.01.2013

79

Nach Satf7T[[i] folt (f © 9)'(a) = ¢ (f(a))"(a).

Satz 7.14. Sei I C R ein perfektes Intervall und f : I — R stetig und streng monoton.
Sei f~!': J — I die Umkehrfunktion mit J := f(I). (Nach Satz 6.11 existiert diese, ist
stetig und streng monoton).

Ist f differenzierbar in xo mit f’(zo) # 0, dann ist f~! differenzierbar in y := f(x) und

1 1
Filao) /(7 (w))
Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist J ein Intervall. Da f strikt monoton, ist J sogar

perfekt. Sei (), C J mit y, — yo und definiere x, ;== f~'(y,). Dann gilt:
Tn = (yn) =5 f ' (yo) = o, da f~! stetig ist. Folglich ergibt sich auch

(ffl), (y0) =

f_1<yn) B f_l(?/o) _ Tn — To _ 1 7H_o>o 1
Yn — Yo f(xn) = f(z0) W f'(20)’
da f'(xg) existiert. Also ist f~! differenzierbar in yo und (f~')'(yo) = f,(lxo) = f}l o

Beispiel 7.15. Sei f: (0,00) — R; x + log(x). Dann ist f = ¢~ mit g(z) = exp(x).
Also gilt Vz € (0,00) :
1 1 1

J(@)=g7)@) = 2050 ~ eplog@) — =

da ¢'(x) = exp(x).
Bemerkung 7.16. Es gilt %(mm) = ma™ ! fiir m € N. Das bleibt auch fiir m € Z richtig:
1. Fall (m=0): £(z%) =241=0

2. Fall (m > 0): Zunéchst haben wir £ (z™) = - (L), Nach der Kettenregel gilt fiir

dx dz \z—m™
! !
f: R — R differenzierbar (%) = _f—’; Also folgt mit —m € N:
d, . d 1 —%(x_m) —(=m)z—m! 1
%(l’ ) - % (x—_m) - (x—m)2 - xr—2m = mx '

Wir konnen nun schreiben:

d (1
m—=1_ " [ = _m .
x _dx( x)furmGZ\{O}

m
d
vt = 2 (log(0))
Erinnerung: f’': ) — R heifit Ableitung.
Notation: f'(z) = L(f(z)) = 2 f(x)

T T oz
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Falls f’ diffbar, so nennt man f zweimal differenzierbar und wir schreiben (f)” := (f’)’.
Ist f m-mal differenzierbar, so ist

fm) = —n{ =|—)f= 0 f die m-te Ableitung von f Ableltungsoperator :
dx dx ox

Insbesondere gilt nach Definition

d

FO = fO =g O =g g = g,

Definition 7.17. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rédume, 2 C X. Dann heifit
C(Y):={f:Q—=Y] f stetig} der Raum der stetigen Funktionen von 2 nach Y. Falls
Y =R, so schreiben wir kurz C(Q2) = C(Q, R).

Definition 7.18. Fiir k¥ € Ny und Q C R perfekt sei C*(Q) := C*(Q;R) :=
{f : Q — R| f ist k-mal stetig differenzierbar, d.h. f® ... f® existieren und sind
stetig}.

Definition 7.19. Sei 2 C R perfekt. f: Q — R (bzw R"™) heifit k-fach stetig differenzier-
bar, falls f k-fach differenzierbar ist und f*) stetig ist. (= f, f,..., f® sind stetig)

Beispiel 7.20. (z — 1) € C(R\ {0},R) = C(R\ {0}).
Wir schreiben auch einfach: L € C(R\ {0})

Bemerkung 7.21. C(Q) = C°(Q)

Satz 7.22. Der Raum C*(Q) ist ein R-Vektorraum, d.h. es gilt:
a) (—) (af + Bg) —a( ) f+5(di) g fiir f,g € C*¥Q),a,8€Rund j € {0, ..., k}
b) (%)k (fg) = Zf ( ) ( di ) (Leibniz’sche Formel)

Beweis. Ubung. (Tipp fiir b): Induktion + Produktregel) ]

1firxz >0

Beispiel 7.23.  a) |z| € C(R),|z| ¢ C*(R), denn L|z| = { | fiir o < 0
—1 fiir x

b) Sei f(z):

) . Daraus folgt: f'(x) = 2|z| und es gilt nach a),
—x* flirxz <0

{xQ firz > 0
dass f € C*(R\ {0}) N C*(R).
x?sin (L) fiir x #0
) flay= 7o) 0
0 firz =0
Dann ist f stetig auf R. Denn es gilt lim, 0,20 | f ()] < limg—0z20 [2]> = 0 und somit
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auch lim,_o | f(z)| = 0, also lim,_,o f(z) = 0 = f(0).
Fiir z # 0 ist f differenzierbar und wir erhalten nach der Produktregel:

i () o (1) -3 () £ )
s (1) ()

Nun gilt: lim, g y-0 22 sin (i) = (0 wie oben, aber lim,_,q ;o cos (i) existiert nicht.
(lim---=1,lim--- = —1).

Daraus folgt: f € C(R), f ¢ C*(R), f € C*(R\ {0}).

Wir erwarten aufgrund der Skizze, dass f'(0) = 0. Tatséchlich gilt

w = xsin (1) 770 870 0, also ist f in z = 0 differenzierbar mit f’(0) = 0.

Somit ist f auf ganz R differenzierbar, aber f’ nur auf R\ {0} stetig.

(\U(\U/\V(anmw_wwuﬂvﬂvﬂv%ﬂv% J

Eine Funktion f heifit einseitig diffbar in zq, falls

filxo) = $li\“r£:10 w

bzw f’ (zo) = lim

x e xr — Xo

existiert.



20.01.2014

82 7. Differentialrechnung

Bemerkung 7.24. f ist in z( diffbar genau dann, wenn f links- und rechtseitig difftbar
ist und f(z0) = f'(z0). (Dann gilt ff(xo) = ' (v0) = f'(x0)) Fiir f(z) = |u] gilt
FL0) =1, 1 (x) = 1.

7.1 Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Wir untersuchen das lokale Verhalten einer Funktion bei Minima/Maxima.
Definition 7.25. Sei f : (X,d) — R. Dann
hat f bei o € X ein

a) lokales Minimum, falls es eine Umge-
bung U von zy gibt mit f(xo) < f(y)
fiir alle y € U.

b) lokales Mazimum, falls es eine Umge-

bung U von zy gibt mit f(xq) > f(y)

fiir alle y € U. \
Tangente ist waagrecht
Man sagt f hat ein lokales Extremum in xq,

falls f in x( ein lokales Minimum oder Maxi-
mum hat. zy heiBt Extremalstelle (Minimal-
stelle, Maximalstelle).

Bemerkung 7.26. Hat f bei z( ein lokales Minimum, so hat (—f) bei 2 ein lokales
Maximum.

Satz 7.27. Sei f : & — R und habe bei zq € Q) ein lokales Extremum. Ist f differenzierbar
in xo, so gilt f'(xg) = 0. (zg € Q2 < ¢ ist im Inneren von §2)

Beweis. Sei 0.E. xy eine Minimalstelle von f (sonst betrachte —f). Dann existiert eine
Umgebung U von xy, so dass f(zo) < f(y) fir alle y € U. Also f(y) — f(xo) > 0 fiir alle
y € U und wir erhalten

Fly) — fl@o) {z 0 fiir y >

Y — Zo <0 firy<uwz

Da f differenzierbar in z ist, folgt mit dem Grenzwertiibergang y \, xo bzw. y " x¢, dass
auch f (x9) > 0 und f’ (z) < 0. SchlieBlich gilt also 0 < f (x9) = f'(x0) = f(x0) <0
und somit f'(xg) = 0. O

Beispiel 7.28. f : R — R, x — 2 hat ein (globales) Minimum bei x = 0. Es gilt
f(x) = 2x, also f'(0) = 0.

Folgerung 7.29. Sei f € C([a,b]) (mit a < b) und f differenzierbar auf (a,b). Dann gilt
max f(z) := max f([a,b]) = max{f(a), f(b), max{f(z) : x € (a,b) und f'(z) =0}}.

z€[a,b]



7.2. Monotonie von Funktionen 83

Beweis. f nimmt als stetige Funktion auf dem Kompaktum [a, b] sein Maximum an.  [J

Satz 7.30. (Satz von Rolle): Sei f € C([a,b]) differenzierbar auf (a,b) mit f(a) = f(b).
Dann existiert ein £ € (a, b), so dass f'(£) = 0.

Beweis. Falls f konstant ist, wihle £ = ‘”b . Anderenfalls nimmt die stetige Funktion f auf
dem Kompaktum ihr Maximum und ihr Mmlmum an. Da also f nicht konstant ist existiert
ein xg € (a,b), so dass zo Extremalstelle von f ist. Mit Satz ?? folgt f'(zo) = 0. O

Satz 7.31. (Mittelwertsatz): Sei f € C([a,b]) differenzierbar auf (a,b). Dann existiert ein

e (o) mit 7DD _ gy

—_——

mittlere Steigung
Beweis. Sei g(x) = f(a) + L& — a(a)( a). Dann gilt g(b) = f(b) — b) f( fO)fa) py )
f(a) = g(a). Nach dem Satz von Rolle (Satz existiert ein £ € (a, b) mit g( ) =
Also erhalten wir 0 = ¢'(§) = f'(§) — 5= “) und die Behauptung f'(§) = bl)) Z( )
folgt. ]

7.2 Monotonie von Funktionen

Satz 7.32. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C(I). Weiterhin sei f differenzierbar
auf I. Dann gilt:
a) f ist monoton wachsend genau dann, wenn f'(x) > 0 fiir alle z € I.
b) Gilt f'(x) > 0 fir alle z € I, so ist f strikt wachsend (Umkehrung gilt nicht, vgl.
fx) =2%).
Ersetzt man “>“ durch “<* und “>“ durch “<“, so gilt der Satz fiir “fallend“ anstatt
“fallend”.

Beweis. zu a): “=“: Da f monoton wachsend ist, gilt fir z,y € I: z < y < f(z) < f(y).
Also folgt # > 0 fiir y # x. Mit dem Grenziibergang y — x ergibt sich schliefSlich

f(x )>0furallex€[
‘=t Selen z,y € I, x < y. Nach dem Mittelwertsatz (Satz [7.31) existiert ein £ € (z,y)

mit f(y 22 = f'(§) > 0. Day —x > 0, erhalten wir f(y) — f( ) > 0 und somit ist f
monoton wachsend.
zu b): Analog zu a). O

Folgerung 7.33. Sei I C R ein perfektes Intervall und f : I —R differenzierbar auf I.
Dann ist f genau dann konstant, wenn f’(z) = 0 fiir alle z € 1.

Beweis. “=-*: klar
“<“Da f'>0und f’ <0ist f sowohl monoton wachsend als auch fallend, also konstant.
O
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Folgerung 7.34. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C(I) differenzierbar in I. Falls
f'(x) #0 fur alle x € I, so ist f injektiv auf I und f([I) ist ein perfektes Intervall.

Beweis. Angenommen es gilt f(z1) = f(zq) fir ein Paar 1,29 € I mit 1 < z5. Dann
existiert nach dem Satz von Rolle (Satz [7.30) ein £ € (z1,22), so dass f'(§) = 0. (4 zu
(&) #0). Also ist f injektiv und f(I) ist ein perfektes Intervall nach dem Zwischenwert-
satz. O

Bemerkung 7.35. Sei I C R ein perfektes Intervall und f € C([) differenzierbar auf I
Weiterhin sei f'(x) # 0 fiir alle z € I. Dann ergeben sich die beiden Moglichkeiten:

a) f/(z) > 0 fiir alle 2 € I (dann ist f strikt wachsend).

b) f'(z) <0 fiir alle € I (dann ist f strikt fallend).
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7.3 Konvexitat und Differenzierbarkeit

Definition 7.36. Eine Teilmenge C' eines R-Vektorraums V heifit konvex, falls fiir alle
z,y € C und t € [0,1] die “konvexe Linearkombination“ ((1 —t)z + ty) € C.

Fiir z,y € V definieren wir die Verbindungslinie zwischen x und y als

[z,y] == {(1 —t)x +ty : t € [0,1]}. Also ist C' C V genau dann konvex, wenn [z,y] C C
fiir alle x,y € C.

Bemerkung 7.37. Die konvexen Teilmengen von R sind genau die Intervalle.

Definition 7.38. Sei I C R ein Intervall und f: I — R.
a) Dann heifit f konver, falls f((1 —t)z +ty) < (t — 1)f(z) + tf(y) fir alle z,y € [
und ¢ € [0,1], d.h. f unterhalb der Sekanten liegt. (Es geniigt  # y und ¢t € (0,1)
zu betrachten.)

b) Gilt sogar f((1 —t)z+ty) < (1 —1t)f(x)+tf(y) fur alle x,y € I mit x # y und fir
alle t € (0,1), so heiBt f strikt konvex.

Beispiel 7.39. a) f(z) = |z| fir z € R ist konvex, aber nicht strikt konvex.
b) f(x) = ax + b ist konvex (aber nicht strikt konvex).
c) f(x) = x? ist strikt konvex.

Bemerkung 7.40. (Ubung): Sei I C R ein Intervall, f : I — R. Definiere den Epigraph
von f als epi(f) := {(x,t) : t > f(x) und x € I'}. Dann gilt: f ist konvex < epi(f) konvex.

Definition 7.41. f heifit konkav falls — f konvex ist.

Beispiel 7.42. a) f:R — R, z+ —z? ist konkav.

b - 10 — R — ist konkav.
) [:[0,00) = R, x>/ ist konkav 97.01.2014

Bemerkung 7.43. Sei I ein perfektes Intervall und f : I — R. Dann sind dquivalent:
a) f ist konvex
b) Fiir alle a,b,x € I mit a < z < b gilt:
f(x) < fla) + 1919 (2 — a)
c) Fir alle a < x < b gilt:

f@)-fla) < [O-1(0) < SO)-fia)

r—a —a b—x

d) Fiir alle a < z < b gilt:
[@) @) o fb)-f() o . o

r—a — b—zx

Beweis. Nur “d)=c)i“ (Rest analog)

)~ fla) _ PR @ —0) + R0 - ) @ P —atb—a)  f(h) — f()
b—a b—a - b—a - b—2
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Satz 7.44. Sei [ ein perfektes Intervall und f : I — R sei differenzierbar. Dann ist f
genau dann (strikt) konvex, wenn f’ (strikt) wachsend ist.

Beweis. Beweis nur fiir “strikt“. Seien a,b € I, a < b.

“=*“: Sei (2 )nen, C I eine monoton fallende,
(Yn)nen, C I eine monoton wachsende Folge,
so dass g < yo und x, \(a, y,  b. Da f
strikt konvex ist, gilt analog zur Bemerkung
7.43| (fiir f strikt konvex kann hier iiberall <
durch < ersetzt werden):

fan)=f@) _ fwo)-f@) _ fu)-flz) _

Tp—a To—a Yo—7Zo

f(yn)—Ff(yo) < L)~ f(yn)
Yn—Y0 b—yn

n00 f'(a) < fzo)=f(a) - f(yo)=f(wo) < f'(b). a x

To—a Yo—T0 ° o N &0 ° °

Also haben wir f'(a) < f'(b) gezeigt und da
a,b € I,a < b beliebig gew#hlt waren, folgt
dass f’ strikt wéchst.

“«<*: Nach Bemerkung|[7.43| geniigt es zu zei-
gen, dass

(%) f@)=fla) f(bl)):i(x) fiir alle a < = < b.

r—a

Nach dem Mittelwertsatz (7.31]) existiert ein
¢ € (a,z) und ein n € (x,b), so dass

F@) = F0) gy — LD = @)

r—a b—x 2 E oo

f'(€) =

Da f’ strikt wachsend und & < 7 ist, gilt

f1(&) < f'(n). Also folgt (x). -

Folgerung 7.45. Sei I ein perfektes Intervall und f zweimal differenzierbar aut I (bzw.
I).

a) f ist genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 fiir alle z € I.

b) Ist f’(x) > 0 fiir alle x € I, so wéchst f’ strikt und f ist strikt konvex.

Beispiel 7.46. exp : R — (0, 00)
a) exp’ = exp ist strikt wachsend. Also ist exp strikt konvex.
b) exp”(x) = exp(x) > 0 fiir alle x € (0, 00). Daraus folgt ebenso, dass exp strikt konvex
ist.
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Beispiel 7.47. Sei a € R. Betrachte die Funktion
f:(0,00) = (0,00); @+ z* = exp(a - log(z)). Dann gilt:

/(@) = aw!

>0 fiira>1= f ist strikt konvex

= fira=1
f'(x) =ala—1)2*?{ <0 fir 0 <a< 1= fist strikt konkav
=0 fira=0

>0 fir a < 0= f ist strikt konvex

a=1:f(x) =z ist konvex + konkav (linear)
a=0:f(r)=1 ist konvex + konkav (konstant)
konvex konkav konvex

Beispiel 7.48. Wir betrachten log : (0,00) — R. Dann erhalten wir log'(z) = % und

1
log"(z) = — — < 0. Also ist log strikt konkav.
T

~—~
>0

Lemma 7.49. (Young’sche Ungleichung). Seien p,p" € (1,00) mit %%—1% =1 (p’ heifit
dualer oder konjugierter Exponent von p). Dann gilt fiir alle a,b > 0:
1 1.
ab < —aP + —/bp )
p p

(Fiir p = 2 und p’ = 2 ergibt sich wie von der binomischen Formel bekannt: ab < 1a*+1?).
Beweis. Definiere © := }% € (0,1). Dann folgt % =1 — O und es gilt:

1 1 , ,\ log konkav ,
log (Eap + Ebp) — log ((1 — Q)+ @bp> > (1-0)log(a?) + Olog(b”)

1
= —log(a?) + log zp log(a %p’log = log(ab)
p
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Da exp monoton steigend ist, folgt schliellich:
1 1,

—aP + —/bp Z ab ]
p p

Bemerkung 7.50. (Unter den gleichen Vorraussetzungen wie oben) gilt ab = %a” + %bp/

genau dann, wenn a? = b, d.h. a?"' = b (da p/ = -51)-

Bemerkung 7.51. Sei I C R ein Intervall und f : I — R konvex. Dann gilt fiir alle

ALy ooy Ay € [0, 1] mit Ay + ...\, = 1 und alle x4, ...z,, € I die Ungleichung

f(/\lxl + -+ )\nl‘n) S /\lf(xl) + )‘nf(xn)

bzw. in Summenschreibweise: f <Z )\jxj> < Z i f(z5)

J=1 Jj=1

Hierbei ist der Fall n = 1 klar, der Fall n = 2 ist genau die Definition “konvex® und der
Fall n > 3 kann per Induktion bewiesen werden (— Ubung).

Lemma 7.52. Fiir n € N. und zq, ...z, > 0 gilt:

n

[ <

j=1

3|

(geometrisches Mittel) Z x; (arithmetisches Mittel)
j=1

Beweis. Wir verwenden die Konkavitdt des Logarithmus und erhalten nach der letzten

Bemerkung ([7.51)):
log lix >lilog(m)—llog ﬁm
n o ) ) = ! n e !

Da exp monoton steigend ist, folgt:
1
1 En xr; > exp llogﬁm = ﬁx : [
n L= 0 L1+ L1+
Jj=1 Jj=1 Jj=1

7.4 die Regeln von L'Hospital

f(l’) _? «Qu
: 0

Ieo) zu berechnen mit lim, ,, g(z) =

Ziel ist es Grenzwerte der Form lim,\,

lim, ., f(x) = 0.
Motivation:

fir f,g € C* falls ¢'(a) # 0.
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Satz 7.53. Seien f, ¢ : (a,b) — R differenzierbar und ¢’ habe keine Nullstelle (auf (a,b)).
Ferner sei entweder

a) lim,n, f(z) = limy o 9(x) =0 oder

b) lim,\, g(x) = 00

Dann gilt:
!
lim _f(x) = lim f/(x)
wNa g(T)  aNa g'(T)
falls der zweite Grenzwert in R existiert. Der Fall ¢ = —oo ist erlaubt.

Lemma 7.54. (Zweiter Mittelwertsatz) Seien f,g € C([a,b]) diffbar auf (a,b). Es gelte

fO)—f(a) _ f'(§)
g(b) # g(a). Dann existiert ein £ € (a,b) mit OETORIGR

Beweis. Sei h(z) := f(x) — LB Jg‘(@( (z) — g(a)). Dann gllt h(a) = f(a) = h(b). Also

g(a
existiert nach dem Satz von Rolle ein ¢ € (a,b) mit h'(¢ ( ) =0. (h € C([a,b]) und differen-
f

zierbar auf (a,b)). Daraus folgt 0 = A/(§) = f/(§) — Zg :; ((a)) '(€). Schlielich ergibt sich

fO)=f@) _ f(§)
g(b)—g(a) — g'(§) -

Beweis. (Satz von L’'Hospital) Es existiere av := lim,~, %

Zwischenbehauptung: lim sup,« , % <a.

Beweis: Wir konnen annehmen an, dass o < oo (sonst klar). Seien also a1,ap € R mit
a < a; < ap. Wahle zudem z; € (a,b), so dass % < oy fir alle € (a,z1). Das ist
nach der Definition des Grenzwerts limg\ , Tz ,/E )) moglich. Seien Welterhln x,y € (a,r1) mit

a < x <y < x. Dann existiert nach dem zweiten Mittelwertsatz ein £ € (r,y) mit

fly) —flx) [ ()
9(y) —g(x) g€

Zu Fall )i Mit 2\, a folgt £4 < oy fiir alle y € (a, 1) (da limy, f(2) = limg o g(2) =

0). Lassen wir nun auch y \ a, erhalten wir lim sup, , % < o fiir alle oy > a. Also gilt

limg~ Eg < a.

< . (*)

Zu Fall [b)} Zu festem y € (a,x1) ist g(y) — g(z) < 0 fiir 2 nahe bei a, da lim\ 4 g(x) = .
Also erhalten wir nach (x), dass f( ) — f(x) > aa1(g9(y) — g(z)) fiir = nahe bei a. Durch
Multiplizieren beider Seiten mit ( ) folgt

fl@) _fly) 9 Lo

1

glx) —glx) gz
Im Grenziibergang x \, a konvergiert die rechte Seite gegen «;. Als Konsequenz ergibt
sich limsup, , I@) < o fiir alle @y > a und damit auch lim SUP, 4 ) é;; < «. Die Zwi-

9(z)
schenbehauptung ist also gezeigt.

30.01.2014
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Analog erhalten wir liminf,\, % > «. (Ersetze einfach f durch —f). Zusammen ergibt

sich (limsup = liminf) lim,, % = a. O

Bemerkung 7.55. Die Regeln von L’Hospital gelten auch fir a = —oo, x 7 b (bzw.
x — b), b =00 und lim,_,, g(z) = —o0

sin(z) cos(x) cos(0) 1_ 1

Beispiel 7.56. a) lim,_, lim, 0 =5~ = =~ =1
E ﬁ_1< )
. cos(a: — = —cos\r) _
b) lim,~ = limg\ o —57— = limeg 6
—0
—00
log(z) L0 z

¢) lim, oz log(x) = lim,

z



8 Taylor’'schen Formeln

Eine stetige Funktionen f : R — R kann man an der Stelle 2y, € R lokal durch die
Konstante f(zg) approximieren. Ist f sogar differenzierbar kann man sie lokal (um z)
durch das lineare Polynom f(x) + f'(zo)(z — o) approximieren.

Ziel: Fiir f € C™ approximiere f lokal (um xy) durch Polynome héherer Ordnung.
Frage: Lisst sich das mit Hilfe von f(xq), f'(2¢), ..., f™ (x0) machen?
Motivation: Sei f(x) ein Polynom: f(z) = > bpa®. Wir wollen herausfinden, in welchem

a=0
Zusammenhang hier f mit f(zo), f'(zo), ..., f™ (20) steht.
Der Einfachkeit halber betrachten wir den Fall 2y = 0. Dann erhalten wir:

f(0) = bo
"(z) = ibkkxk_l
k=1

(mit Indexverschiebung j =k —1) = Z bit1(j+1)2’
= f'(0) = by

Fir me {2;...:n}: f™(x Zbk (b —m 1)t

TV
m Faktoren

(mit Indexverschiebung j =k —m) = Z bjrm(j+m)---(j+1)a?

= fM0)=bym(m—1)---1=m!-b,

So ergibt sich

n (k o i
fa) =Y Z P S il C) YT

k= k=0 k=0

Im Allgemeinen Fall (f # Polynom) onnnen wir nur

)
f(z) = / k:(! 0) (z — x0)" + Fehler

k=0
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erwarten.
Notation (Landau’schen Symbole): Wir schreiben f(x) € O(|x — x¢|%), [z — x¢], falls
lim, 4, |If(r) =0 (“f geht schneller gegen Null als |z — xo|*“).

,xo‘a -

Bemerkung 8.1. f € O(|z — z¢|) falls ein K > 0 existiert, so dass % < K in einer
Umgebung von x.

f stetig in xg < f(x) — f(xo) € O(1).

[ diffbar in 2o < f(x) — [f(z0) + ['(x0)(z — z0)] € O(Jx — z0]*).

Ziel: [(x) — | S L5 (@ — w0)¥| € Ol = wol).

03.02.2014

Satz 8.2. (Taylor’sche Formel mit Restgliedabschitzung). Sei n € Ny, I ein perfektes
Intervall und f € C™(I;R). Dann existiert zu jedem xy € I eine Funktion R, (f,zo) € C(I).
mit

" fR)
f(z) = Z / k:('ﬂfo) (z — 20)" + Ry (f, x0)(x) fiir alle z € I.
\k’:o . _ Restglied

-

::Tn (f,x())($)

Das Restglied erfiillt die Abschétzung:

|Rn(f,20)(2)] < sup | |f(zo + t(x — x0)) — f(m0)] - |z — mo|™| fiir w € 1
——

(n - 1)! 0<t<1
6[1‘0,1‘}

Folgerung 8.3. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz gilt:

n ) (g
f(x)—lzf 10 gyt

= R, (f,x0)(z) € O(|x — zo|") fiir x — ¢

Beweis. (von Satz

n ) (g
Sei R,(f,xo)(x) := f(x) — ( f k(l )(37 . 950)")

n_lzo ®) (g2 r—x ™) (2
and h(t) = fa) - 3 TP ZID ey gy T gy
Dann gt A(1) = fx) ~ L0110 = 0

2L ) (g, .
und h(0) = f(z) — Z f—()(x —x0)" = Ru(f,20) ()
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Also existiert nach dem Mittelwertsatz ((7.31]) ein & € (0,1), so dass
[R(f, 20)(@)] = [1(1) — h(0)] = [1 = O]|R'(£)] < Sup |1 (8)]

Wir berechnen also

n—1

x — )" ™) (1,
H(t) = -3 E L (00 ot - ) - L o Loy
k=0 W
— r—20)* i k k k—1
= —Z% [FFD (g + t(z — 20))(x — 20) (1 — 8)F — fF) (2 + (2 — 20)) k(L — £)F]
) (2 |
) o yna

”zi FED (2 + tx — x0)) — o)1 = 0)F + nzi F® (2o + t(z — 20)) (& — 20)"(1 — t)¥1

T ! (v £ k- 1)
(n) Zo .
+ {n _( 1))' (x —x)" (1 = 1)
il %+tx—%D bk S F 9 (o + tHx — o)) b1 ke
Z — ) (x —x0)"(1 — 1) —|—k:1 = (x —x0)"(1 — 1)
(n) Zo 1
+£%&ﬂ@—%wa—w"

S (o + t(z — x0)) S (o)

== ( —x0)"(1 — )" +

(x —0)"(1 — )"t

(n—1)! (n—1)!
Damit erhalten wir
H(8) = = gy = 20" (1= 07 o+ o = ) = ()
und mit | R, (f, zo)(x)| < supgc,.q |F(t)| folgt die Behauptung. O

Definition 8.4. Die Reihe )" f(n;(! ) (z — x0)" = T(f,x0)(z) heift Taylorreihe von f
an der Stelle x.

Beispiel 8.5. Betrachte exp : R — R, d.h. f(z) = exp(z). Wir wollen die Taylorreihe im
Punkt 7 := 0 bestimmen. Dazu berechnen wir f™(z) = exp(z), also f™(xq) = f™(0) =
exp(0) =1 fiir alle n € N.

Wir erhalten also

= f e = rln
T(exp,0 Z = p e exp(z).

n=0 : n=0
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Insbesondere gilt lim 7,,(exp,0)(x) = T'(exp, 0)(z) fur alle s € R.
— 00

m

Bemerkung 8.6. Dies gilt nicht immer. Betrachten wir zum Beispiel

fa) = {exp (-1 z>0

0 <0

Dann gilt (ohne Rechnung): f € C*®°(R) und f™(0) = 0 fiir alle n € Ny und somit
T(f,0)(z) =0# f(z) fiir x > 0.

Satz 8.7. (Lagrange’sches Resglied). Sei I C R ein perfektes Intervall, f € C"(I) sowie
(n + 1) - mal differenzierbar auf I. Dann gibt es fiir x, 29 € I ein & € (xg,x) (bzw. (z,x¢)
fir < xy) mit

— f®) () o) nt1
fa) =3 @ =)+ e — )
Beweis. Fir x,xq € I sei
n.ork)
o) =51 k'(t) (x — 1) und h(t) == (x — £,
k=0 ’

Dann gilt g(x) = f(x) und g(wo) = Y3y T (2 —0)* = T,.(f.20)(2). also () —g(wo) =
R, (f,70)(z). AuBerdem erhalten wir h(z) — h(xg) = —(z — x)""'. Entsprechend den
Vorraussetzungen an f sind die Funktionen g und h differenzierbar auf I und stetig auf I.
Nach zweitem Mittelwertsatz existiert also ein & € (z,x) (bzw (29, x)) mit

o(0) — alan) = 3 (o) ~ i)
#0 da z#xo
Wir berechnen also zunéchst
h'(t)=—(n+1)(z —t)"
" p(k+1) " k)
=3 Ty e S Oy ()
~ fEED(t k —~ Ot k—1
:; Kl D= _; (k—(1§!(‘”_t)
" p(k+1) ol ek
e -
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Einsetzen der Ableitungen ergibt schliellich

R (f,z0)(z) = g(z) — g(

f(n+1)(§) (55 - f)n (=1)(z —x )(n+1) —
1 0
) (s

iIZ'(])

(=10 (n+ D)z = &)
f(n—l—l)( :BO)”‘H
(n+ 1) 1)'
und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 8.8. (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema). Sei I ein perfektes Inter-
vall und f € C™(I) mit n € N. Fiir ein a € I gelte f'(a) = f@(a) = --- = fOD(a) = 0
und f™(a) # 0. Dann gilt

a) Ist n ungerade, so ist a keine Extremalstelle.

b) Ist n gerade und f™(a) > 0, so hat f bei a ein lokales Minimum.

¢) Ist n gerade und f™(a) < 0, so hat f bei a ein lokales Maximum.

Beweis. Die Taylorentwicklung von f bis Ordung n gibt uns

f"(a) n n
f(x) :f(a)+0—|—...~|—0—l—T(x—a) + O(|z — a|™).
Nach Definition geht nun O(|z — a|™) fiir + — a schneller gegen Null als %(m —a)".
Notieren wir v = L@l - >(a)| (> 0), existiert also ein § > 0 mit
10z = a[")] < 1 fi |z —al <.
|z — al® 2

Zu [a) . )t Nehmen wir " ( L0 an, folgt ~ % und es gilt fir z > a:

™ (g ™) (a
1) = 1@+ D —ay 1 0fe —ap) 2 @)+ (CY -y @ —ay
' '%>0 >0 fir z>a
Es folgt also f(z) > f(a) fiir x > a.
Analog erhalten wir fiir x < a
o () (g
£@) < f@ + 2D —ay 4 Do —ap = fa) + (D Ty @ ap
' \j;(]_/ <0 fir z<a

und somit f(z) < f(a) fiir < a. Also ist a keine Extremalstelle von f.
Die Fille @ und |c)| werden analog bewiesen. ]
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Beispiel 8.9. Sei
1

f: R=>R; f(x) S

Aufgabe: Bestimme die Minima und Maxima von f.

/
Lisung: Nach der Quotientenregel [(é) = _9—21 gilt f'(x) =
f'(a) =0, gilt _(143#)2 =0, also a = 0.

m Falls a € R mit

() = 21 +2%)? —20-2(1+2%) 22 _ 2(1 + 2?) — 822 _ o 2- 622
(14 22)* (1+22)3 (14 22)3

2
if%®2—12—2<0

Also hat f bei a ein lokales Maximum. Auflerdem gilt

lim f(z) =0< f(0) = 1,zEerf(x) =0 < f(0).

T—r00

Somit ist das Maximum bei a sogar global.

Alternative:

F(z) = 2x <0, flirz>0
(1+22)? | >0, firzx<0

Also ist f strikt wachsend auf (—o0,0 nd strikt fallend auf (0,00). Deshalb hat f ein
globales Maximum bei a = 0 mit f(0) =

Beispiel 8.10. Bestimme T5(f,0) (Taylorpolynom von f an der Stelle 0 von Grad 2) mit

/ wie in Beispiel [8.9
Lésung:

2
f k)(o
D @0

k=0
-2
u:ﬂz =1—12°

1+ 0z + 9

Alternative: Wir arbeiten fiir |z] < 1 (= | — 2%| < 1) mit der geometrischen Reihe:

@)= 5 = oo~ L

k=0

Wir werden spéter sehen: Die Taylorreihe einer Reihe ist wieder die Reihe selbst.

06.02.2014



9 Potenzreihen

Fiir eine Folge a; € C heifit

a:= Z ap X" (formale) Potenzreihe
k=0
(unabhéngig von Konvergenz oder Werten fiir X'). Man schreibt auch

a= Z apX* € C[X] = {Menge der formalen Potenzreihen}.
k=0

Bemerkung 9.1.

<i aka> + <i kak) = i(ak + bk)Xk

k=0 k=0

Cauchyprodukt:

0o 0o ) k
(Z aka> <Z ka’“> =y (Z ambkm> X*
k=0 k=0 k=0 \m=0
dom(a) :={z € C: Zakzk konvergiert in C}
k=0

,dom“= “domain“(Definitionsbereich); Es gilt stets 0 € dom(a).

Beispiel 9.2. Wir betrachten die geometrische Reihe Y 7~ ; X*. Fiir die Konvergenz ergibt
sich gemafl Wurzelkriterium:

e Konvergiert fiir |x| < 1 absolut

e Divergiert fiir |z > 1

e Divergiert fiir |z| = 1 (da 2¥0)
Also haben wir dom (377, X*) = B;(0)
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Satz 9.3. Zu jeder Potenzreihe a = Y o2 a, X* € C[X] exis-
tiert genau ein R € [0, 00| (,Konvergenzradius®) mit:

a) > peoaxx” konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| < R o
und divergiert fiir alle x € C mit |z| > R (Keine Aussage
fir |z| = R).

Br(0) = {z € C: |z| < R} heifit Konvergenzkreis.

Beweis. Wir verwenden das Wurzelkriterium:

lim sup v/ |agx*| = lim sup (xk/ |ak||x\> = |z|lim sup /|ax
k—ro0

k—o0 k—o0
N————

1
‘R
Es gilt also:

% < 1 = Reihe konvergent

% > 1 = Reihe divergent

Spéter: Potenzreihen sind C* auf ihrem (offenen!) Konvergenkreis und dort gilt

d (v P N~ d BN\ k-1
o (%akx ) —gdx(akX )—;kakX :

Beispiel 9.4. Wir betrachten fiir z € C

exp(z) = Z %
k=0
Dann gilt
1
limsup {/ — = 0.
Also erhalten wir den Konvergenzradius R =“3“ = 0o und dom(exp) = C. Betrachten wir

den umgekehrten Quotienten wie im Quotientenkriterium erhalten wir ebenfalls

1
lim —£— = lim (k + 1) = o0
k—o0 —(k—l-l)! k—o0
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in R existiert, so ist R =

Bemerkung 9.5. Sei > - a;,X* € C[X]. Falls limk_,oo‘

ag
Ak+1

lims_ oo ‘%‘ (Beweis: Quotientenkriterium).

Bemerkung 9.6. (Rechenregeln) Seien > 2 ap X*, > b X* € C[X] mit Konvergenz-
radien R, und Ry. Sei R = min{R,, R,}. Dann gilt fiir alle |z| < R:

(Z akxk> + (Z bkxk) = Z(ak + by)a®
k=0

k=0 k=0

und (i akxk> : (i bk:pk> = i (i ambk_m) xk

k=0
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