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Glittungen

Einleitung

Abbildung: eine Funktion wird geglattet

Sobolev Funktionen sollen durch Folgen von glatten Funktionen
approximiert werden:
e Faltung mit “glattendem Kern" ergibt glatte Approximationen
(Glattungen)
o Glattungen sind kompatibel mit Ableitungsoperationen und
erhalten wichtige Normen



Glittungen

glattende Kerne

Eine C°-Funktion 1 : RY — [0, 00) mit
® suppn C Bo (1)
o [pnn(x)dx =1
heisst glattender Kern (engl: Mollifier).
Das Standardbeispiel fiir einen glattenden Kern ist

1 e
n(x) = { cexp (\xF—l) fiirlx) <1

0 ; sonst

wobei ¢ € (0,00) so gewahlt wird, dass [, 7 (x)dx = 1.



Glittungen

Glattung/Regularisierung

Sei n € L. (), Q offen. Sei n € C5° (RY) ein glattender Kern.

loc

Dann heisst die Faltung u. := ux 7. : Q. — RY, gegeben durch
w ()= [0 -x)u@dz= [ n(z-x)u(ehz
Q B.(x)

die Glattung (oder Regularisierung) von u mit Radius £ > 0, wobei

° 1 (x) =" (%)
o Q. :={x e Q:dist(x,00) > e}



Glittungen

Glattungssatz

Fiir alle u € L1 _(Q) und jedes £ > 0 gilt u. € C*> (£2.). Ist

loc

v E Ng und u besitzt eine y-te schwache Ableitung, so gilt ferner:
ue = (07u),

auf Q..



Normerhaltung von Glattungen

Normerhaltung von Glattungen 1

Sei Q c RY offen, w € Q und fiir £ > 0 sei
w® = {x € Q:dist(x,0w) < e} Uw

die duBere Parallelmenge zu w im Abstand . Dann gilt:
o Ist ue LP () mit p€[l,00], soist u. € LP () und

loc loc
||U5Hp;w < H’*’Hp;w6

falls € > 0 so klein ist, dass w® &€ Q.
e Ist u € W*P(Q) mit k € Ny, so ist u: € W*P (Q.) und

el pi < [lullkpa



Normerhaltung von Glattungen

Normerhaltung von Glattungen 2

e Ist uc CK(Q) mit k € Ny, so ist u. € C¥(£.) und

uellcriany < llullexie)

o Ist uc CO(Q) fiir ein o € (0,1], so ist u- € C%* (Q.) mit
kontrollierter Holder-Konstante:

[uﬁ]a;QE < [u]a;ﬂ



Konvergenz von Glattungen

Konvergenz von Glattungen 1

Sei Q C RY offen.
o Ist uc L} () mit einem 1 < p < o0, so gilt:

el0

u: = uin L, _(Q)

und fiir p € [1, o]

0 . -
Ug €i> u punktweise f.i. in Q

@ Ist u € LP(Q) mit einem 1 < p < 00, Q beschrankt und
bezeichnet T die Fortsetzung von u durch 0 auf ganz RY, so
gilt:

7. % uin LP(Q)



Konvergenz von Glattungen

Konvergenz von Glattungen 2

o Ist ue WSP(Q) mit k e Ngund 1< p < o0, so gilt:

loc

ue =5 uin WEP (Q)

loc
und fiir p € [1, o]
J"u. Koy
punktweise f.ii. in Q fiir alle v € N¢ mit |y| < k

e Ist uc CK(Q) mit k € Ny, so gilt:
J"u, EiQ(WU

lokal gleichmiBig auf Q fiir alle v € N§ mit |y| < k



Konvergenz von Glattungen

Konvergenz von Glattungen 3

o Ist ue Ck*(Q) mit k € Ny und « € (0,1], so bleiben die
Holder-Normen samtlicher Ableitungen von u bis zur Ordnung
k beschrankt, es liegt allerdings keine lokale Konvergenz in
der C**-Norm vor.



Satz von Meyers-Serrin

Globale Approx. von Sobolev-Funktionen

Sei Q C RY offen,k € Ny und 1 < p < co. Dann gilt:
@ Zu jedem u € W,’;’Cp () gibt es eine Folge (um),,cy aus
Coe () mit
um B uin WP (Q)

loc
o C>®(Q)N WHKP(Q) liegt dicht in Wk (Q), d.h. zu jedem
u € WkP(Q) gibt es eine Folge (um) ey aus
C>® (Q) N WkP(Q) mit

Um — uin WEP(Q)
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Vervollstandigung lin. Raume 1

Normierte Vektorraume (X, ||.||) lassen sich in einer der
Konstruktion von R aus Q analogen Weise zu Banach-Raumen
vervollstandigen:

e Bilde die Menge X der Cauchy-Folgen aus X

@ Definiere Aquivalenzklassen: zwei Cauchy-Folgen werden
identifiziert, wenn deren Differenzfolge verschwindet

@ Bette die Aquivalenzklassen aus X in X ein, indem x € X die
Aquivalenzklasse von (x, x, x, ...) zugeordnet wird

e X wird durch die Definition der Norm ||(x,)]| := lim||x,]|| zum

normierten Vektorraum
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Vervollstandigung lin. Raume 2

Der auf diese Weise aus X konstruierte normierte Vektorraum X
hat insb. folgende Eigenschaften:

e X liegt dicht in X

e X ist Banach-Raum bzgl. der bei der Konstruktion definierten
Norm
@ Ist Y ein Banach-Raum in den X als dichte Teilmenge
eingebettet werden kann, so ist Y isometrisch isomorph zu X
Der Banach-Raum X ist also bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt und heisst Vervollstandigung des Raumes X.
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Meyers-Serrin, H*-P

Offensichtlich gilt C>® (Q) N WkP (Q) # WP (Q). Wir kénnen
aber die Vervollstindigung H*P (Q) von C> (Q) N WK+ (Q)
betrachten:
o Nach Konstruktion ist H*? (Q) Banach-Raum
o C>®(Q)N WHkP(Q) liegt dicht in WP (Q)
e Damit ist H*P (Q) isometrisch isomorph zu W*P (Q) (kurz:
“H = W"). Dies ist der Satz von Meyers-Serrin (1964).
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Dank + Diskussion

Bitte z6gern Sie an dieser Stelle nicht Fragen zu stellen und
Anregungen zu geben.
Vielen Dank fiir Ihre Aufmerksamkeit!
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