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Dirichlet-Problem zur Poisson-Gleichung
Q c R offen, beschriankt mit geniigend glattem Rand
Ges.: Losung u € C%(Q2) N C° (Q2) des Randwertproblems

Au=f auf Q

u =0 auf 00

wobei f € C° (ﬁ)
Wir wissen: u geniigt / Vu-Vndx = —/ fndx Vn € C&(Q)
Q Q
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Verschiedene Definitionen

i) Agu h=9 wy in L (), wobei h € R mit 0 < |h| < dist(w, 8Q) und
wy 7y-te schwache Ableitung von u.

i) ye{l,...,d}, uywy €Ll (Q)
ws, 7-te schwache Ableitung von u, falls 3(u,) C C®(Q) mit u, > u

und 8, u, > wy in LE (Q)
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Konzept der Distributionsableitung

ue CHQ), wy € LL () und v €{1,...,d}, sodass
/ u0yndx = —/ wyndx  Vn e G5°(Q)
Q Q
Partielle Integration:
/ udyndx = / wyndx  Vne C5°(Q)
Q Q
Fundamentallemma der Integrationsrechnung:

wy = Oyu
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Definition: Schwache Differenzierbarkeit

Q C RY offen, v € Nd, k € Ny, u,w? € LL (Q)

loc

w7 heiBt die v-te schwache (partielle) Ableitung von u, falls

/u@'yndx—(—l)M/ windx Vne (5°(Q)
Q Q

u heiBt k-mal schwach differenzierbar auf Q, falls Vy € INg mit || < k ein

w? € LL _(Q) existiert.

loc

Raum: WK(Q)
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Definition: Sobolev-Raum

Q € RY offen, 1 < p < oo, k € INg. Der lineare Raum
WH5P(Q) := {u e WX(Q): 07u € LP(Q) Vy € IN§ mit |y| < k}

heiBt Sobolev-Raum mit Differenzierbarkeitsstufe k und

Integrabilitdtsexponent p.
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Normen auf W**(Q)

1

P
( > HmUllﬁ) p < oo
lullk,p == llullokp == § \NI<k
max |07 u = o0
| <k | lloo P

Definition:

Normalabschluss W*P(Q) von C5°(Q) in WkP(Q)
Q c RY offen, 1<p<oo, keNg

V"Vk,p(Q) — Wll‘llw
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Satz:
Sei Q c R offen, 1 < p < g < o0, k,I € Ng mit k > /. Dann gilt:
i) Die Einbettungen W*P(Q) < WP < LP(Q) sind linear und stetig.
i) Ist £9(Q) < oo, so ist Wk9(Q) — WHKP(Q) stetig.

i) Fiir p < oo liegt W5P(Q) (beziiglich | - ||») dicht in LP(RQ).
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Satz:

D:=#{yelNd: |y <k}mitkelN, 1<p<oco
®: WKP(Q) — LP(Q)P mit du = (0" u) 1<k

® ist eine lineare Isometrie und der Unterraum W*P(Q) ist abgeschlossen
in LP(Q)P.
(lullep = lI®ull, Vo e WeP(Q))
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Beweis fur kK = 1:

(um) C WLP(Q) Folge, s.d. Dup = (Um, Vun) konvergiert in LP(Q)1+9.

Also tp 5: u und Vuy, 5 v mit u € LP(Q) und v € LP(Q)9.

/udivndx—lim/umdivndx
Q m-Ja

:—Iim/Vumndx
m-Jja

:—/vndx
Q
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Korollar

Fiir alle k € INp und 1 < p < oo ist WKP(Q) ein Banachraum beziiglich
der Norm || - || p-

Wk2(Q) und W*2(Q) sind Hilbertriume beziiglich des Skalarprodukts

(U, vk = (U, V)wke(q) = Z / J"ud"vdx
Q

[vI<k
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Satz

Sei k € Ny, 1< p <00, Up,u€ WHP(Q). Dann sind dquivalent:
D) Um 3 uin WEP(Q)

i) Vo e LP gilt Jo 0" umep dx 2 Jo OTupdx
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Satz: Schwaches Auswahlprinzip in WP

Sei k € Ng, 1 < p < oo und (um) € WKP(Q) beschrinkte Folge
(supm [|umllk,p < 00).
Dann existiert eine Teilfolge (um,) von (um) und eine Funktion

u € WkP(Q), sodass gilt:

- X uin WHP(Q)
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