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Einleitung

Viele Fragestellungen aus Physik, Technik oder den Wirtschaftswissenschaften
sowie innermathematischer Disziplinen (Geometrie, partielle Differentialglei-
chungen, Variationsrechnung etc.) fithren auf unendlichdimensionale Extrem-
wertaufgaben, bei denen es darum geht, in einer Klasse von moglichen ,, Zustén-
den“ jenen mit minimaler ,Energie“ zu bestimmen, wobei die ,,Energie“ durch
ein Funktional représentiert wird. Um nur ein einfaches Beispiel zu nennen,
betrachte man das Problem (Q C R?)

I[u) ::/ |Vu|? dz — min.
Q

Physikalisch beschreibt dies u.a. das elektrische Potential u :— R in einem la-
dungsfreien Raum (dabei reprisentiert obiges Integral die elektrische Energie).
Mit der direkten Methode der Variationsrechnung lasst sich die Existenz einer
eindeutigen distributionellen (verallgemeinerten) Losung von Variationsproble-
men dieser Form zeigen (bei Vorgabe von Randwerten). Hierbei handelt es
sich um eine Sobolev-Funktion, die a priori im analytischen Sinn sehr schlecht
Eigenschaften hat (es gibt Beispiele, die nirgends stetig sind). Um das Wohl-
verhalten solcher Losungen zu studieren, sind tiefgreifende Kenntnisse iiber
Sobolev-Funktionen notwendig. Aber auch fiir viele numerische Anwendungen
sind solche Kenntnisse von groflem Vorteil.

Die folgenden drei Problemstellungen stehen dabi im Vordergrund:

e Glatte Approximation von Sobolev-Funktionen:
Sobolev-Funktionen kénnen durch C'°°-Funktionen approximiert werden.
Daher konnen Eigenschaften von Sobolev-Funktionen bewisen werden,
indem man sie zunéchst fiir glatte Funktionen verifiziert, approximiert
und dann zur Grenze iibergeht. Dies ist u.a. niitzlich um Rechenregeln

fiir Sobolev-Funktionen zu beweisen.

e Einbettungssitze:
Sobolev-Funltionen weisen a priori hohere Integrabilitdtseigenschaften auf
(die von der Dimension des Raums abhéngen): Beispielsweise gilt im Fall
u € WH2(Q) mit Q C R?, dass u zum Raum L!(Q) fiir alle ¢ < oo gehért
(aus u € WHP(Q) mit p > 2 folgt hier sogar Stetigkeit von u).



ii

e Randverhalten:
Fiir eine Funktion u € L?()) kénnen Randwerte nicht sinnvoll definiert
werden, da 0f) eine Lebesgue-Nullmenge ist und LP-Funktionen nur f.ii.
eindeutig definiert sind. Beim Studium von Sobolev-Funktionen zeigt sich

jedoch, dass dem Ausdruck ujpq eine natiirlich Bedeutung zukommt.

Nachdem obige Aussagen hergeleitet wurden, sind schliefilich die Vorbereitun-
gen getroffen um Regularitéitstheorie zu betreiben. D.h. man geht der Frage
nach, ob bzw. unter welchen Bedingungen verallgemeinerten Losungen (von
Variationsproblemen oder partiellen Differentialgleichungen) — welche a priori
noch nicht einmal stetig sind — tatséchlich bessere Eigenschaften haben, oder

sogar klassische Losungen produzieren.

Warnung.

Dieses Skript dient als ergdnzendes Begleitmaterial zur Vorlesung. Es kann und
soll den Besuch sowie eine Mitschrift der Vorlesung nicht ersetzen, und erhebt
keinen Anspruch auf Fehlerfreiheit oder Vollstandigkeit.
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§ 1. Glattungen und Approximationssatze

fir Sobolev—Funktionen

Fiir viele Zwecke, wie beispielsweise den Beweis von Rechenregeln fiir Sobolev—
Funktionen, ist es niitzlich, Sobolev—Funktionen durch unendlich oft differen-
zierbare (also glatte) Funktionen zu approximieren. Wir werden hier ein sehr
allgemeines Approximationsschema beschreiben und schliellich zu dem Ergeb-
nis gelangen, dass fiir p < co der Raum W*? genau der AbschluB von C* in

Wk ist. Dabei werden die Testfunktionen eine tragende Rolle spielen.

Definition 1.1 (Glittender Kern/Mollifier)
Eine C>~Funktion n : R — [0,00) mit sptn C B1(0) und [g.ndx =1 heift
ein glittender Kern (oder Mollifier) auf RY.

Ein kanonisches Beispiel fiir einen glittenden Kern (sog. Standard—-Mollifier)
ist gegeben durch (vg. GAV Ubung 2)

cexp (\TI%J ;e <1
n(x) ==
0 ; sonst,

wobei ¢ = ¢(d) € (0,00) so gewihlt ist, dass [, ndz = 1 ausfillt.

Mittels einer Faltung wollen wir nun die Glittung einer L}, ~Funktion erkliren.
Zur Erinnerung:  Fiir Funktionen v € L}, ,(R%) und v € C2(IRY) ist die Faltung
u*v:R? — R definiert durch:

u*v(x) = /]Rd u(z)v(z — x)dz.

Nimmt man nun fiir u eine Funktion u € L}, .(Q) (2 C R? offen) und fiir v die

Funktion 7. : R* — R gegeben durch

ne(x) =7 (i)

2
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mit einem glittenden Kern n € C°(R?) und einem ¢ > 0, so ist die Faltung
u % 1 nur noch auf der Menge

Q. = {:c € Q; dist(x, 09Q) > e}

wohldefiniert, weil sptn.(- — ) C Be(x) ist und B.(z) € Q nur fiir Punkte
x € Q. gilt. Die Menge (). bezeichnet man als innere Parallelmenge zu ) im
Abstand e.

Definition 1.2 (Glittung/Regularisierung)
Seien u € Li () und n € CX(R?) ein glittender Kern auf R®. Dann heifit

loc

die Faltung ue :=uxn. : Q. — R, die gegeben ist durch
ue(x) = / Ne(z — z)u(z)dz = / Ne(z — z) u(z) dz,
Q B. ()

die Glittung (oder Regularisierung) von u mit Radius € > 0.

Anschaulich ist die Faltung w. der Mittelwert von v iiber die Kugel B.(z)
versehen mit der Gewichtsfunktion 7.. Nach dem Prinzip der Differentiation
von parameterabhéngigen Integralen ist eine Faltung u % v stets so regulér,
wie es der ,bessere* Faktor erlaubt. Speziell hat die Glattung u. die folgende
Eigenschaft:

Lemma 1.3 (Gldttung)
Fiir jede Funktion u € L}, () und jedes ¢ > 0 ist ue € C>°(S). Ist ferner

loc

v € N¢ und besitzt u eine y-te schwache Ableitung, so gilt:
Nue = (87u)€ auf Q.2

Die Gliattung — daher auch der Name — ist also eine auf (2. glatte Funktion,

und darf mit der schwachen Ableitung (sofern existent) vertauscht werden.

Beweis von Lemma 1.3.
Zunichst ist fiir jeden Multiindex v € Ng:

ue(x) = /Qu(z) Y (ne(z — x)) dz = (=) /Qu(z) (0"n:)(z — x)dz, (1.2)

worin das Integral auf der rechten Seite wohldefiniert ist fiir alle = € ). Dies

zeigt ue € C*°(Q.). Nehmen wir nun an, dass u eine y—te schwache Ableitung

alst u € Llloc(]Rd), so ist natiirlich ue € C°°(R%) und die Vertauschungsregel gilt auf R%.
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besitzt. Dann ist nach Definition der schwachen Differenzierbarkeit

&-7

/Qu(z) (0"ne)(z —x)dz = (—)) [ un.(z —z)dz = (=)D (07u)

Q

woraus die behauptete Identitét mit (1.2) folgt. O

Da wir mit Hilfe von Glittungen zu Approximationssitzen fiir W*P-Funktionen
gelangen wollen, miissen wir wissen, wie sich die entsprechenden Normen beim
Glétten verhalten. Wie sich herausstellt werden Normen bei Glattungsprozes-

sen erhalten. Genauer:
Satz 1.4 (Normerhaltung beim Glatten)
Seien Q@ C R™ offen, w € Q und fiir ein € > 0 sei
W = {x € RY; dist(z,w) < 5}

die dufere Parallelmenge zu w im Abstand €. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen fiir Funktionen u € L}, ().

i) Istwe LY () mit p € [1,00], so ist auch u. € L} () und

”ueup;w < Hu”u wes

falls € > 0 so klein ist, dass w® € ) ist.

ii) Ist u € WFP(Q) mit k € Ng und p € [1,00], so ist ue € WFP(Q,) und es
gilt:

e[k p: 2. < llullkp: 0
i) Ist u € C*(Q) mit k € Ny, so ist u. € C*(Q.) und es gilt:

ueller o) < llullero)-

i) Ist u € CO%(Q) fir ein a € (0,1], so ist u. € CO*(Q.) mit kontrollierter
Holder—Konstante, 1. e.:

[us]a; Qe < [U}a; Q-

Beweis.
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i) Seiu € Lj2. (). Fir x € w € Q ist dann per Definition

loc

|u5(m)’ < ulloos we / Ne(z — x) dz,
e (X
worin das Integral auf der rechten Seite nach dem Transformationssatz

und wegen fBl(O)ndx = 1 den Wert 1 hat. Daraus folgt ||uc|loo;w <

oo
loc

l16]) o we » also u. € L§S () fiir geniigend kleines e.

Fiir v € L}OC(Q) ist
el < [ [ nete =) u(z)| dzds

= /ws (/wﬂBE(z) ne(z — ) dx)’u(z)’dz < /wz lu(z)| dz,

woraus die Behauptung fiir p = 1 folgt.
Sei schlieBlich v € L} (Q) mit 1 < p < oco. Fiir ein fixiertes z € w € Q
definieren wir itber 2 ein MaBl p, : p(2) — [0, 0o] durch

o (A) = (L9 Lo — 2))(A) = /A ne(z — ) dz,

d.h. p, ist das mit 7.(- — x) gewichtete Lebesgue-Mafi®. Damit wird

unter Verwendung der Holder-Ungleichung

po= [| [ 1= yueyas
-/ < / ( | UIpduac>um(w€)p1dl’
</ (/ IUIpns(z—x)dZ> dz,

wobel wir im letzten Schritt pe(w®) = 1 benutzt haben. Man braucht

e |

[ ) dnate)

jetzt nur noch gem. dem Satz von Fubini die Integrationsreihenfolge zu

vertauschen, und erhélt die Behauptung wie im Fall p = 1.

ii) Da die Glattung mit der schwachen Ableitung vertauscht werden kann,
folgt dies aus i). (Ersetze dort w durch €; es ist (Qs)6 =)

ili) Analog zu ii).

b Fiir Ne = 1 wire pg = L4,
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iv) Seien z,y € . beliebig. Dann ist

Jue(2) — ue(y)| =

/Bg(w) u(z)ﬂa(z—x)dz—/ w(2) (= —y) dz

Be(y)

u(z+x)n.(z)dz — u(z e(2)dz
[, o e ramEa= [ Gy

B:(0)

s/ ne(@)|ulz + 2) — ulz + )| dz < M|z — |,
B (0)

wobei M € [0, 00) die Holder-Konstante von u auf §2 bezeichnet. Daraus

folgt die Behauptung. O

Der gerade bewiesene Satz besagt im wesentlichen, dass der lineare Gldttungs-
operator G : X(Q) — X(9¢), u — u,, der einen Raum von Funktionen
Q) — R in den entsprechenden Raum von Funktionen 2. — R abbildet, fiir
alle giingigen Raume X = LP, W*P CF C** eine schwache Kontraktion ist,
i.e.:

||G€(u)HX(QE) < lullx(@)-

Dariiber hinaus ist Bild G, C X (Q.) N C*(£,).

Zum Beweis von Approximationsséitzen ist natiirlich noch die Frage zu beant-
worten, ob G.(u) = u. bei € \, 0 auch in der Norm des Raums X (Q,) gegen
u\gso konvergiert, d. h.: Man fixiert ein €y > 0 und untersucht, ob u. 0, U
auf Q. in der X (Q.,)-Norm strebt bzw. lokale Konvergenz auf kompakten
Teilmengen vorliegt. Diese Frage ist positiv zu beantworten, abgesehen von
dem Fall, dass sich die Norm aus L°°—Normen zusammensetzt. Ist ndmlich
X(Q) = L*®(Q), so strebt i.a. us bei € N\, 0 nicht gleichméiBig auf Q gegen wu,
da sonst u zwangslaufig stetig sein miisste. Entsprechendes gilt fiir die Rdume
Wk Der folgende Satz beschreibt das Konvergenzverhalten des Glittungs-

operators genauer.

Satz 1.5 (Konvergenz von Gldttungen)
Sei Q C RY offen.

i) Ist we LY (Q) mit einem 1 < p < o0, so gilt:

ue % in LY ().

Ist uw € LP(Q2) mit einem 1 < p < oo, Q beschrinkt und bezeichnet @ die
Fortsetzung von u durch 0 auf ganz R, so gilt:

Ue 0w in LP(Q).
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Ferner gilt fiir jedes p € [1,00] und u € L

loc(Q):

Ug O, punktweise f. i. in

nach Wahl eines Vertreters.

ii) Ist u € Wllch(Q) mit k € Ng und 1 < p < oo, so gilt:

ue %y in WiEP(Q).
Ferner gilt fir jedes p € [1,00] und u € VV/ZCP(Q)

0" ue 0, gy punktweise f. 4. in

fiir alle v € Nd mit |y| < k nach Wahl von Vertretern.

i) Ist u € C*(Q) fiir ein k € Ny, so gilt:

M ue 0, u

lokal gleichmdfig auf Q fir alle v € N& mit || < k.

w) Ist u € C**(Q) mit k € Ng und o € (0,1], so bleiben die Holder—

Normen samtlicher Ableitungen von u bis zur Ordnung k beschrinkt, es
liegt allerdings keine lokale Konvergenz in der C*—Norm vor.

Beweis.

iii) Wir zeigen die Aussage fiir ein v € C°(Q2) und iiberlassen dem Leser die

einfachen Folgerungen fiir u € C*(). Wir fixieren w € wy € Q. Dann ist

w® C wy fiir alle 0 < € < 1 und wir erhalten fiir jedes x € w

|ue(2) — u(2)] =

/ ne(z — z) (u(z) — u(x)) dz
B.(z)

< sup fu(y) —u(2), (13)

Y,zE€EWQ

ly—z|<e
wobei wir benutzt haben, dass [, @) Ne(z—x)dz = 1 ist. Da u als stetige
Funktion auf dem Kompaktum @y gleichméafig stetig ist, verschwindet
die rechte Seite von (1.3) bei £ \ 0.

i) Seien w € Q und €¢ > 0 so, dass wp := w €  ist. Dann wird fiir jedes
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ueL?

loc

() und v € C%(wp)

Jue = ullp;w < lltte = vellpsw + [ve = V0 + [l — V|lp;w

<lu— UHp; wo T llve — UHp;w + [Ju— v”p;w

fiir alle 0 < € < 9. Da nun C°(wy) dicht in LP(wp) liegt fiir p < oo (vgl.
GdV Satz 3.2.1), gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein v € C%(wy), so dass
[ = v]lp;wo < & ausfillt. Dann ist aber auch |ju — v[|p;. < § und gem.
iii) hat man auch [[v. — v||pe, < & fiir alle € < 1 mit einem &; > 0.
Fiir alle ¢ < min{eg,e1} folgt daher mit der obigen Ungleichungskette
lue — ul|p;w < 6, was wegen der Beliebigkeit von ¢ die erste Behauptung
liefert.

Die LP(Q2)-Konvergenz fiir beschrénkt € von @. gegen u ergibt sich nun
aus der Konvergenz

(R%).

_eN0 _ .
U —— U In Lfoc

Zum Beweis der punktweisen Konvergenz, die auch im Falle p = oo gilt,

benutzt man den Satz iber Lebesque—Punkte (auch bekannt als Differen-

1

15c(£2), so gilt fiir Vertreter von u

tiationssatz von Lebesque): Ist u € L

(die wieder mit u bezeichnet seien)

lim |u(z) —u(z)|dz=0 f.fa zeQ, (1.4)
\,0 B, (z)

worin §, udz := (ﬁd(A))flfA udz den Mittelwert von u iiber der Menge
A C R? bezeichnet (vgl. etwa [AFP], Cor. 2.23, [GMS], Vol.I, §3.1.1
sowie [HS], Lem. 18.4). Die Punkte = € Q, fiir die (1.4) gilt, heiflen die
Lebesgue—Punkte von u. Die Menge aller Lebesgue-Punkte von u heifit
die Lebesgue—Menge fiir u. ©

Ist nun w € LY () mit p € [1, 0], so wird fiir fast alle z € Q

loc

us(x) —u(x)] < (z —x)|u(z) —u(x)|dz

e ()|</BE($)77( )[u(z) - uz)|
oc_d u(z) —u(x)|dz

< Inllo s /m)|<> (@)

B.

< £9(By) [lloe ][ Ju(z) — u(a)| d,

a(z)

worin die rechte Seite gem. (1.4) bei ¢ \, 0 verschwindet.

¢ Da fiir eine Funktion u € L} () £%f.a. & € Q Lebesgue-Punkte von u sind, hat die
Lebesgue-Menge Qg C € fiir u volles MaB, d. h. es ist £¢(Q \ Qo) =0.
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ii) ergibt sich aus 1i).

iv) Dies ergibt sich mit der Aussage iv) aus Satz 1.4. Wir {iberlassen die
Details dem Leser. O

Die Glattungen u. haben zwar gute Konvergenz— und Approximationseigen-
schaften, jedoch nur auf kompakten Teilgebieten. Der folgende Satz zeigt, dass
man Sobolev—Funktionen global durch glatte Funktionen approximieren kann.

Diese Aussage ist in der Literatur als Satz von Meyers und Serrin bekannt.

Satz 1.6 (Globale Approximation von Sobolev—Funktionen)
Seien Q C R? offen, k € Ny und 1 < p < oo. Dann gilt:

i) Zu jedem u € V[/l’f)cp(Q) gibt es eine Folge (u,,) C C2°(2) mit

U 5w in WP ().
i) C(Q)NWHFP(Q) liegt dicht in W*P(Q), d. h. zu jedem u € W*P(Q) gibt
es eine Folge (uy,) C C°°(Q) N WHEP(Q) mit

Uy = u in WHP(Q). d

Bemerkung 1.7
Seien @ C R4 offen, k € Ny und 1 < p < co. Dann ist allgemein

Ck@Q) nwhe(Q) S Whr(Q).

Es macht daher Sinn die Vervollstindigung H*?(Q2) von C*(Q) N WkP(Q) in
WkP(Q) zu betrachten. Darunter versteht man folgenden abstrakten Begriff:
Ist (X, -||) ein linearer Raum, so sei X die Menge aller Cauchy-Folgen von
Elementen aus X, wobei man Cauchy—Folgen miteinander identifiziert, wenn
deren Differenzfolge verschwindet (Bildung von Aquivalenzklassen). Der Raum
X wird dann eingebettet in X, indem man jedem x € X die (Aquivalenzklasse)
der konstanten Folge (x,x,x,...) zuordnet. In der iblichen Weise macht man
X zu einem linearen Raum, auf dem man durch die Vorschrift

[ en)|| = tim | (1.5)

eine Norm einfihrt (dieser Grenzwert existiert fir alle Folgen (x,) € X, weil
dann ||z, eine CauchyFolge in R ist). Binfache Uberlegungen zeigen dann

folgendes:

d Beachte, dass eine C°°—Funktion i. a. nicht zu W¥? gehért, sondern nur zu W/Z’Cp.
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i) X liegt dicht in X.
i) X ist ein Banach—Raum bzgl. der Norm gem. (1.5).

11) Ist'Y ein Banach—Raum, in den X als dichte Teilmenge eingebettet wer-

den kann, so ist bereits Y isometrisch isomorph zu X.

Der (gem. iii) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Banach-Raum X heifit
die Vervollstandigung des Raums X. (Vgl. dazu etwa [Yo], §1.10.)

Nach Satz 1.614i) liegt C*(Q) N W P(Q) dicht in WEP(Q), und es folgt, dass
die Vervollstindigung H*?(Q) von C*(Q) N WHP(Q) isometrisch isomorph zu
WkP(Q) ist (Satz von Meyers und Serrin, kurz: ,H = W*).
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Beweis von Satz 1.6.

i)

ii)

Sei (wy,) eine kompakte Ausschopfung von  (vgl. GAV vor Satz 6.15),
so dass wy,, € wp41 fir alle m € N gilt. © Zu jedem m wéhlen wir
nun eine Abschneidefunktion n,, € C>®°(R%) mit 1, = 1 in @, und
Pt m C wmi1. T Nach dem zuvor gezeigten Satz 1.5 ii) gibt es eine Null-
folge (e,,) C (0, 00) mit

< fiir alle m € N.

1
Husm o qu,p; Wm E

Wir setzen nun

Nm Ue,, auf wpi1

0 auf  Q\ w1

und zeigen, dass diese Folge das Gewiinschte leistet. Esist u., € C*° (Qsm)
und wenn €, geniigend klein ist (gehe ggf. zu einer Teilfolge tiber, die
wieder mit €, bezeichnet sei), ist auch w41 € Q,,, so dass u,, eine
C*°—Funktion auf 2 mit Tréger in @y, ist. Wir miissen also noch zei-
gen:

Uy = win WFP(w)  fiir alle w € Q.

Zu fixiertem w € €2 gibt es ein mo € N mit w € w,y,,. Dann ist natiirlich
auch w € wy, fiir alle m > mg und es folgt:

1

m )

(|t — u”hpw < lum — u||k7p;wm = ||usm - qu,p;wm <

und damit die Behauptung.

Sei (wy,) wie in i). wir betrachten jetzt fiir m € Nq die ,,Ringgebiete®
Am = Wm+1 \wm,1 mit wWo ‘—m w1 = (Z)

Dann sind Ag = wy, A1 = ws und die A,, sind offen und schopfen  aus,

d.h.esist Q = Ay, Sei nun (n,,) C C°(Q) eine Zerlegung der

meNg

1

© Beispielsweise kann man wp, = {& € QN By, (0); dist(z, 09) > E} wihlen, wobei
man ggf. erst ab einem geniigend grofien m zu zéhlen beginnt, um wy, # () zu garantieren.
Dabei ist der Durchschnitt © N By, (0) nur bei unbeschrénkten Gebieten Q fiir die relative
Kompaktheit der wy, notig. Ist €2 beschrinkt, so kann man einfach wp, := Q4 /,,, wihlen.

f Eine solche Abschneidefunktion erhilt man etwa durch Glittung der charakteristischen
Funktion 1z, mit einem sehr kleinen Radius, wobei wpy, € @m € wm41 ist.
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Eins bzgl. (A,,), d.h. eine Folge (7,,,) mit den Eigenschaften

0<mp <1in  fiir alle k € N. (1.6)
Fir alle £ € N gibt es ein my, € N mit sptn, € A, - (1.7)
#{k € N; sptn Nw # 0} < oo fiir alle w € €. (1.8)
> e =1in Ay, (1.9)
kEN

Wobei o. E. annehmen, dass spt 7, C A,, fiir alle m € N gilt (sonst gehe
iiber zu einer Teilfolge von (7,,)). Wir konstruieren nun zu vorgegebenem
u € WFP(Q) und € > 0 ein

v EC®Q)NWRP(Q) mit |lu— vk, <e. (1.10)

Wie eine einfache Uberlegung zeigt, ist vy, := 1, v € WFP(Q) und hat
kompakten Tréger in A,,. Daraus folgt, dass auch die Glattung (v, )e,,
fiir geniigend kleines ¢, kompakten Triger in A, hat, also eine C$°(2)—
Funktion ist. Ferner gilt:
5\0
||(Um)6 7vak,p;Q 0

nach Satz 1.5 (werte die Norm iiber einer einer offenen Menge w mit
sptv, C w € Q aus). Nach ggf. Ubergang zu einer Teilfolge von (g,,)
(welche wieder mit (e,,) bezeichnet sei) gilt daher:

| (vm)e.. —vak o< % fiir alle m € IN. (1.11)
D om+

Wir sehen nun, dass v := Y~ (vm)e,, ein Kandidat fiir die gesuchte
Funktion v ist: Bei vorgegebenem w € €2 gibt es wegen der Eigenschaft
(1.8) der Zerlegung (7,,,) nur endlich viele m € N mit wNspt(vy,)e,, # 0,
so dass speziell fiir jedes © € Q nur fiir endlich viele m (vy,)e,, # 0 ist.
Damit ist v wohldefiniert und in C*(Q2), da dies fiir jedes (v, )e,, der
Fall ist. Bleibt (1.10) nachzuweisen. &8 Dazu benutzt man folgenden Trick:
Sei w €  fixiert. Dann ist aufgrund der Eigenschaft (1.9) von (7,,) und
wegen (1.11)

oo oo
lw—vllkp;w = Z(Um)em — Um < Z ||(Um)sm - UmH;w,
m=0 k,p;w m=0

€ Beachte, dass v € C°°(Q) lediglich v € W7 () impliziert.
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oo € B
< Z 9m+1 =&

m=0

so dass also fiir Multiindizes v € N¢ gilt:

Z lav(u—v)’pdx<€p.

|v|<k ¢

Andererseits ist nach dem Lemma von Fatou
/ 07 (u — v)’pdac < liminf/ 1, [07 (u— v)fpdx
Q m Q

zliminf/ ’67(u—v)’pdx,

m

und somit auch

Z /Q‘a’Y(U7”U)}pdl’ < eP|

[vI<k

was u — v € WFP(Q) bedeutet. Daraus folgt (1.10), wie gewiinscht. [

Lemma 1.14
Seien Q € R? offen und v € WY(Q). Dann gilt: Ist w C Q ein Gebiet (also
offen und zusammenhdingend) und ist Vu = 0 f.d. in w, so ist u f. 4. in w

konstant.

Beweis.
Seien B € w eine Kugel und € > 0 so klein, dass auch B € w ist. Dann gilt
fiir die Glattung (Vu). von Vu nach Lemma 1.3:

Vue(x) = / Ne(z — ) Vu(z)dz =0 fir alle z € B,

so dass u. = c¢. in B mit einer Konstante c¢. € R sein muss, denn u. ist ja gem.
. . . 0 .
Lemma 1.3 eine auf B glatte Funktion. Andererseits strebt u, 0 win LY(B)

(Satz 1.5), so dass

/|cs—u|dxi\—g0
B

strebt. Damit strebt aber offenbar auch

N0
Ce —— udz.

B
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Beides zusammen ergibt:

/ u—][udz dx§/|u—cg\dx—|—£d(B) Cg—][udz ﬁ)o,
B B B B
und damit v = fBudz =: ¢g € R auf B. Wir nehmen nun an, u sei nicht

konstant auf w. Dann gibt es Kugeln B; 2 € w, so dass c¢p, # cp, ist. Da w
zusammenhéngend ist, gibt es eine Kurve vy, welche die Zentren der Kugeln B,
und B verbindet (z. B. einen geeigneten Streckenzug). Da w offen ist, kann man
die Spur von 7 mit sich iiberlappenden Kugeln Bj € w iiberdecken. Sukzessive
ergibt sich dann cp, = const, im Widerspruch zur Annahme. (Sind nédmlich
B und B’ sich iiberlappende Kugeln, welche kompakt in w enthalten sind, so
muss nach dem oben Gezeigten u = cg auf B sowie u = cps auf B’ gelten. Auf
BN B’ # ( gilt daher u = cg = cpr, also cg = cpr.) O






§ 2. Das Rechnen mit Sobolev—Funktionen

In diesem Kapitel wird der Kalkiil fiir Sobolev—Funktionen entwickelt. Zun#chst
ist die Summe von W*(Q2)-Funktionen offenbar selbst wieder eine W*(2)-
Funktion und es gilt (nach dem Fundamentallemma) fast iiberall in Q die iibli-
che Summenformel fiir Ableitungen (in der Definition der schwachen Ableitung
sind dazu die entsprechenden Integrale einfach zu addieren). Entsprechend ist
die Summe von W*P(Q)-Funktionen wieder eine W*?(Q2)-Funktion.

Fiir Produkte oder Verkettungen von W!-Funktionen ist es dagegen nicht ohne
weiteres einsehbar, ob die entsprechende Verkniipfung wieder schwach differen-
zierbar ist und die erwartete Formel gilt. Sind etwa v € W1(Q) und v € C*(),

so lisst sich relativ leicht zeigen, dass auch uv € W1(Q) ist mit
Oy(uv) = 0yuv +udyv fii. in Q.

Dies gilt auch fiir Funktionen u,v € W1(Q), wobei man allerdings voraussetzen
muss, dass uv € L}, () sowie d,uv + ud v € L}, () sind. Auch der Beweis
dieser Aussage ist relativ leicht, ungleich schwerer ist es dagegen, Kettenregeln
fiir Sobolev—Funktionen zu beweisen; dafiir sind i. a. stdrkere Voraussetzungen

an die duflere Funktion zu stellen, wie die folgende Kettenregel zeigt.

Satz 2.1 (Produktregel, Kettenregel)
Seien Q@ C R? offen (und beschrinkt?), k € N und 1 < p,q,r < oo. Dann gilt:

i) Sind u € W(]j’oi)(ﬂ), v € WhP(Q) mit p' = p/(p — 1) bzw. = oo fiir
p =1, so ist uv € Wﬁolc)(Q) und es gilt fast iberall die tibliche Formel
von Leibniz:

0" (uwv) = Z (Z)@”u@”‘”v frii. in Q

ueNg
v~y

fiir alle v € N& mit |y| < k.

2 Ist © unbeschridnkt, so erhdlt man lediglich uwv € Wl’Zcp(Q) bzw. pou € Wl’fmp(ﬂ)
unabhénig davon, ob u bzw. v global den entsprechenden Rdumen angehoren.

b Zur Erinnerung: Fiir Multiindizes ~,v € ]Ng bedeutet v < ~, dass vy, < v, fiir alle

16
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ii) Seien ¢ € CY(R) mit ¢’ € L®(R) und u € W(lli)(Q), Dann ist pou €
W(ll’fc)(ﬂ) und es gilt:

dy(pou)=¢'(u)dyu f . inQ
und fir alle v € {1,...,d}.

Bemerkung 2.2

i) Ist ¢ € C*(R) mit beschrinkter Ableitung (wie in Satz 2.1), so ist ¢
insbesondere Lipschitz—stetig. © Ist o : R — R nur Lipschitz—stetig, so
ist @ f.1. klassisch differenzierbar (da ¢ € AC(R) ist, vgl. GdV Ubung
6).9 Eine Sobolev—Funktion u € W(ll’opc) (Q) kann aber Teilmengen von
Q mit positivem Mafi (d. h. Teilmengen, die keine Nullmengen sind) in
Stellen abbilden, in denen p nicht differenzierbar ist (man betrachte etwa
u : B1(0) — 0B1(0), z — I%I) Daher ist nicht klar, wie man ¢'(u)
definieren soll, wenn ¢ lediglich Lipschitz—stetig ist.

ii) Seien Q C RY wie in Satz 2.1, p € CLRP)N (D, N € N) mit beschrink-
ter Ableitung Dy (d.h. Dp € L=®(RP RN*P), also ¢ Lipschitz-stetig)
und u € W(llfc)(Q)D mit 1 < p < oo. Dann ist pou € W(llfc)(Q)N mit

Oy(pou)=Dp(u)0u f i inQ (2.1)

fiir alle y € {1,...,d}. Dies ergibt sich relativ leicht mit Hilfe von ii) aus
Satz 2.1.

Ist @ nicht C', sondern lediglich Lipschitz—stetig, so ist zwar immer noch
pou € W(ll’opc)(Q)N, aber die Formel (2.1) gilt nicht mehr f. . in Q (vgl.
i)). Immerhin kann man aber zeigen, dass dann

|0y (¢ o u)| < Lip(p) |0yu| [ . in Q

m € {1,...,d} ist. Entsprechend ist v — v komponentenweise erklirt. Es ist

0=t
v/l (y =)
wobei v! := 1!yl ist.

¢ Zur Erinnerung: Lipschitz—Stetigkeit einer Funktion ¢ : RP? — RN (D,N € N) be-
deutet, dass mit einer Konstante L € [0, co)

[p(P)—¢(Q)| < LIP—Q| firalle P,QeRP”

gilt. Die kleinstmdgliche Konstante L mit dieser Eigenschaft heifit Lipschitz—Konstante von ¢
und wird mit Lip(yp) bezeichnet. (Offenbar ist L = Lip(¢) = 0 genau dann, wenn ¢ konstant
ist.)

d Diese Aussage gilt allgemeiner auch fiir Lipschitz—stetige Funktionen ¢ : RP? — RN
und ist in der Literatur als Satz von Rademacher bekannt (vgl. etwa [EG], § 3.1.2).
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fir alley € {1,...,d} gilt, wobei Lip(yp) € [0, 00) die Lipschitz—Konstante
von ¢ bezeichnet. Dies ist wesentlich aufwendiger zu beweisen und er-
fordert tiefergehende mafitheoretische Kenntnisse (es sei etwa auf [BF],
Lem. B.1 verwiesen; einen Beweis fiir den eindimensionalen Fall findet

sich in [Mo].).

iii) Seien 0, C RY offen, ¢ : ' — Q ein C*-Diffeomorphismus® (k € N)
und u € W(ll’opc)(Q) mit 1 < p < oo. Dann ist uo @ € WEP(QV) und es
gelten die entsprechenden Formeln fiir 8" (u o ¢) fir v € N& mit |y| < k
f-ii. auf Q. (Dabei ist zu beachten, dass die Verkettung u o ¢ immer zur
Klasse WZIZCP(Q) gehdrt, auch wenn u € WFP(Q) ist.) Weiff man in dieser

Situation, dass die Ableitungen D' (I € {1,...,k}) sowie |det Dyp|™?
beschrdnkt sind, so gilt:

[wo ollkp o < cllullkp o
mit einer Konstanten ¢ = c¢(n, k,p, ) > 0.

Beweis von Satz 2.1.

i) Wir zeigen die Behauptung nur fiir ¥ = 1 und iiberlassen dem Leser den
Beweis fiir beliebiges £ € IN. Ferner nehmen wir an, dass 2 beschrénkt ist
(sonst gehe man zu w €  iiber und behandle alles lokal). Seien zunéchst
w e W(Q) und v € WHP'(Q) mit p,p’ < co. Nach dem Satz von
Meyers—Serrin (Satz 1.6 ii)) gibt es dann Folgen (u,,) C C*(Q)NW1P(Q)
und (vy,) € C°°(Q2) N WL (Q) mit

Uy 5w in WHP(Q) und vy, 25 0 in WH ().
Leicht sieht man die folgenden Konvergenzen:

U U — uv in LY(Q),
. (22)
a’yunz Um + Um 6fyvm — 87uv +u 6711 in Ll(Q)

Hiermit folgt die schwache Differenzierbarkeit von wv und die Formel fiir
Oy (uv).

Ist eine der Funktionen u oder v lokal von der Klasse WP bzw. W1#'
mit p,p’ < 0o, so approximiere man u bzw. v (gem. Satz 1.6 1)) lokal in
der entsprechenden Norm, und verfahre analog.

Bleibt der Fall ¢ = oo bzw. r = oo zu behandeln: Sind etwa u €

¢ Zur Erinnerung: Eine Abbildung ¢ : Q' — Q heifit ein C*-Diffeomorphismus, falls
@ € CF(QY,Q) bijektiv ist mit Umkehrabbildung ¢~ € C*(Q, Q).
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W(ll;f; (Q)und u € W(ll’olc) (€2), so approximiert man lediglich v in W(ll’olc) ()

durch glatte Funktionen (v, ), mit dem eben Gezeigten ist dann 0, (uvy,) €
W1(Q) mit der ensprechenden Formel und bei m — oo folgt wie zuvor

die Behauptung wegen

W — uv in LY(Q),
(2.3)
Oy UV, + U Oy, RULN Oyuv 4+ udv in LI(Q).

ii) Seien zuniichst v € W1HP(Q) mit p < oo und ¢ Lipschitz-stetig mit
Lipschitz—Konstante L € [0,00). Wieder nach Satz 1.6 ii) gibt es dann
eine Folge (u,,) C C*°(Q) N Wh4(Q) mit

U — u in WHP(Q) und f.ii. in €,
und daher:

/ o (tm) — w(u)‘pdx < Lp/ [y — u|? dz 5 0.
Q Q

Ferner ergibt sich fiir jedes v € {1,...,d}:

/Q ' (tm) Oyt — ¢ (w) Dyu|” dz < ¢ { /Q ¢’ (um) — @' (u)["|04u|” dz

+/ |tp’(um)|p|&yum - 8fyu|p das} =:c{h + I}
Q

mit einer Konstanten ¢ = ¢(p) > 0.F Wegen der f.1{i. punktweisen Kon-

vergenz von (u,,) und der Stetigkeit von ¢’ strebt
N = [ (um) — @' (u)|”|05u]” 2 0.

P
Da auerdem 0 < 7, < (2 SUP;cR |<p’(t)|) |[VulP =: n f.i. in Q gilt, ist
(nm) beschrinkt durch n € L'(€2), so dass mit dem Satz von Lebesgue

(majorisierte Konvergenz) folgt:

Ilz/nmdxﬂo.
Q

f Allgemein gilt: (a + b)? < 2P~ 1(aP + bP) fiir alle a,b > 0 und p € [1,00) (siche etwa
[Ad], Lem. 2.24).
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Fiir I, erhalt man
I < sup | (1)[ 110 — Dy}, 5 0,
teR

womit die Behauptung im Fall p < co bewiesen ist.
Den Fall u € Wl})’f () mit p < oo behandelt man analog wie unter i)
beschrieben.

Bleibt der Fall u € W(llooco) (Q): Es ist dann u € W(ll’osc)(Q) fiir alle s
[1,00), nach dem gerade Gezeigten also pou € W(ll’osc)(Q) mit dy (¢ ou)

m

¢'(u) Oyu f.1i. in Q. Da aber ¢'(u) 0yu sowie @ o u zu L, ) (2) gehéren,

folgt u € W55 (). O
Unser néchstes Ziel ist eine Verallgemeinerung der Kettenregel aus Satz 2.1.
Wie in Bem. 2.2 bemerkt, gilt diese Kettenregel nicht mehr, wenn man die Be-
dingung ¢ € C'(R) fallen lisst. Wir wollen nun aber zeigen, dass diese Ketten-
regel ihre Giiltigkeit behilt, wenn man verlangt, dass ¢ wenigstens stiickweise
von der Klasse C' ist. Dies ergibt sich mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Lemma 2.3 (Kettenregel)

Seien Q@ C R offen, u € WYQ) und (¢,) € L*®°(R) eine Folge mit
sup,, ||[¥mllec < 00. Desweiteren sei fir jedes m € N die Funktion ¢, eine
Lebesgue—-Stammfunktion zu ,,, i.e.:

pm(t) = Ui (s) dL (s)

/[min{a,t},max{a,t}]
fiir ein a € R, also ¢, € AC(R). & Gilt dann fiir jedes m € N die Kettenregel

Oy (om0 u) = @), (u) dyu f. . in Q (2.4)
fiir ein v € {1,...,d} und strebt ¢, —: ¢ punktweise f.i. in R, so ist fir
eine Lebesque—Stammfunktion ¢ zu v auch ¢ ou € WY(Q) und erfillt eine
entsprechende Kettenregel:

Oy(pou)=¢'(u)dyu f.i. in Q.

Beweis.
Ist h € L*(R), so ist

H(t) = / h(s) dC(s)
[min{0,t},max{0,t}]

€ Wir setzen nicht voraus, dass ¢, eine Regelfunktion ist, so dass ¢, nicht notwendig
eine Stammfunktion im Riemannschen Sinn ist.
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fiir jedes t € R wohldefiniert und gehort zur Klasse AC(R), d.h. H : R — R
ist stetig und f.ii. in R (im klassischen Sinn) differenzierbar mit H'(t) = h(¢)
f.f.a.t € R. (H ist dann auch schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung
erzeugt durch h.)

Wir setzen nun o. E.

Pm(t) = Um(s)dL(s), o(t) = (s)dL(s).
[0,] [0,]

Dann strebt ¢,, — ¢ lokal gleichmiig in R: Betrachtet man etwa das In-

tervall [0, a] mit einem a > 0, so ist fiir alle ¢ € [0, a
fonD) o] < [ [om(s) ~ p(s)]ac'(),

worin die rechte Seite nach dem Satz von Lebesgue (majorisierte Konvergenz)
wegen |, — | < 2 sup,, |[m oo f i in [0,] und ¢, = 1 punktweise f. ii. in
[0,t] bei m — oo verschwindet.

Wir zeigen nun pou € W1(Q): Es strebt ¢,, o u = ¢ o u punktweise f. ii. in
Q und es ist

(om0 u)(@)] < [(pm 0 u) () = 2m(0)] + | (0)]

/ un(5) ALY (5)| < (@) [t
[min{0,u(x)},max{0,u(x)}]

f.f.a. z € Q, so dass die Folge (¢, o u) wegen u € L} () lokal beschréinkt

ist. Nach dem Satz von Lebesgue, partieller Integration und (2.4) gilt daher fiir
jedes n € C°(Q):

/ (pou)dyndr = lim/ (¢pm ou) Oyndx
Q m Ja
= —lim/ hm(u) Oyunde = —/ P(u) Oyunde,
m Ja Q
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Als Verallgemeinerung der Kettenregel aus Satz 2.1 ii) (vgl. auch Bem. 2.2 ii))
erhélt man nun mittels Lemma 2.3:

Korollar 2.4 (Kettenregel)
Seien Q C R? offen und ¢ : R — R Lipschitz—stetig und stickweise von der

Klasse C'. Ist dann u € W(ll’oi)(ﬂ) mit 1 < p < oo, so ist auch pou € W(ll’(f’c)(ﬂ)
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und es gilt:
dy(pou) =¢'(u)dyu  f.i. inQ

fiir alley € {1,...,d}.

Als weitere Anwendung beweisen wir eine Umkehrung von Lemma 1.14:

Korollar 2.5
Seien Q@ C RY offen und uw € W(Q). Dann gilt: Ist A C Q eine mefbare
Menge und u = const f. 1. in A, so ist Vu =0 f. 4. in A.

Die Aussage von Korollar 2.5 gilt natiirlich insbesondere fiir jede C'-Funktion,

und ist ein im klassischen Kalkiil ein bekannter Sachverhalt.

Bemerkung 2.3 o Ist ¢ micht stetig sondern nur beschrinkt, so ist nicht
klar wieso ¢ o g iiberhaupt messbar ist. Einen Beweis hiervon findet man
in [Fe]. Hierzu braucht man viel MafStheorie. Dies gilt auch fiir den Beweis
einer noch allgemeineren Variante der Kettenregel, die auf die stiickweise

Differenzierbarkeit verzichtet.

o Ist o nicht differenzierbar, so stellt sich die Frage nach der Interpretation
von ¢'(u)0yu. Bei uns kann dies nur in einzelnen Punkten auftreten: ist
¢'(a) fiir ein a € R nicht definiert und ist

LMz e Q:u(z)=a} #0,
50 gilt Oyu =0 auf [u = a]. Somit ist dann ¢’ (u)0yu = 0.

Beweis von Korollar 2.4.
Ist ¢ Lipschitz-stetig, so gilt ¢ € AC(R) (vgl. GAV § 7), d.h.

o) = [ 0(s) L' ()
[min{a,t},max{a,t}]

fiir eine L}, -Fkt ¢ : R — R. Da ¢ Lipschitz-stetig ist, gilt weiterhin

[%lloe = ll¢"lloe < o0.

Wir glidtten nun ¢ mit Radius 1/m und erhalten aus Satz 1.4

sup [[Pmlloo < [[¥]lee < 00.
m



§ 2. Das Rechnen mit Sobolev—Funktionen 23

Satz 2.1 ii) in Kombination mit Lemma 2.3 ergibt die Behauptung. O

Beweis von Korollar 2.5.
Seiw=a in f. 1. in A mit einem a € R. Wir setzen fiir t € R

w={4 15

Eine Lebesgue—Stammfunktion zu v ist dann ¢ = 0. Fiir m € N sei nun ¢,
die Gldttung von v mit Radius %, i.e.

unt)i= [ My (5 — 1) 9(5) L (5)
(a—1/m,a+1/m)

mit einem gléttenden Kern 7, /,,, (vgl. § 1). Dann ist ¢, € C5°(R) (nach Lem.
1.3) sowie sup,, [|[¥m|| < oo (nach Satz 1.4) und es strebt v, — ¢ punktweise
f.i. in R (nach Satz 1.5), womit die Voraussetzungen von Lemma 2.4 erfiillt
sind. Demnach ist fiir jedes v € {1,...,d}

0=20,(pou)=¢'(u)dyu=1v(u)dyu f.i. in R,

wegen (u) =1 f. 4. in A also 0,u =0 f. 4. in A. O

Bevor wir noch eine niitzliche Konsequenz aus Lemma 2.3 ziehen, erinnern
wir an folgende Notationen: Seien @ C R%, u : O — R eine Funktion und
Oe{<,<,=,2,>}. Ist ¢ € R, so schreiben wir

Wl == {z € Q; u(z)Oc}
und nennen [uJ¢] eine Level-Menge von u. Ferner setzen wir
u_ :=min{u,0}, wuy := max{u,0}.
Offenbar ist u— = 1j,<oj v und uy = 1j,>0)  und man {iberlegt sich leicht:

u=uy+u_ und |ul=wuy—u_ auffd

Korollar 2.6
Seien Q C R offen, 1 < p < 00, k € N und ¢ € R. Dann gilt:

i) Istu e W(ll’i,)(ﬂ), so liegen auch die Funktionen |ul,us,u_, max{u,c} in
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W(lz’o]i) (Q) und es ist

Oyu  auf [u>0]
Oy|ul = 0 auf [u=0]
—0yu  auf [u <0
sowie
Oyu  auf [u> (|
0 auf [u<(

0y max{u,c} = {
fiir jedes v € {1,...,d}. Entsprechende Formeln gelten auch fir u_, uy
und max{u,v} =u+ (v —u)y.

ii) Ist Q beschrinkt und ist u € WHP(Q) mit p < co und

. v _ . d - < _
Qalér_I}aQ |07 u(z)| =0 fir alle v € N§ mit |y| <k—1

(fiir Vertreter) mit gleichmdfiger Konvergenz, so ist u € W’”’(Q).

Beweis.

Die Funktionen ¢ — [t|, t — max {¢,0} und ¢ — min {¢,0} sind alle Lipschitz-
stetig und stiickweise C!, die Behauptung folgt also mit Korollar 2.4.

ii) Sei k = 1 (die allgemeine Situation erschliefit sich mittels vollsténdiger
Induktion und sei ebenfalls dem Leser iiberlassen) und zunéchst v > 0 ange-

nommen. Fiir jedes ¢ > 0 ist dann nach i)
w® = (u—¢)y € WHP(Q)

und es gibt ein § = d(e) > 0, so dass w® = 0 auf dem Randstreifen

s = {x € Q; dist(z,00) <6} =Q\ Qs (2.5)
ist. Wir betrachten nun die Glattungen

wi@)i= [ e n)we)ds
By (x)
von w mit Radien p > 0. Wegen (2.5) gibt es dann ein py = po(J) > 0, so dass
sptw, C Q,, €Q fiiralle p < po,

und somit w, € WLP(Q) (gem. Lem. 1.3) fiir alle p < po ist. Nach Satz 1.5

strebt nun
0 .
wz —>p\ w® in W 1”’(Q),
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und da W1P(Q) abgeschlossen ist, muss w® € W1?(Q) sein. Man iiberlegt sich
nun noch, dass auch

w® %y in wWhP(Q)

gilt, woraus die Behauptung im Falle u > 0 folgt.
Fiir beliebiges u benutzt man die Zerlegung v = vy — u— und wendet das so-

eben Gezeigte auf vy und u_ an. O

Wir schlieflen diesen § mit einer Aussage iiber Differenzenquotienten von Sobolev—
Funktionen. Damit steht uns ein praktikables Werkzeug zur Untersuchung der

Zugehorigkeit einer L?loc)fFunktion zu einem Sobolev—Raum zur Verfiigung..

Satz 2.7 (Differenzenquotienten)
Seien Q C R? offen, 1 < p < oo, u € L} (Q) und v € {1,...,d}. Dann sind

loc

aquivalent:

i) Die y-te schwache Ableitung O,u von u ist von der Klasse LY () (bzw.
von der Klasse LP(Q)).

i1) Fiir jedes w € Q gilt:
||Azu||p;w <c firalle heR\{0} mit|h| < dist(w, Q)

mit einer Konstante ¢ = ¢(w) > 0 (bzw. mit einer von w unabhdngigen
Konstante ¢ > 0).

In diesem Fall gilt die Abschdtzung:
1A g o < 10l oin,

fir jedes w € Q und fir alle h € R\ {0} mit |h| < dist(w, IN), und es strebt

Al LALR Oyu in LY (). (2.6)

loc

Bemerkung 2.8
Ist u € WFP(Q) mit 1 < p < oo, so gilt:

||A}~;UHI€—LP;QM| <|0yu

k.p; Q-

Daraus ergibt sich insbesondere, dass in Satz 2.7 die Richtung i) = ii) auch im
Fall p =1 richtig ist (nicht jedoch fiir p = oo ). Desweiteren gilt (2.6) auch im
Fallp=1.
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Beweis von Satz 2.7.
Der Beweis erfolgt in drei Schritten. In einem ersten Schritt (1) beweisen wir
zuniichst die Hilfsaussage: Ist u € C*(2) N Wl{)f(Q) mit 1 < p < oo, so gilt:

ARl < 110yl (2.7)

fiir alle v € {1,...,d}, h € R\ {0} mit |h| < dist(w, 0N) und w € N.

(1) Seien w € Q und z € w fixiert. Dann ist nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

‘A;‘u(

/ u(x + they)dt /|au (z+the,)|dt. (2.8)

~Ihl

Fiir 1 < p < oo ergibt daher die Hélder—-Ungleichung:

1 P
||Ahu||P7w_/ </ ’&m(x—l—theﬂ’dt) dx

<£1 P 1// |8ux+they| dtdz

:/ /|87u(x+theq,)|pdxdt§/ ‘87u(z)|pdz,
0 w wlhl

was (2.7) in diesem Fall liefert. Fiir p = 1 bzw p = oo erhélt man (2.7)
unmittelbar aus (2.8).

(2) Sei nun u € WLP(Q) mit 1 < p < co. Wir wollen (2.6) zeigen. Dazu
betrachten wir eine Folge (u,,) C C°(2) mit

U~ u und Oy, — Oyu in LY (Q)

(eine solche Folge haben wir im Beweis von Satz 1.6 i) konstruiert, wobei
die Annahme p < oo entscheidend ist). Da offenbar (2.7) fir jedes uy,

gilt, liefern diese Konvergenzen, dass (2.7) auch fiir u gelten muss:
||A2U||p;w < ||8vu||p;w\hl~

Fiir |h| < 1 kann darin aber die rechte Seite unabhénig von h abgeschétzt
werden, womit die Richtung i) = i) (sogar fiir p = 1) bewiesen ist.
Nun aber zum Beweis von (2.6): Sei w € Q fixiert und sei 0 < r <

dist(w, 09), so dass also w” € 2 ist. Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es dann
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ein mg = my(e), so dass gilt:

€
|0yt — Oyt |l ps wr < 3 fir alle m > my.

. h . e
Andererseits strebt offenbar Agum LN Oyum gleichméBig auf w, h so

dass zu € > 0 ein hg = ho(e) < r existiert mit

10yt — Al

i < g fiir alle |h| < ho.
Schlielich ist wegen (2.7)

1A 1y, — Al < (|01 — Bytign]|psor < % fiir alle m > mo.
Zusammmen ergibt sich fiir alle m > mg und |h| < ho also

[[0yu — Agu“p;w < 1031 = Oyt |l p; wr + 1|0y um — Al;um|

piw
+ HAﬁ'um — Aff'qu;w <e,
womit (2.6) (auch im Fall p = 1) bewiesen ist.
(3) Wir zeigen ii) = 4): Seiu € LI (Q) mit

loc

AL < ¢ fiiralle w € Q, || < dist(w, 09)

mit einer Konstanten ¢ = ¢(w) > 0. Die Familie (Au) ist also beschréinkt
in LP(w), so dass es wegen 1 < p < oo eine Nullfolge (h,) und eine
Funktion v, € LP(w) gibt mit

h, Vv .
AlYu — v in LP(w)

(schwache Kompaktheit von LP). Sei nun (w;) eine kompakte Ausschop-

fung von Q, so dass w; = w ist. Es ist dann
hy
1A wllpswr < c(w2),
so dass es eine Teilfolge von (hl) sowie eine Funktion v, € LP(ws) gibt

mit

1
Az”u X vy, in LP(wy).

h Allgemein gilt bekanntlich: Ist w € C1(Q) (@ C R? offen), so strebt
Al N0

AW ——— Oyw

lokal gleichméfig auf Q.
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Wegen der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwertes gilt daher v,,|., =
v,. Durch fortgesetzte Teilfolgenwahl ergibt sich mit dem Diagonalver-
fahren die Existenz einer Nullfolge (h/,) und einer Funktion v € L} (Q)
mit

Az/“u Lovin LP (Q).

loc

Bleibt nachzuweisen, dass v = 0w ist. Sei dazu n € C3°(Q) beliebig. Mit
der partiellen Integrationsregel fiir Differenzenquotienten und der eben

gezeigten Konvergenz folgt:

/vndm:lim/Az/”undx:—lim/vA;h:’ndx:—/&,nudm,
Q voJa voJa Q

wobel wir im letzten Schritt benutzt haben, dass A5 h/”n = 9, gleich-
méifBig auf € strebt. O






§ 3. Einbettungssitze

Unter einer Einbettung versteht man eine Abbildung j : X — Y zwischen zwei
normierten Rédumen (X, | - ||x) und (Y,| - |ly) mit X CY und j(z) =z €Y.
Uns interessieren Einbettungen zwischen Sobolev- und Lebesgue-Riumen, die

stetig oder kompakt sind:
e Eine Einbettung heifit stetig, falls ||7(x)|y < c|jz|x fiir alle z € X gilt;

e Eine Einbettung heifit kompakt, falls beschriankte Folgen (z,) vermoge
j auf kompakte Folgen abgebildet werden (d.h. (j(z,)) hat eine in YV
konvergente Teilfolge, falls (z,) in X beschrinkt ist).

Folgender Einbettungssatz ist fiir die Regularitétstheorie von enormer Be-

deutug und stellt ein zentrals Ergebnis der Vorlesung dar.
Satz 3.1 (Sobolev) Sei Q2 C R offen. Dann sind die Einbettungen

L% (Q) 5 p<d

Whr(Q) c N
c'Q) 5 p>d, LYUN) < o0

stetig, d. h. fiir c¢(d,p) > 0 gilt
[ull s < e(d, p) [Vullp ; p<d
suplul < e(d,p) L)% [ Vul, 5 p>d
fiir alle u € W2(Q).
Korollar 3.2 Sei Q C R? offen. Dann gilt

L7 (Q) 5 kp<d

Wk (Q) c N
C™M@Q) 3 meNy, 0<m<k—4 L£YQ) < oo

(beachte: im zweiten Fall muss gelten k — g >0 = kp>n).

30
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Bemerkung 3.3  a) Seip < d. Dann heifit

mit s(p) > p der Sobolev-Exponent zup. Z.B.d=3,p=2,u € W1’2(Q)
ergibt u € LS(Q); d =2, p> 2, u € WH2(Q) ergibt u € C°(Q).

b) Ist u € WH4(Q), Q beschrinkt, so natiirlich auch in WYP(Q) fir alle
p<d, d.h.
whQ) c () L99),

g<oo

(tatsdchlich gilt etwas mehr, aber nicht C L™ (), vgl.[Alt]).

¢) Der Beweis von Korollar 3.2 folgt durch Iteration von Satz 3.1

Beweis von Satz 3.1.
(1) Sei p = 1. Wir betrachten zunéchst v € C§° (). Sei zunéchst d = 2, dann
gilt

u(z) = u(x, x2) = / Ou(t,xs)dt = / Oau(xy,t) dt.

u?(z) < (/R|81u(t,:c2)|dt) (/R|82u(x1,t)|dt)

=:a(z2) =:8(z1)

Es folgt

und damit

/R2 u2(x) dx < ./11%2 afze)f(x1) dx = /MGR /JJQE]R a(ze)f(x1) draday
= /zlen%ﬂ(xl)dml/@en@ a(zo) dry

:/ |5‘2u|d:17/ |O1u| da.
R? R?

Fiir die L?-Norm erhalten wir damit

\// |82u|da?\// |O1u| da
R? R?

1
5/ (‘32U| + |81u\)d:c
R2

IN

||UHL2(1R2)

IN

1
= §HVU”L1(R2)-
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Das Vorgehen fiir d > 3 erfolgt analog, wir geben eine kurze Skizze: Fiir alle
ied{l,..,d} ist

X
W) = (X1, ooy Tim1, Ty Tig1y ooy Tg) = / (X1, ooy i1, by Ty 1,y ey Tq) di
—o0

und damit

|u(z)] S/|8iu(a:1,...,a:i_l,t,xiH,...,a:d)\dt;
R

ju)[75 = ()| .- ()7

d d—1
< [1_[1/R|6iu(...)|dt] .

Schliefllich erhalten wir

1

/Rd Ju(z)| 7 dx < /Rd E[l/ﬂ%wm(m)'dt] S

Iteratives Anwenden der Young-Ungleichung mit d—1 und % ... ergibt schlief3-
lich

1
_d_ < *HVUHLl(Q) fiir alle u € C§° (). (3.1)

Jul, 7 g < 5

Sei u € W11(Q), dann existiert eine Folge (u,) C C§e () mit ||u—up||lwir —
0. Aus (3.1) folgt, dass (u,,) eine Cauchy-Folge ist in L%(Q) mit Limes @ €
L7 (). Wegen up, — u in L1(Q) gilt @ = u, d.h. uw € L7 (Q). Mit m — oo
erhalten wir also (3.1) fiir alle u € W11(Q).

(2) Sei p € (1,d) und u € C§°(Q). Fiir v > 1 definieren wir v := |u|?, es folgt
v € CH(Q) und (3.1) gilt fiir v, also

. =i
(/Qur’dl dx) < E/Qv|u|"*_1|Vu|dm.

(d=1)p

Setzen wir v := € (1,00), so erhalten wir mit der Holderschen Unglei-

dp 1=
</ |u| =7 dm)
Q

chung

=

IN

1/ u["! |Vl da
dJo

1—1
P
2190l 0 (/ | O dw)
Q

IN
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1—1
d P
= %HVU‘”LP(Q) (/ ‘uld}P dx) .
Q

Wir kénnen jetzt annehmen, dass u nicht identisch Null ist (dieser Fall ist
d
trivial), so dass [, lu|@7 Y dz > 0 und daher ist

1-1_1-1
( | 5 dm) < gnvunmm.
Q
Offenbar ist % -1= dd;pp, also
1(d—1)p
Jull o, < 3= vl (32

fiir alle v € C§°(2). Zu u € WLr(Q) withle man (u,,) C C§e () mit uy — u
in WHP(Q). Dann ist (u,,) Cauchy-Folge in defpp, d.h. uy — @ in L7 . Wie
zuvor muss @ = u gelten, weswegen wir fiir m — (3.2) fiir alle u € WP(Q)
erhalten.

(3) Sei p € (d,o0). Zusitzlich ist hier £4(2) < oo vorausgesetzt. Ohne Ein-
schriinkung sei £4(2) = 1, falls nicht transormieren wir:

=3

QS R, a(z)=u (cd(Q)éx) :

ol

= {cd(Q)—%x, ve Q}
Wir zeigen nun

sup ] < e(d, )| Vil oy (3.3)
Riicktransformation ergibt dann

supul < e(d, )L |Vuloo. (3.4)

Zunichst sei u € C§°(Q2), wir definieren v := d% (ohne Einschrinkung sei

u nicht konstant, dieser Fall ist trivial). Ist v > 1, so ist v € W1(€), also gilt

: . _d

1 AT Y _
v lar < 3||VWH1 = EHW "Wl < 3||Vv||p||1ﬂ Yy
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wobei wir im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung benutzt haben. Be-

achtet man jetzt [Vo| < d|Vu|||Vul,!, so folgt || Vv, < d und damit

[l < Al -

2=

Schliellich ergibt sich

Oy = |07 %, <y o7t %/ = 0| =D 4
5 d »
%LE .
1 _ ’ y=1p’ v 1 1—1
_ 2 (/M('y D dx) =l (3.5)

e

Konnen wir zeigen, dass
[0llp(v—1) < 0l
gilt, so erhalten wir
1
(3.7)

1 1-=
[ollyar <7 l[0llpy -

Kommen wir zum Beweis von (3.6): es ist wegen £¢(£2) = 1 nach Holder

1
p/(v—1)
= [[vllpr~-

1 -1
’ p/(v—1) ’
{ [v|? (=1 dx] < ( [P dx)
Q Q

Man beachte, dass in (3.7) hohere Potenzen durch niedrigere abgeschétzt wer-

den (beachte d’ > p'), dies wollen wir iterieren: mit § := 2—: > 1 und 7 := "

fiir v € N folgt aus (3.7)
L= LS

lollora < 8 Jlollyse

(3.7) mit v = §*~! ergibt
_1ysl-v _sl—v
lollase—s < 6707 ol

und damit
1)V _1)g— (=1
V]l grar < §@D T HE=DTET

(3.8)

Induktiv erhalten wir
v —k
|svar < 02Zk=1 KO [y]|

[l

und wegen [|v]le = [Jv]|_a_ < LIVully < 1|V, <1 folgt

oo —k
[vllovar < 62F=1%0" = ¢(d, p).
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Man beachte, dass obige Summe wegen § > 1 konvergiert. Lassen wir auf der
linken Seite v — oo laufen, sehen wir (vgl. GAV Blatt 3)

[v][oo < e(d, p).
Die Definiton von v liefert hieraus
[ullos < e(d, p)||Vullp (3.9)

fiir alle w € C§° (). Ist u € WL2(Q), so wihlt man (uy,) C C§°(Q) mit uy, — u
in WLP(Q). Dann ist (u,,) Cauchy-Folge in L>, d.h. u,, — % in L*°. Es folgt
u € C%(Q) (als gleichmiBiger Limes stetiger Funktionen, @ ist Vertreter von u)
und (3.9) fiir alle v € WLP(1). O

Es gibt Versionen des Einbettungssatzes fiir die Riume WP (), falls 0
geniigens glatt ist. Auf einen Beweis wird hier verzichtet, wir verweisen etwa
auf [Alt].

Satz 3.4 Sei Q C R offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann sind die
Einbettungen

dp
L77»(Q) ; p<d
wiagy e { F T
'@ ; p>d
stetig, d. h. fiir c¢(d,p,Q) > 0 gilt
full g, < e(dp. D) ully ¢ p<d
Sup lul < c(d,p, ) [lull1p, 3 p>d

fiir alle w € WHP(Q).

Korollar 3.5 Sei Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann gilt

L% (Q) ; kp<d

cmQ) melNO,ogmgk—g, kp>d

WhP(Q)

Bemerkung 3.6  a) Die Einbettungen im Fall p > d kiénnen noch verschdirft
werden (Satz von Morrey, vgl. etwa [GT] Kapitel 7): Die Riume WP (€2)
und WHP(Q) (im zweiten Fall Q beschrinkt mit Lipschitz-Rand) sind

stetig eingebettet in COV(Q) mit v = 1 — g. Die Rdume W’”’(Q) und



36 § 3. Einbettungssdtze

WHP(Q) sind stetig eingebettet in C™7(Q) mit v = k — % —m, falls
0<m<k—2%<m+1.

b) Fiirp = d gilt nicht WH(Q) € L>°(Q), die Aussage W4(Q) C Ny<oo L1(82)
lasst sich jedoch noch verbessern, es gilt

ue WH(Q) = / exp {constlu — (u)al} dz < o
Q

wobei (u)q der Mittelwert von u tber Q ist (Trudinger-Ungleichung, vgl.

[GT]).

Wir kommen jetzt zu kompakten Einbettungen

Definition 3.1 Seien X undY Banachriume undT : X — Y ein stetig linearer
Operator. T' heifst kompakt, falls fir jede in X beschrinkte Folge (x,,) die Folge
(T'z,,) eine (in'Y ) konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 3.8 (Rellich-Kondrachov) Sei Q@ C R? offen und beschrinkt. Dann ist
die Finbettung

1 ¢ .. pd

WHP(Q) C LY Q)  fir allet < d—p

fir p < d kompakt.

Bemerkung 3.9 a) Man beachte, dass die obere Grenze der Exponenten, fiir
die man kompakte Einbettungen bekommt, gerade der Sobolev-Exponent

15t.

b) Iterativ erhilt man die Kompaktheit der Einbettung W*2(Q) c L*(Q) fiir

alle t < dfﬁp.

¢) Die Riume WHP(Q) sind kompakt eingebettet in C™P(Q) fir alle 3 <
vzk—%—m, fallsO§m<k—%<m+1 (vg. [GT] Kapitel 7).

d) Wie in Satz 3.4 gelten auch hier analoge Aussagen fiir die Raume WP (€2)
mit Lipschitz-Rand im Fall einer beschrdnkten Menge €.

Bevor wir zum Beweis von Satz 3.8 kommen, benttigen wir noch folgendes

Lemma 3.10 Sei (fi) C LP(X,u) mit 1 < p < oo und es gelte fr, — [ p-f.i.

sowie

sup/ |fr|P dp — 0,  wenn p(E) — 0,
kE JE
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und zu € > 0 gibt es eine u-messbare Teilmenge E. mit p(E.) < oo und
sup/ | fil” dp <e.
kE Jx—E.

Dann gilt f € LP(X, u) und fr, — f in LP(X, p).

Bemerkung 3.11 Obiges Lemma ist als Konvergenz-Satz von Vitali bekannt
und es gilt auch die Riickrichtung, d.h. aus fi — f in LP(X, p) (sowie p-f.i.)
folgen die beiden Integralkriterien (vgl. [Alt], 1.19).

Beweis.
Es gilt fr, — f p-f.d. auf E.. Nach dem satz von Egorov (vgl. [Alt] 1.17) existiert
eine Teilmenge A, C E. mit fi — f gleichmiBig auf A, und p(E. — A,) < e.
Es folgt

/}(|fk_fl|pduz/14€fk_fllpdu+/)(AF |fr — fil” dp

éﬂ(Ae)smekmuc{sup/ |fm|pd,u+sup/
€ m X m

—Le € €

| fn|? dﬂ} .
Fiir ¢ — 0 verschwinde der letzte Term, widhrend der mittlere nach Voraus-
setzung < € ist und demnach auch verschwindet. Wegen der gleichméfigen
Konvergenz auf A, folgt, dass (f;) Cauchy-Folge in L?(X,p) ist und daher
konvergiert (man iiberlegt sich leicht, dass beide Limiten gleich sein miissen,
vgl. GAV A 15). O

Beweis.
Wir zeigen zunéchst die kompakte Einbettung

WhP(Q) c LP(Q). (3.10)

Der Rest folgt danach relativ leicht mit Lemma 3.10. Sei uy in W1P(Q) be-
schrinkt. Fiir p > 1 erhalten wir nach Ubergang zu einer Teilfolge direkt
up —: win LP(Q). Fiir p = 1 folgt mit dem Satz von Sobolev die Beschrénktheit
von uy, in Lﬁ(Q) und (nach TFW) uy — w in Lril(Q) und damit auch in
LY(Q) (9 ist beschriinkt). Wir setzen uy und u auf R? — Q durch 0 fort. Dann
ist up € WHP(R?) mit Triiger in Q. Die Glittung (uy). gehoért dann zur Klasse
Cs°(R?) und

(up)e "=5° e in LP(RY). (3.11)
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Zum Beweis betrachte man fiir fixiertes € R% und € > 0 die Funktionale
Ur e LP(Q)* definiert durch

W () = / o(y)ne(z - y) dy.

Konvergiert xp — x fiir k — oo, so konvergieren n(xx — ) — n.(x — -) gleich-
miBig auf RY, also ¥%+ — ¥ in LP(Q)*. Es folgt

(u)e(zx) = /B Ll () e = 7 ) = 0 ()

Damit folgt sogar (ug)e — u, lokal gleichmiiBig auf R?, also insbesondere (3.11),
da (ug)e und u, auBerhalb von kompakten Mengen 0 sind. Eine weitere Hilfs-

aussage, die wir benétigen ist
v —vellp < €|V, fiir alle v € WHP(RY). (3.12)

Man beachte, dass linke und rechte Seite dieser Ungleichung stetig von v ab-
hingen. Kénnen wir also obige Ungleichung fiir v € C§°(Q) zeigen, so folgt der

Rest durch Approximation (vgl. Kapitel 1). Es ist

(ve — v)() = /B e )0) o) b= = / 1e(2) (0(z + 2) — v(2)) d

Bc(0)

/Be(O) ne(2) </01Vv(x+sz) ~zds) dz.

Wir erhalten

(0 - v (@)] < 6/&(0) 1e(2) (/ |w<:c+sz>|ds) 2z,

Definieren wir F'(z, z) := (...), so folgt im Fall p > 1

/Rd (/&(o) ne(z)F(x,z)|dz>p da < /R </R n? (2)nF (2)F(x, 2) dz>p dx

P

< [ ([ nra)" ([ ntoipwapa) as
= [ o) ([ 1rap i) a:

< sup |F(z, 2)|P dx.
2€B.(0) Jrd

~—
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Im Fall p = 1 erhélt man obige Ungleichung direkt ohne Anwendung der Holder-
Ungleichung. Es ergibt sich

1
[v —ve|h <€ sup / / |Vu(z + s2)|P dsdx
2€B.(0) Jre Jo

1
= ep/ / |Vu(z + 527)|P dsdx = € || Vol[P.
Rre Jo
Mit (3.11) und (3.12) ergibt sich leicht (3.10):

[ = ukllp < flu = vellp + llue = (ur)ellp + | (ur)e = urllp

<l = vellp + llue = (ur)ellp + €l Vgl
und die Beschranktheit von Vuy in LP(Q) liefert
i flu —ugl, < ce+ [lu = ucllp,
k—oo

was wegen der Beliebigkeit von € (3.10) impliziert (beachte Satz 1.5).

Sei jetzt (uy) C WP(Q) beschriinkt: wir wissen nach Teilfolgenwahl wuj, — u
in LP(Q) sowie punktweise f.ii. Mit Satz 3.1 ist u in L*®)(Q) beschrinkt. Fiir
t < s(p) folgt mit Hilfe der Holderschen Ungleichung (Exponenten @ und

ste-t L£YE)—0
() E)=0

sup [ fundo < sup ) £(E)
k E k

Zu § > 0 existiert eine messbare Menge Es C Q mit £4(Q — E,.) < § (z.B. eine

innere Parallelmenge) und

s(p)—t
sup/ |ug | dz < sup ||uk||i(p)£d(Q — E5) < e
k Jo-Es k

bei passender Wahl von §. Lemma 3.10 ergibt uy — u in L*(Q). O

Der folgende Satz zeigt unter anderem wie man Kompakheit fiir Ridume
Holder-stetiger Funktionen erhélt (und als Spezialfall Rdume Lipschitz-stetiger
Funktionen). Zunéchst beachte man noch den Zusammenhang zwischen Lip((2)
und W (Q).
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Lemma 3.12  a) SeiQ C R offen, beschrinkt und konvez, so gilt W1 (Q) =
Lip(9), wobei

Lip(Q) := {u :Q—R: Lip(u) := sip W < oo} .

Insbesondere gilt | Vu||oo = Lip(€2).

b) Fiir nichtkonveze beschrinkte Gebiete gilt W, (Q) = Lip,, ().

loc

Satz 3.13 (Arzela—Ascoli)
Sei Q C R offen und beschrinkt und sei (u,,) C C°(Q) und habe die Eigen-
schaften:

i) (Beschrinktheit)

Sup || tm|loo < 00
ii) (Gleichgradige Stetigkeit)
sup |um(x) - um(y)| = 0

fiir alle z,y € Q mit |x —y| — 0.

Dann gibt es eine Teilfolge (um, ) von (uy,) sowie eine Funktion u € C°(9Q), so
dass gilt:
LAY gleichmdfig in Q.

Uy,

Die gleichgradige Stetigkeit ii) in Satz 3.13 ist insbesondere dann gewiihrleistet,
wenn (u,,) C C%¥(Q) mit einem o € (0,1] ist und die Holder-Konstante
gleichméBig beschriankt ist:  sup,,[tm]o < 00. Ferner kann man dann i) aus

Satz 3.13 abschwichen zu

sup |um (2)] < oo fir alle z € Q,
m

braucht also keine gleichmiBige Beschréinktheit bzgl. Q. Man beachte, dass
gleichméflige Beschranktheit und gleichgradige Stetigkeit sogar dquivalent zur
Existenz einer konvergenten Teilfolge sind (vgl. [Alt], S. 87). Eine beschréink-
te Folge in WH°°(Q) hat also eine Teilfolge, die gleichmiiffig gegen eine ste-
tige Funktion konvergiert. Man {iiberlegt sich leicht, dass auch die Lipschitz-
Stetigkeit erhalten bleibt, d.h. also der Limes gehért wieder zum Raum W1 (Q).

Beweis.
Da Q7 dicht in R liegt ist 2 seperabel, d.h. wir finden eine abzihlbare dichte
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Teilmenge {x,, n € N} von Q. Wegen (i) ist (f,,(x1)) beschriinkt in R, so dass
wir eine konvergente Teilfolge (f/,(x1)) wihlen konnen. Analog ist (f) (x2))
beschriankt und wir finden eine konvergente Teilfolge (f// (z2)). Mit dem Dia-
gonalverfahren finden wir sukzessiv eine Folge fm, C (fm), so dass fp,, (x;) fir
alle i € N konvergiert. Wir definieren g, := f,,, und wollen zeigen, dass g
punktweise konvergent ist.
Seien z €  und € > 0 beliebig. Dann folgt aus (ii) die Existenz von p = p(e)
mit
fm(Bo(x)) C Be(fm(x)) Vm € N. (3.13)

Da gi(z;) konvergent ist gilt |g,(z;) — g4(z:)| <€, falls p,q¢ > ng = ng(e, ). Zu
d > 0 existiert ¢ > 1 mit z; C B,(x) und es folgt fiir alle p,q > ng

19p(2) =94 ()| < |gp (@) —gp (@) |+19p (i) — gq (2:)|+9q(2:) —gq ()| < 3e. (3.14)

Demnach ist (gx(z)) fiir alle z € Q eine C.F., d.h.
9(x) := lim gi(x)
existiert fiir alle z € 2. Wir miissen noch zeigen
e g is stetig;
e gr — ¢ gleichméBig bei k — oo.
Sei z € €2, € > 0. Wéhlen wir § wie in (3.13), so erhalten wir fiir alle y € B,(x)
l9(y) = g()| = lim|gi(y) — gr(2)| < e,

d.h. g ist stetig. Die gleichméflige Konvergenz sieht man wie folgt: Nehmen
wir an, wir hitten keine gleichméfige Konvergenz. Dann existiert eine Teilfolge
(g7.) C (gx) und ine Folge x; C © mit

g5 (k) — glz)| > 3e.

Ohne Einschrinkung nehmen wir an x; —: = (sonst gehe man zu Teilfolgen
iiber). Fiir n > 1 ist @, € B,(x) und aus (3.14) folgt

3e < |gi(zk) — g(ai)]
< lgr(zr) — gr (@) + |gr(2) — g(x)| + |g(x) — g(zr)| < 3e,

ein Widerspruch. O
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Das folgende Lemma zeigt schliellich noch welche Bedingung notwendig ist fiir
Kompaktheit in LP(Q?). Lemma von Riesz (siche etwa [Ad], Thm. 2.21 oder
[Alt], Satz 4.24):

Lemma 3.14 (Riesz)
Seien 1 < p < o0, Q C R? offen und (u,,) C LP(Q) beschrinkt. Zu jedem & > 0
existiere ein w € ) und ein § > 0 gibt, derart dass gilt:

sup/ |t (2 + h) — u(x)|p de < &P und sup/ |um(x)|p dx < &P

m Ja m Jo\z

fir alle h € R™ mit |h| < 0. Dann existiert eine Teilfolge (up, ) und u € LP(§2)
mit U, — w in LP(Q).

Bemerkung 3.12  a) In Lemma 3.1} bedeutet die zweite Bedingung, dass die
Elemente einer relativ kompakten Menge auf ,,Randstreifen® im LP-Sinn

gleichmdfig klein werden miissen.

b) Wie auch schon im Satz von Arzela-Ascoli sind obige Bedingungen not-
wendig und hinreichend fiir Kompaktheit in LP(S).






§ 4. Randverhalten von Sobolev-Funktionen

Bisher haben wir Randwerte von Sobolev-Funktionen im folgenden Sinn inter-
pretiert: u = ug auf 92 genau dann, wenn u — ug € Wl’p(Q), wobei W17P(Q)
fiir p < oo der Abschluss von C§°(£2) in W1P(Q) ist. Wir werden in diesem
Kapitel eine prizisere Definition von Randwerten erarbeiten und zeigen, dass

diese mit der uns gewohnten {ibereinstimmt.

Zuniichst bendtigen wir dazu noch eine verbesserte Version des Approxima-
tionssatzes "TH=W"von Meyers-Serrin. Notwendig dazu, sowie fiir die Folgeiiber-
legungen ist ein "verniinftiger’Rand 0f2 von 2. Unter allgemeinen Bedingungen
(wie in Kapitel 2) ist die Aussage falsch. Einen Beweis findet man in [Ad], Thm.
3.18.

Satz 4.1 Sei Q ein beschrinktes Gebiet und gentige einer inneren Kegelbedin-
gung. Dann gilt fir k € N und 1 < p < oo: C°°(Q) ist dicht in WFP(Q)

Bemerkung 4.2 ) FEine innere Kegelbedingung bedeutet, dass es FINEN
Kegel gibt, der in JEDEM Randpunkt so angelegt werden kann, dass
der gesamte Kegel in § liegt. Dies schliefst z.B. exponentielle Spitzen
aus. Fine innere Kegelbedingung ist unter anderem erfillt, wenn 0 ein
Lipschitz-Rand ist.

b) Im Gegensatz zu Satz 1.6 gibt es hier eine Folge (u,), bestehend aus
Funktionen, die bis zum Rand glatt sind mit ||ty —ul|k,p — 0 bei m — oo.
In Satz in 1.6 erhielt man nur (u,,) C WEP(Q) N C>=(Q).

Im Folgenden benotigen wir Rdume von Funktionen die {iber den Rand inte-
grierbar sind, d.h. fiir Q C R offen sei LP(9Q):= Menge aller H%~!-messbaren

Funktionen mit

I fllzro0) == (/ |fIP de_l) < 0.
o0

Fiir C'-Funktionen definieren wir den Operator B : C1(Q) — LP(99) durch
Bu := ulgn und erhalten (vgl. [Alt])

44
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Lemma 4.3 Sei u € CH(Q) mit @ C R? offen und beschrinkt mit Lipschitz-
Rand. Dann gilt

||Bu||Lp(aQ) < c(d, p, Q)Hunwl*l’(ﬂ)'

Fiir v € WYP(Q) betrachten wir eine Approximationsfolge u,, € C>(Q)
und ||um — ull1,, — 0, deren Existenz nach Satz 4.2 gewéhrleistet ist. Aus
Lemma 4.3 folgt, dass (Bu,,) eine Cauchy-Folge in LP(92). Der Limes dieser
Folge, der nich von der speziellen Wahl der Folge abhédngt wird nun als Spur

von u bezeichnet.

Definition 4.1 Der Operator B — WP(Q) — LP(0Q) (Q C RY offen und
beschrinkt mit Lipschitz-Rand, 1 < p < oo) mit Bu = LP(0Q)-Limes von
Umloq ((um) Approzimationsfolge zu u) heifit Spur-Operator.

Bemerkung 4.6  a) Der Fall p = oo, der hier ausgeschlossen wurde, kann
einfacher ebhandelt werden, falls Q@ konvex ist. In dieser Situation gilt
W2 (Q) = Lip(Q) (vgl. Lemma 3.12). Lipschitz-stetige Funktionen kén-
nen unter Erhalt der Lipschitz-Konstanten zum Rand fortgestezt werden.
AuBerdem gilt nach Satz 3.4 W1>(Q) C C°(Q) (auch ohne Konveritit),

so dass hier Randwerte wie gewohnt definiert werden kdnnen.

b) Es ldsst sich zeigen (vgl. [Mo], Thm. 5.6.3), dass Bu fiir u € WHP(Q) N
C°(Q) die klassische Spur von u auf O ist.

Wir kommen zu dem entscheidenden Satz dieses Kapitels

Satz 4.7 Sei Q C R? offen und beschrinkt mit Lipschtz-Rand. Dann gilt fiir
1<p<
WhP(Q) = {ue whP(Q); Bu = 0}.

Beweis.

Die Hinrichtung ist klar: Jede Funktion u € Wwie (€2) l&sst sich nach Definiton
durch C§°(§2)-Funktionen approximieren (bzgl der W1?(Q)-Norm). Aufgrund
der Stetigkeit des Spuroperators (vgl. Lemma 4.3) folgt

0 = Bu,, — Bu

in LP(99) bei m — oo.

"<=":Sei u € W1P(Q) mit Bu = 0. Q hat Lipschitz-Rand, falls sich Q durch
endlich viele offene Mengen U',..,U'! iiberdecken lisst, so dass 9Q N U7 fiir
j = 1,...,1 der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist und Q N U7 auf
jeweils einer Seite dieses Graphen liegt. Mathematisch lésst sich das folgen-
dermaflen formulieren: Es gibt ein [ € N und fiir j = 1,..,] ein euklidisches
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Koordiantensystem e{ , ...7efl in RY, einen Referenzpunkt y/ € R%!, Zahlen
r7 > 0 und A’ > 0 und eine Lipschitz-stetige Funktion ¢/ : R~1 — R, so dass

mit der Bezeichnung

gilt
U7 = {z e R Jod, — | < 17 wnd | - ¢ (@) < B},

und fiir z € U7
xi = gj(:v?d) = 1z €09,
O<x$—gj(xfd)<hj = z €,

0>xfl—gj(a?fd) = xz ¢

Es folgt
1

oac | v
j=1
und, wenn wir noch eine passende offene Menge U° mit U9 C Q hinzunehmen,
1
oclJuvl.

Jj=0

Wir lokalisieren beziiglich der Mengen U7, j = 0, ..., 5. Dazu sei n°,...,n' eine
Partition der Eins beziiglich Q, d.h. 0 <n? <1, 7/ € C§°(U7) und

l
7 =1 auf Q.
§=0

Ist u € WHP(Q), so gilt

Insbesondere ist % € W1P(Q) mit kompaktem Triiger in Q und fiir j = 1, ..., 1
ist nu € WHP(QJ), wenn

O = {a: eR%: 0< xfl —gj(l“?d)}y

wobei (n/u)(x) = 0, falls |x{d — 9| > 17 oder .1‘2 - gj(acfd) > h7. Durch Appro-
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ximation von u sieht man
B(nu) = lim B(n/ u,,) = lim 7 upm|oq = imn? |aqtm|sa = By’ Bu = 0
m m m
fir j = 1,...,1. Definieren wir

v;(x) = { (Wu)(z) ; ze

0 ;  sonst
Es folgt v; € WHP(R?), also fiir § > 0 auch
vj.5 = vj(x — d¢))

und es konvergiert v;s — wv; in WhP(R?). AuBerdem gilt wegen Bv; =0

sptv; € €. Somit konvergiert auch

k
us = n’u + va —u in W'P(Q) bei § — 0.

j=1

Da us aber kompakten Trager in ) hat, lisst sich diese Funktion mittels Glat-
tung durch Funktionen in C§°(Q2) approxmieren. Es folgt u € W1 (). O

Korollar 4.8 Sei Q C RY offen und beschrinkt mit Lipschitz-Rand. Dann gilt
Wha(Q) = Wh»(Q) N Whe(Q)

Beweis.

Wegen Wh4(Q) ¢ Wh4(Q) und Wh4(Q) = WP(Q) fiir beschriinktes Q ist
die Inkulsion ’C’ klar. Man beachte, dass VT/Lq(Q)—Funktionen durch glatte
Funktionen in W4 approximiert werden kénnen, wihrend in VDVLP(Q) nur die
schlechtere Approximation in WP () verfiigbar ist. Mit dem Spursatz 4.7 er-
gibt sich aber: u € WhP(Q) N WH(Q) = u € W4(Q) und Bu = 0 =
uwe Wha(Q). O

Zum Abschluss dieses Kapitels besprechen wir noch eine Variante der Sétze
von Sobolev und Rellich-Kondrachov fiir den Spur-Operators. Einen Beweis
findet man in etwa in [Ad], Thm. 5.22.

Satz 4.9 Sei Q C R? offen und beschrdnkt mit Lipschitz-Rand und 1 < p < oo.
Dann gilt

a) Firp < d ist die Einbettung

BW'?(Q)) c L1(09Q)
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fiir alle ¢ < % stetig.

b) Fiir g < % ist obige Finbetung kompakt.
Bemerkung 4.10  a) Man beachte, dass fir p > d W1P(Q) C C°(Q) gilt
(nach Satz 3.4). In diesem Fall existiert die Spur also im klassischen

Sinn.

e b) Der Integrabilititsexponent in Satz 4.9 ist schlechter als im Satz von
Sobolev: Fiir p = 1 bekommt man keine neue Aussage (im Vergleich zu
(d—D)p

Lemma 4.3), fir p > 1 gilt aber T > P

¢) Satz 4.9 zeigt insbesondere, dass fir p > 1 B(W'P(Q)) & LP(8Q) gilt. Im
Fall p =1 erhdlt man BWH1(Q)) = LY(99).






§5. Fraktionale Sobolev-Raume

In diesem Kapitel werden wir uns mit Sobolev-Raumen beschéftigen, deren
Differenzierbarkeitsstufe keine ganze Zahl ist. Beispielsweise wird fiir © € (0,1)
der Raum W2 definiert mit

2 C 0,2 C 1,2
L* Cwe?2 g wh

Inbesondere gibt es auch hier Versionen des Satzes von Sobolev, die zeigen,
dass die Integrabilitit im Raum W2 besser ist als im L?, aber schlechter als
in W2, Auch mit Differenzenquotienten kann ein Zusammenghang hergestellt
werden: Im W12 gilt bekanntlich

1ARul3 < e,

wihrend im L?
[Apull3 < ch™?

richtig ist. Passend dazu liefert 17 ©-2
[ARull3 < ch®@=2.

Es gibt verschiedene Zugéinge zur Definition dieser Ridume. Wir werden die
Réume WP mit Hilfe der Fourier-Transformation definieren. Da die Fourier-
transformation aus der Ableitung eine Multiplikation macht, erscheint dieser
Ansatz am einfachsten. Zunéchst werden wir uns daher mit den Eigenschaften

der Fourier-Transformation beschéftigen.
Definition 5.1 Sei f € L'(RY), dann ist
Flk) = (zw)*%/ e~ f(x)dr, keR?
Rd

die Fourier-Transformierte zu f.

Die folgenden Eigenschaften lassen sich elemtar beweisen.

Lemma 5.3  a) Die Abbildung f — f ist linear;

50
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b) |IF] < (2m)~ 4| flly und f ist stetig;
c) 8/%\]” = ik,yf;
d) iz f =0, [, falls f € WHL(RY).

Mit obiger Defintion sind wir lediglich in der Lage die Fourier-Transformation
fiir L'-Funktionen zu definieren. Da L'(R?) anders als bei beschrinkten Ge-
bieten nicht LP(R?) enthilt, scheint diese Definiton nur von bedingtem Nutzen

zu sein. Auflderm ist die Riicktransformation
fla) =2yt [ o) de
]Rd
nur moglich, wenn fe L'(R9) gilt. Dies ist aber im Allgemeinen falsch.

Definition 5.2 Die Schwartz-Klasse S(R?) ist definiert als Menge aller Funk-
tionen f € C®(R?) mit

suﬂs |:rO‘D'6f(x)| =pap(f) < o0
zERC

fiir alle o, 3 € N%,

Offenbar gilt C5°(RY) C S, S(R?) enthiilt aber auch Funktionen, die keinen
kompakten Triiger haben wie z.B. e~ 1#°, (Pa,p) ist eine abzdhlbare Familie von
Seminormen auf S und gestatte es uns eine Topologie auf S(R?) zu definieren:

Eine Folge (¢1) C S konvegriert gegen 0 genau dann wenn fiir alle o, 3 € N¢
lim pa,ﬁ(¢k) =0.
k—o0

Mit dieser Topologie ist S ein Fréchet-Raum (vollstindig und metrisierbar)
un liegt dicht in LP(R9). Insbesondere gilt S C L!'(R?), d.h. die Fourier-

Transformation im Sinne von Def. 5.1 ist wohldefiniert auf S.

Definition 5.3 Die Menge der stetigen linearen Funktionale auf S, S', wird als
Menge der get Distributionen bezeichnet. Eine lineare Abbildung T : S — R
gehort zu S', falls

klim T(¢r) =0 sobald klim o =04in S.
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Satz 5.6 Die Fourier-Transformation ist eine stetige Abbildung von S nach S

mit
Gdz= | fgd :
[ g5z [ Fa: (1)
f@) =0t [ e ) ds (5:2)
Rd
fiir olle f € S.

Beweis.

Wir beweisen zunéchste die folgende Hilfsaussage
fl@)=e31"  —  F(k) = e 3, (5.3)

Offenbar gilt hier

N

N

f@)y=11e

i=1

g

d
Ci= Hfi(%‘i)

und damit

)

~

d
f(k) = H i (ki)

Daher geniigt es sich (5.3) in einer Dimension zu Beweisen. Die Funktion f(x) =
1.2, . . .
e~ 2% is Losung der Differentialgleichung
u 4+ zu=0

u(0) = 1.

Mit Lemma 5.3 ¢) und d) folgt, dass fdie selbe Differentialgleichung 16st mit

Startwert ) )
f0)= — [ w@)de = — [ e 3 dz=1.
1) \/277/11@ @) \/2%/}1@

Der Satz von Picard-Lindeloff zeigt f: f.
Mit Lemma 5.3 ¢) und d) siecht man

€ DP(g) = (~)il =P Dearf (e)

so dass
E°DPF(€)] = || D2 fl|oo < | DY2" f1.

Die rechte Seite kann jetzt durch eine endliche Linearkombination von Semi-

normen beschrankt werden, D.h. f; — 0 in S impliziert fk —0in S.
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Mit Fubini erhalten wir

ol

fgdz = (2m)~
R

/Rf(z)/ e g(x) dx dz

/R: /Rd f(i;eizzg(x) dz dzx

— (2m)4 /R @) /R () dzda

= ]?g dz.
Rd

ol

— (2m)"

Gleichméflige Konvergenz ergibt fiir A — oo
10) [ w)de = g0) [ Fwy e
R4 R4

Wiihlen wir g(z) = e~ 2/#I" erhalten wir wegen (5.3)

~

F0)=2m)"% | J(k)dk,

Rd

also (5.2) fiir z = 0. Eerstzen wir { durch die Abbildung z — f(z + z) mit

fixiertem z folgt
f@) = @mt [ e ar
]Rd

fiir alle z € R4, Box

Definition 5.4 Flir ein Element T € 8’ definieren wir die Fourier-Transformierte

als die get. Distribution T mit
T(H=1(), fes.

Mit Satz 5.6 sieht man, dass die Fourier-Transformation T stetig auf S ist
und damit zu &’ gehort. Wird T durch eine L!(R¢)-Funktion ur erzeugt, so
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erhélt man fir f € S mit (5.1)
T(f) =1(f) Z/RdUTJ?dl”:/Rdﬂde%

dh. T entspricht der Fourier-Transformierten in ihrer urspriinglichen Definiti-

on.

Satz 5.8 Die Fourier-Transformierte ist eine stetig-lineare Bijektion von S8’ —

S’ mit stetiger Inverser.

Beweis.
Es gelte T,, — T in &', dann erhalten wir fiir alle f € S

~ ~

T.(f) = Tu(f) — T(f) = T(f)

also die Stetigkeit. Aus (5.2) folgt, dass die Fourier-Transformation Periode
vier hat (d.h. viermal angewendet ergbt sie die Idenditét). Die Inverese der
Fourier-Transformation ist also dquivalent zur dreifachen Anwendung, woraus
invertierbarkeit und Stetigkeit der Inversen folgen. (]

Wir wollen nun die Fourier-Transformierte fiir Funktionen f € LP(RY),
1 < p < o0, definieren. Wir betrachten

1(6) = [ fodr,  seS.

Offensichtlich ist dieses Integral endlich. Die Stetigkeit von T sicht man wie
folgt: es gelte ¢, — 0 in S, dann ergibt sich mit der Holder-Ungleichung

Ty (D) < 1 llpllonllprs

wobei die rechte Seite gegen Null konvergiert.

Satz 5.9 Die Fourier-Transformation ist eine Isometrie auf L*(RY), d.h. fiir
f e L*RY) ist f € LX(RY) und || fll2 = [ f]2-

Beweis.

Wir setzen in (5.1) g = }Aund erhalten wegen g = f

fFde=[ F-fdz < |flla=If]>
Rd Rd
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fir alle f € S. Da S dicht in L?(R?) liegt, erhalten wir die Aussage auf ganz
L2(RY).

Bemerkung 5.10 o Wir Funktionen f € L*(R?) erhdlt man die diblichen
Formeln fir die Fourier-Transformierte (5.1) und (5.2).

o Ist f € LP(R?) mit 1 < p < 2, so ldsst sich immer noch zeigen, dass 7
eine Funktion ist und es gilt

£l < 1 £l

Mit diesen Vorbereitungen sind wir jetzt in der Lage Sobolev-Riume WP
fiir © ¢ N zu definieren. Zunichst sei v € WH2(R%), wir wollen einen Zusam-
menhang zwischen der Norm von u und der Norm der Fourier-Transformierten
F(u) herstellen. Nach Satz 5.9 ist

[ullf 2 = llull3 + [IVull3 = |F @I + 1F (V)3 = |F@)I3 + [[kF(u)]3
:/ (1+ [K[?)[al? dk.
Rd
Allgemeiner betrachten wir fiir @ € R das Bessel-Potential
JOu(z) = F~! ((1 + |k|2)—%f(u)(k)) . ues.
Offenbar gilt (J€)~! = J~© sowie
lull2 = [1(T) " ull2.
Definition 5.5 Sei © > 0 und 1 < p < co. wir definieren

LOP(RY) := JO(LP(RY)),

lulle.p = I1(7°) " ull,.

Die Definition ergibt zwar auch fiir p = 1 und p = oo Sinn, das folgende
Resultat gilt aber im Grenzfall nicht mehr (vgl. [St] § 6.6).

Satz 5.12 Sei © € Ny und 1 < p < oo, dann gilt
L@,p(Rd) — W@’p(Rd)
und die Normen sind dquivalent.

Der Beweis folgt im Wesentlichen aus dem folgenden Lemma (siehe [St])
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Lemma 5.13 Sei © > 1 und 1 < p < co. Dann gilt u € L®P(R?) genau dann
wenn u € LP~VP(RY) und Oju € LO~VP(RY) fir alle j € {1,...,d} ist. Die

Normen

d

[ullop: lulo-1p+ > l05ullo-1,p
j=1

sind dquivalent.

Beweis von Satz 5.12.

Fiir © = 0 ist J° = id, so dass die Aussage trivial ist. Den Fall © = 1 kann
man mit Hilfe von Lemma 5.13 auf die Situation @ = 0 zuriickfithren. Der Rest
folgt induktiv. ([

Die wichtigsten Eigenschaften der Réume L®?(R?) sind im folgenden Satz
zusammengefasst (vgl. [Ad], Thm. 7.63)

Satz 5.14 Sei © >0 und 1 < p < oo, dann gilt
a) LOP(R?) ist ein refleviver Banachraum.
b) C°(R?) liegt dicht in LOP(RY).
¢) Es ist [LOP(RY)]) = L~O2 (RY).
d) fiir ©1 < Oy ist die Einbettung LO?>P(RY) C LOP(R?) stetig.

e) Ist ©1 < O9 und

d . .
1<p§CI§WZi@1)p<OO fiir p > 1;

d

<4< g=s,7er

< 00 firp=1,;

dann ist die Einbettung LO>P(R%) C LOv4(RY) stetig.

f) Fir0<p<6-4%<1git L9?(R?) C CO*(RY).

Bemerkung 5.15 e Die Abbildung J® : LP(RY) — LOP(R?) ist ein Iso-
morphismus, so dass die Reflerivitit der Riume : LP(R?) und L®P(R?)
dquuivalent ist (sofern man gezeigt hat, dass LEP(R?) ein Banachraum
ist).

o Aussage d) zeigt, dass die Giite einer Funktion mit wachsender Diffe-
renzierbarkeitsstufe wdichst, wie es zu erwarten ist bei einer sinnvollen
Definition.
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e ¢) und f) sind Sobolev-FEinbettungen fir fraktionale Sobolev-Rdiume. Ist

O €N, so erhdlt man die uns bekannten Aussagen aus Kapitel 3.

Ebenfalls in der Literatur weit verbreitet ist die folgende Definition fiir
fraktionale Sobolev-Riume. Man definiert fiir Q C R?

) Do) — Duly)l
ol = § Il + 3 [ [ PO B ey sy

|a]=m

fiir 1 < p < oo, m € Ny mit @ = m + o fiir ¢ € (0,1). Der Raum L®?(Q)
ist dann definiert als Menge aller messsbaren Funktionen fiir die obige Norm

endlich ist. Es lédsst sich zeigen
e Fiir © € Ny erhilt man die gewthnlichen Sobolev-Réume.

e Fiir € > 0 und alle O gilt

z@+e,p(Rd) c Le’p(Rd) c E@_E’p(Rd).
e Dic Aussagen aus Satz 5.14 gelten auch fiir die Réume L7 (1), falls 09
verniinftig ist.
Der Vorteil in der Definition (5.4) ist, dass als Menge nicht unbedingt der ge-

samte R¢ benstigt wird.

Als letztes Resultat besprechen wir eine Version des Lemmas iiber den Zu-
sammenhang zwischen schwacher Differenzierbarkeit und Differenzenquotien-
ten (vel. [Ad]).

Lemma 5.16 Seiu € LP(Q) mit 1 < p < oo und es gelte fir 8 € (0,1], M > 0,
d

Z/ ATulP do < ofw)|h|PP

=17

fiir alle h < dist(w,89Q) und alle w € Q dann gilt w € LoP(Q) fir alle © €
(0, B).






§ 6. Regularitatstheorie fiir Variationsprobleme mit

quadratischem Wachstum

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Minimierern von Variationsproble-

men der Form

Tlu] = /Q F(Vu) de,

wobei Q C R¢ offen und beschrinkt ist und F : R* — R eine C?-Funktion ist,
die der Bedingung
NP> < D*F(Z)(P,P) < A|P[? (6.1)

fiir alle P, Z € R? geniigt mit positiven Konstanten A, A. Wie wir bereits wissen
konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass F'(0) = 0 und DF(0) = 0 gilt
(vgl. A 7). Es folgt wegen

DF(Z) = /01 D?*F(tZ)(Z,-) dt,

1 1
F(Z):/ / D*F(stZ)(Z,Z)ds dt
0 0
leicht

|DF(Z)| < A|Z],

6.2
NZP? < F(Z) < A2 02

Offenbar ist also W12(Q) der geeignete Losungsraum und, bei Vorgabe von
Randwerten, lidsst sich mit der direkten Methode der Variationsrechnungn (vgl.
GdV) relativ einfach die Existenz einer eindeutigen Losung zeigen.

Das einfachste Besipiel fiir eine passende Integrandenfunktion ist
F(Z) =z (6.3)

In diesem Spezialfall sind Minimierer schwache Losungen der Laplace-Gleichung
(vg. A 6 und 7) und gehéren zur Klasse C*° (). Die Regularititsfrage ist hier

59
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also bereits geklart. Allgemeiner konnen wir

F(Z) = /Ozl /O O(r) dr ds

betrachten mit einer Funktion stetigen ©, die der Bedingung

0< inf O < sup O <
[0,00) [0,00)
geniigt. Die Annahme (6.1) lisst sich leicht nachrechnen. Ist © nicht konstant,
so erhalten wir eine nichtlineare PDG als Eulergleichung. Die Regulatiftstheorie
wird dadurch um ein Vielfaches schwieriger. In diesem Kapitel werden wir die
folgenden Regularitdtsaussagen herleiten:

e Schwache Differenzierbarkeit: Minimierer gehoren zur Klasse VVIQO’C2 (Q);

e Volle Regularitit fiir d = 2: Minimierer ghéren zur Klasse C1%(Q) fiir
alle a < 1;

e Partialle Regularitiit: Es existiert eine offene Menge Qg C Q mit C1*(Qg)
fiir alle @ < 1 und die ,,singulidre Menge“ 2 — g ist klein, d.h. zumindest
L4402 — Q) = 0.

Bemerkung 6.1  a) Die Theorie dieses Kapitels lisst sich komplett auf ve-

torwertige Minimierer u :  — RP mit D > 2 tbertragen.

b) Die Aussagen zur partiellen Regularitit lassen sich noch verbessern. Die
Beweise hierzu wiirden jedoch den Rahmen der Vorlesung sprengen. Ist
D =1 s0istQy = Q, alsou € CH*(Q). Die Technik lisst sich jedoch nicht
auf den vektorwertigen Fall iibertragen. Hier erhdlt man volle Regularitdt

nur unter der Zusatzbedingung
F(Z) = 9(12])
mit einer Funktion g € C?[0, 00).
Satz 6.2 Seiu € W12(Q) ein Minimierer, d.h.
Ju) < J[v]  falls u—v € WH2(Q).

Dann, gilt u € W22 (Q)

loc
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Bemerkung 6.3 Mit dem Satz von Sobolev (Satz 3.4) folgt aus Satz 6.2 fir
d=2Vue L (Q) firallet< oo, sowie u € C*(Q). Fiird=3 gilt immerhin

loc

Vu e LY ().

loc

Beweis.
u ist Losung der Eulergleichung (vgl. A 7):

/ DF(Vu)-Védr =0 fiir alle ¢ € WH2(Q).
Q

Der Beweis folgt durch Differenzenquotiententechnik; wir wihlen die Testfunk-
tion ¢ = A_p(n?Apu). Es gelte n € C5°(Q) und fiir eine Kugel B € Qsein =1
auf B und 0 < n < 1. Es folgt fiir h geniigend klein

/ Ay {DF(Vu)} - A Vudr = — / AR {DF(Vu)}-Vn?Apuds.  (6.4)
Q Q
Dabei gilt

A {DF(Vu)} (z) = % (DF(Vu(z + he,)) — DF(Vu(z)))

= %/O %DF(VU(JJ) + thAp(u)(x)) dt

= /1 D?F(Vu(z) + thApVu(z)) dt(ARLVu, -)
0

=: By(ApVu,-).
Damit liest sich (6.4) als

I:= / 2By (ARVu, AVu) de = —2/ NBs (AR Vu, ApuVn)de =: —I1.
Q Q
(6.5)
Wegen (6.1) erhalten wir

I> )\/ 1AL Vul? do > A/ |ALVul? da.
Q B

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir die Bilinearform B, und der Youngs-
chen Ungleichung ergibt sich

|11) <2 / v/ Be (AL Vu, AV u) /By (AnuVn, AyuVn)
Q

2
< 27’/ nQBm(AhVu,AhVu) dx—i—f/ B, (ApuVn, ApuVn) dx
Q T JQ
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fiir alle 7 > 0. Wéhlen wir 7 = 1, so folgt mit (6.1)

/ |ALVul|? dz < c/ B, (ApuVn, ApuVn) dx
B Q

< c/ |ApuVn|? de < c(n)/ |Apul? dx
Q spt(n)

§c(n)/ \Vu|? dz,
Q

falls spt(n)" C Q ist. Die Konstante ¢ kann sich dabei von Zeile zu Zeile #ndern,
bleibt aber unabhéngig von h. Satz 2.7 ergibt aus der uniformen Beschrinkt-
heit des Differenzenquationten 9,Vu € L? (B,R?) und mit der Beliebigkeit

loc

von B € Q und v € {1,...,d} folgt u € W2(Q). O

Bevor wir weitere Regularitdtsaussagen beweisen, benotigen wir folgendes

niitzliches Lemma

Lemma 6.4 Sei u € W12(Q) ein Minimierer von J. Dann ist u Lisung der
Gleichung

/ D*F(Vu)(8,Vu, V) dr =0  fir alle p € WH2(Q) (6.6)
Q

mit spt(¢) € Q. Dabei ist v € {1,...,d} beliebig.

Bei (6.6) handelt es sich aufgrund der Annahme (6.1) um eine elliptische
PDG, so dass wir uns der entsprechenden Theorie bedienen diirfen (vgl. Vorle-
sung PDG II oder [GT]).

Beweis.

u ist Losung der Eulergleichung (vgl. A 7):
/ DF(Vu)-Védr =0 fiir alle ¢ € WH2(Q).
Q

Gilt jetzt spt(¢) € Q, so ist mit ¢ auch A_p(Ap¢) zuldssig, falls h < 1. Wir
erhalten wie im Beweis von Satz 6.2 mit

1

By(AyVu,-) = / D2P(Vu(z) + thAnVu()) dt(AnVu,-) = Ay {DF(Vu)}
0

die Gleichung

/ Bo(AnVu, V) dz = 0, (6.7)
Q
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DF gehort zur Klasse C! mit beschriinkter Ableitung (vgl. (6.1)) wir kénnen al-
so die Kettenregel (Satz 2.1 b)) benutzen und es folgt wegen Vu € VVllof (2, R9)
(vgl. Satz 6.2)

DF(Vu) € W2 (Q,R?).

Daher haben wir die Konvergenz

B.(ApLVu,-) — 9, {DF(Vu)} = D*F(Vu)(d,Vu,-) in L}.(Q,RY).

loc

Da V¢ € L?(92,R?) und spt(¢) € Q ergibt sich bei h — 0 aus (6.7)

/ D?*F(Vu)(9,Vu,Ve)dzx = 0.
Q

Der folgende Satz zeigt bereits, dass fiir d = 2 Minimerer zur Klasse C!

gehoren.

Satz 6.5 Seiu € W12(Q) ein Minimerer. Dann gilt

a) u gehort zur Klasse W22T(Q) fiir ein e > 0.

loc

b) Ist d =2 so gilt u € CH(Q) fiir alle o < 1.

Bemerkung 6.6 Im Allgemeinen scheint die Aussage in Teil a) wenig Hilfreich,
da wir nicht wissen wie grofl € ist. Fir d =2 geniigt es jedoch um zum Ziel zu

kommen.

Bevor wir zum Beweis kommen, ben6tigen noch zwei Hilfsaussagen.

Lemma 6.7 (Gehring-Lemma) Es sei g € L4(Q) mit Q C R? offen und be-
schrdinkt sowie 1 < q < co. Es gelte

f garzc (ﬁ ) gdx)q (6.8)

s

fiir alle Kugeln Ba, € Q). Dann gibt es ein € = e(d,C,p) mit g € L}, .(Q) fir
allet € [q,q + €).
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Einen Beweis findet man zum Beispiel in [Gial]. Man beachte, dass die

umgekehrte Ungleichung aus der Ungleichung von Hélder folgt:

1—1

f o=ty e s o)’ (/)
= £4B,) e (/B gt d:p)q = LYB,)” (/B g d:z:)q
X

Q=

1
]l qg? das) .
B,

Allerdings haben wir hier auf beiden Seiten denselben Radius.

Die folgende Aussage wird in der Vorlesung PDG II bewiesen (siehe auch
[GT] Kapitel 8)

Lemma 6.8 Sei A € CO(Q,REXD)*) mit @ c RY offen und beschrinkt eine

Bilineaform auf R>P und es gelte
A(x)(P,P) = AIP?

fiir alle P € R™P ynd alle x € Q mit A\ > 0. Es sei u € WH2(Q,RP) Lésung
von
/ A(Vu,V®)dz =0 fir alle d € WH2(Q)P.
Q

Dann gehort u zur Klasse C%(Q,RP) fiir alle o < 1.

Falls D = 1 is gelten bessere Aussagen. Unsere Argumentation soll jedoch
allgemeiner bleiben. Insbesondere sind fiir physikalische Anwendungen die Si-
tuationen d = D = 2 und d = D = 3 interessant. Als Spezialfall erhélt man

falls A = I schwache (vektorwertige) Losungen der Laplace-Gleichung.

Beweis von Satz 6.5.

Wir wollen Lemma 6.7 auf die Funktion |V?u| anwenden. Man benutze Lemma
6.4 fiir die Funktion ¢ = n%[0,u— P, mit n € C§°(Ba,) 0 <n < lundn =1 auf
B, sowie |Vn| < £; P = (P,) € R? sei ein (noch beliebiger) Vektor. Offenbar
gilt ¢ € W1’2(Q) nach Satz 6.2 und spt(¢) € Q. Es folgt

/ n*D*F(Vu)(0,Vu,d,Vu)dr = — / D?*F(Vu)(9,Vu, V*[u, — P,]) dx
Q Q
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und mit (6.1) erhalten wir

d
)\/ |V2u|2dx:)\2/ |0, Vu|? dx
B, =B

d
<A [ 10, Va2V, = P, da
y=1

< f/ IV2u||Vu — P dz.
" JB,,

Wir benétigen im Folgenden einen Exponenten p € (1,2) mit

2d

—_— / —_—
s(p)=p = P= o

Anwendung der Holder-Ungleichung mit p liefert

/ [V2u||Vu — P|dx < (/ |v2u|de> (/ |Vu — P|5(p)> ,
B> Ba, Bo,

r

Wir wihlen jetzt P = (Vu)p,, und erhalten

1

([ =)™ = ([ 9u- (s, 1)
By By
1
<c (/ |V2ulP dx) ,
Bar

wobei wir die Sobolev-Poincaré-Ungleichung benutzt haben (vgl. A 8). Insge-

2
/ |V2u|* dx < < (/ |V2upd:c)
B, r Bar

2
= /(|v2u|p)2dxgc</ |V2u|P dz
B, r B>
2

samt ergibt sich

T

— ][(|v2u|p)2dxgc(][ |V2u|pdm> . (6.9)
B, Ba,

Man beachte dabei

2
(d+L)p\ p 2
rf(dﬂ) = (r7T>p = (rid)p .
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Nun benutzen wir das Lemma von Gehring fiir g := |V2u|? und ¢ := %. Be-
trachten wir w € € beliebig, so ist nach Satz 6.2 ¢ € L9(w) und wir haben in
2+ () fiir ein € > 0. Der

loc

(6.9) die gewiinschte Ungleichung, es folgt VZu € L
Satz von Sobolev (Satz 3.4, z.B. fiir Kugeln) ergibt wegen der Beliebigkeit von
w die Behauptung von Teil a).

Ist d = 2, so erhalten wir mit Sobolev Vu € C%(2). AuBierdem ist d,u €
W12(w) und erfiillt

/ DQF(Vu)(&,Vu, V¢)dr =0 fiir alle ¢ € W1’2(9)7

mit vy € {1, ...,d}. Bei D?F(Vu) handelt es sich um eine Bilinearform bestehend
aus stetigen Koeflizienten mit

D*F(Vu)(P, P) > \|PJ?

fiir alle P € R%. Aus Lemma 6.8 folgt 9,u € C%*(w) und damit Vu € C%*(Q)
fiir alle o < 1. O

Im folgenden wollen wir Probleme in belieber Dimension d studieren (wobei
das Hauptinteresse fiir Anwendungen der Fall d = 3 ist). In dieser Situation
lisst sich im Allgemeinen keine volle Regulariét (d.h. u € C1(Q)) zeigen. Wir
betrachten die Menge

Qo := {x € Q: limsup [(Vu)y | < oo und limigle(x,r) = 0} ;

r—0

E(x,r) :z][ Vu — (V)| dz.
BT(I)

Wir zeigen zunéchst

Lemma 6.9 ) Seiu e W' *(Q), dann ist LYQ — Q) = 0.

loc

b) Seiu e WE2T(Q) fiir ein e > 0, dann ist H2(Q — Q) = 0.

loc

Bemerkung 6.10 a) Man beachte, dass die Aussagen von Lemma 6.9 unab-
hingig davon sind, dass u ein Variationsintegral minimiert. Spdter zeigen

wir u € CY(Qp), was partieller Regularitit entspricht.

b) Fiir (nichtganze) Exponenten s € [0,00) definiert man

o0 d. A S oo
Hi(A) = inf{];a(s) (W)  Ac | Ak, Ax CRY diam(Ay) <6

k=1

} |
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Dabei ist a(s) = % mit Gammafunktion I'. Weiter ist dann
2

H*(A) := lim Hj(A) = supH;(A)
6—0 6>0

das s-dimensionales Hausdorff-Majs.

Die entscheidende Aussage zum Beweis der partiellen Regularitit ist das

sogeante Blow-up Lemma:

LEMMA 6.1 Gegeben sei eine positive Zahl L. Die Konstante C, wird nach
(6.23) definiert. Dann existiert fir jedes T € (0,1) ein € = e(7,L) > 0 so dass
aus

|(Vu)gr| < L und E(z,1) <€ (6.10)
fiir eine Kugel B,(x) € Q die folgende Ungleichung impliziert wird:
E(z,mr) < C.T?E(x, 7). (6.11)

Fiir einen beliebigen Punkt xy € ¢ und einen geniigend kleinen Radius r
sind nun gerade die Voraussetzungen dieses Lemmas erfiillt. Dies werden wir
spéiter zum Beweis der partiellen Regularitit nutzen. Mit Hilfe von LEMMA
6.1 zeigen wir spéter

][ \Vu — (Vu), > dz < er® fiir alle r < Ry
B (y)

und alle y € B,(z), wobei z € Qg liegt.

Lemma 6.10 (Morrey) Sei 2 C R? offen und beschrinkt und v € LP(). Gilt
][ [v = (v)y P dz < cr®
B (y)

fiir alle Kugeln B,.(y) € Q mit ¢ unabhingig von y und r, so folgt u € CO’%(Q),

Die Aussage wird in der Vorlesung PDG II bewiesen, siehe auch [GT].

Bevor wir zum Beweis von Lemma 6.1 kommen benétigen wir die folgende
Hilfsaussage fiir Losungen elliptischer Systeme mit konstanten Koefizienten (vgl
PDG II oder [Gial])
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Lemma 6.11 Sei A eine Bilineaform auf R¥P mit konstanten Koeffizienten

und es gelte
A(P,P) > \|P|?

fiir alle P € R>P mit X > 0. Bs sei u € WH2(Q,RP) (Q C R offen und

beschrinkt) Losung von
/ A(Vu, V@) dz =0  fir alle d € WH2(Q)P.
Q
Dann gehort u zur Klasse C* (2, RP) und erfiillt
2
]1 Vu— (Vu),[2dz < ¢ (7) ][ IVu — (Vu)g|? dz
B, R Br

fiir alle 0 < r < R mit Bg € Q.

Beweis von LEMMA 6.1.
Wir beweisen Lemma 6.1 durch Widerspruch. Nehmen wir also an, die Aussage
des Lemmas sei falsch. Fiir ein fixiertes L > 0 gibt es dann ein 7 € (0,1), so

dass eine Folge von Kugeln B, (z,,) € Q existiert mit:
(V) g i | < Ly B2, ) =2 A2, =0 (6.12)
bei m — oo, aber
E(2m, Trm) > Coam2)\2,. (6.13)

Wir fiihren skalierte Funktionenfolgen ein (2 € By := B1(0)):

U (2) == (W@ +rmz) — (Wa, v — Tm(VU) g, r 2) - (6.14)

AmTm
Wir werden nun wie folgt vorgehen:

i) Zunéchst leiten wir aus (6.13) eine Ungleichung fiir die Folge (Vu,,) her,

die wir spater zum Widerspruch fithren.

ii) Wir beweisen die schwache Konvergenz von (u,,) in W2 (nach Ubergang

zu Teilfolgen).

iii) Wir leiten eine Differentialgleichung fiir den schwachen Limes @ von u,,

her, so dass Lemma 6.11 anwendbar wird.

iv) Mit dieser Kenntnis beweisen wir eine Ungleichung, die den gewiinschten

Widerspruch zur in Punkt 1 erwidhnten Ungleichung liefert, sobald wir
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gezeigt haben, dass die Folgen (Vu,,) lokal stark konvergiert.

v) Im letzten Schritt wird die lokal starke Konvergenz von (u,,) in W2(By)

gezeigt.
Schritt i)
Es gilt
1
Vum(z) = o (w(@m + rmz) — (VW v )

woraus durch Transformation

(Vum)o1 =0
folgt. Ebenso sieht man
(Um)O,l = O
Auflerdem erhalten wir
Bomrrm) = | |Vule) = (Valayon, [ d
Brry, (m)

2dz

:][ IVu(zm + rmz) — (VW) s, e,

.

:][ A Vi (2) + (V) g, 0 — (Vu):,crmﬂm|2 dz.

.

Wegen

(Vu)g,, rrm :][ Vu(z)dz 2][ Vu(Tm+rmz) dz = A (Vum)o,r+(V) g, v
By (Tm) B,

ergibt sich

E(xpm, mrm) = /\fn][ [Vum(z) — (Vu)o,T|2 dz.
BT

Aus (6.13) ergibt sich

][ |Vt (2) — (Vu)o -2 dz > C.12. (6.15)
B,

Schritt ii)

Aus (6.12) ergibt sich zunéchst fir A,, := (Vu) nach Teilfolgenwahl

LT sT'm

Ay —: A bei k — oo (6.16)
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AuBlderm folgt
][ |Vt (2)]? dz = 1, (6.17)
B

die Poincaré-Ungleichung liefert wegen (uy,)o,1 = 0 die Beschrénktheit von
(um) in WH2(By) und es folgt (nach Teilfolgenwahl)

Up —: T in WH2(By)

(6.18)
Ay, — 0 in WH?(By) und f.ii. auf By
Schritt iii)
Grenzgleichung: Der schwache Limes @ erfiillt die Gleichung
D*F(A) (V&, V) dz = 0 fiir alle o € W"2(By). (6.19)

By

Beweis: Da u lokales Minimum ist, gilt
/ DF(Vu) : Vipdz = 0 fiir alle ¢ € W2(Q)
Q

und nach Skalierung folgt (man wéhle spt(y) C B, (zm) und ¢(2) := ¥ (zm +

TmZ))

DF(Ap + An Vi) : Vdz = 0 fiir alle o € WH2(By).
B

Dies lidsst sich nach dem Satz von Gauf3 umschreiben zu

1
/B b [DF(Am + A Vuy,) — DF(Ap)] : Vedz =0

oder dquivalent dazu als
1
/ / D?F(Ap + A V) (Vity,, Vo) dsdz = 0.
B, Jo
Der letzte Ausdruck ist gleichbedeutend mit

D?F(Ap) (Y, V) dz
B

' (6.20)
= _/ / [D2F(Apm + $An V) — D*F(Ay)] (Vg, Vi) dsdz.
By J0O
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Grenziibergang auf beiden Seiten in (6.20) liefert die Behauptung. Wegen der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Bilinearformen erhalten wir fiir die linke Seite

‘ D?F(A,)(Vum,Vo)dz — | D?*F(A)(Va, V) dz
B By

< |D2F(Am) - DZF(A)| ||Vum||L2(Bl) ||V<P||L2(Bl)

+ ‘ D?F(A) (Y, — Va, V) dz
B,

)

was wegen (6.16) und (6.18) fiir m — oo gegen Null konvergiert. Fiir die rechte
Seite von (6.20) fixieren wir zunéchst ein € > 0 und erhalten nach Egorov
(siehe z.B. [Al], A 1.17) eine messbare Teilmenge A von By mit A, Vi, — 0
gleichmifig auf A und £L"(B; — 5) < € (hierzu ist Konvergenz f.ii. nétig, siehe
(6.18)). Damit folgt

1
/ / [D*F (A, + sAm V) — D*F(A)] (Vg Ve)dsdz
S Jo

< sup |[...]|||Vum \Y
Sx[0,1]|[ IVumll 28,y Vel 25,

— 0 bei m — oo,

wobei wir die Beschrinktheit von Vu,, in L?(B;,R?) (siehe (6.18)) und die
Stetigkeit von D?F benutzt haben. Andererseits erhalten wir fiir das Integral
iiber B; — S die Abschétzung

1
T:= ‘ / / [..] (Vtm, Vo) dsdz) < c/ [Vun||Ve| dz
Bi—-s Jo B1—8
< (@) [Vumllpas,) £4(B1 = 5)* < c(p) Ve,

Hierbei haben wir (6.1) und (6.18) benutzt. Es folgt

1
lim sup ‘ / / [D*F (A + sAm V) — D*F(Ay)] (Vm, Ve)dsdz| < c(p)Ve,
m sJo

was wegen der Beliebigkeit von e (6.19) ergibt.

Schritt iv)
Da es sich bei (6.19) um ein elliptisches System mit konstanten Koeffizienten

konnen wir Lemma 6.11 anwenden:

][ |Va—(Va)O,T|2dzgc*72][ VT — (Va)ou | dz (6.21)
B, B,
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mit einer Konstanten C* = C*(\, A). Weiterhin gilt (V@)1 = 0 und (vgl. GAV

Beweis von Satz 8.13)

aus][ |Vun|?dz <1 folgt ][ \Va)® dz < 1, (6.22)
Bl Bl

aus schwacher Unterhalbstetigkeit wegen (6.18), so dass wir aus (6.21) die Un-
gleichung

][ VT — (Va)o.,|* dz < C* 72 (6.23)
B,

erhalten. Setzen wir jetzt C, = 2C*, so haben wir einen Widerspruch zu (6.15)
falls wir die folgenden starken Konvergenz zeigen kénnen (nach erneutem Uber-

gang zu Teilfolgen):
Vi, — VT in L} (B, RY) (6.24)

Mit dieser Information konvergiert die linke Seite von (6.15) gegen die linke
Seite von (6.23):

][ |Vu — (Vﬂ)o7r|2 dz = lim][ |Vt (2) = (Vum)o- 2 dz > Cur? = 2C* 12,
m Jp_

.

offenbar ein Widerspruch zu (6.23).

Schritt v)
Zu zeigen bleibt (6.24): Von Lemma 6.4 wissen wir

/ D?F(Vu)(9,Vu, Vi) dz = 0
Q

fiir alle v € WY2(B,., (2mm)), da B, (z,,) € Q. Sei ij € C5°(B,, (#,)) mit
0 <7 <1, soist die Wahl ¢ = 7*(0,u — P,), P = (P,) € R, zuliissig und es
folgt

/ i?D*F(Vu) (0, Vu, 0, Vu)dz = —2 / D?*F (Vu)(0,Vu, [0yu — P,|Vi) dz

B, (xm) By, ($m)
<2 / V2 D2F(Vu)(0,Vu,0,Vu)/ D2 (Vu)([0yu — P,)Vil, [0 — P, Vi) dz
BTm (wm)
< / 7 D2 F(Vu) (0, Vu, 8, V) d= / D*F(Va)([0yu — P,]Vil, [0u — P,]Vi) dz

B (Tm) B (m)

N
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Schlieilich erhalten wir

/ 7D F(Vu) (0, Vi, 8, V) dz < / D*F(Vu)([0,u — P,V [0,u — P,]Vii) d=
B, (wm) B, (wm)
und unter Anwendung von (6.1) und Summation iiber v € {1, ..., d}
/ 72| V2ul? dz < / |Vi|?|Vu — P dz. (6.25)
Brm (w'm) B'r,,L (wvn)

Wir betrachten 7(z) := (2, + rmz) und erhalten wegen

VU (2) = :m V2u(xpy + Tmz)

schlieflich aus (6.25) mit der Wahl P = A,,

Am

m

/772|V2um|2 dz < ci\—m/|V77|2|Vum|2 dz,
mB1

B1
was dquivalent ist zu
/n2|V2um|2dz < c(n) / |V, | dz.
Bl Bl

Da die rechte Seite uniform in m beschriankt ist (vgl (6.18)), gilt dies auch
fiir die linke und wir erhalten uniform Beschrénktheit von wu,, in I/VZQOC2 (B1) bei

passender Wahl von 7; nach Teilfolgenwahl also
Uy, — T in W22 (By).

Der Satz von Rellich-Kondrachov ergibt (nach erneuter Teilfolgenwahl) u,, — @
in W2(By), also (6.24), 0

loc

Mit dem Beweis von LEMMA 6.1 kommen wir zum folgenden partiellen

Regularitéitssatz

Satz 6.13 Sei u € W12(Q) ein Minimierer. Dann gilt u € C1*(Qq) fiir alle
a < 1 und Qy ist offen.

Bemerkung 6.14 Satz 6.13 zeigt also, dass u stetig differenzierbar ist abgesehen

von einer Menge mit d — 2 dimensionalem Hausdorff-Maf$ = 0.
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Beweis von Satz 6.13

Sei zp € Q. Wir definieren L := 2limsup, _ |(Vu)y,,r| und 7 durch die Be-
zieung C,72 = 1/2. Mit fixiertem L und 7 koénnen wir ein € = ¢(7, L) wie in
LEMMA 6.1 finden. Wir wihlen einen Radius R > 0 mit

2L
E(LL'(),R) <€, |(VU):1:0,R| < ? (626)
LEMMA 6.1 ist damit anwendbar und es folgt
9 1
E(z,7TR) < C.7°E(z,R) < ¢

LEMMA 6.1 ist also auch auf die Kugel By, -r anwendbar (beachte 7 € (0,1)).

Wir zeigen nun
E(zo,7"R) < ¢, |(Vt) y +or| < L fiir alle k € N. (6.27)

Der Induktionsanfang steht bereits in (6.26), nehmen wir an, die Aussage sei
fir k£ € N richtig. Es folgt aus LEMMA 6.1

E(z, 7 R) < (C.7?)E(2,7"R) < % <e

Auflerdem ist

k
‘(VU)Eo,Tk+1R| < Z |(vu)mg,rl+1R - (Vu)xo,‘rlR| + |(VU)I0,R|
=0

r 2L
< Z][ Vu — (vu)zg,rllﬂdx—"_?
1=0" Bri+1g(20)
1
k 2
< <][ [V = (V) gy 7t g|? daf) + 2L
=5 \/BLus1 (o) 3
k 3 of
< ¢(7) Z <][ |Vu — (VU)rO,TZR|2 dx) + —
=0 \/B,i5(0) 3
k 1
= (7)Y (E(20,7'R))* + |(Vt)aq.rl
=0

k oo
< c(T);\/ﬁ_l\/E+ % < C(T>;ﬁ‘lﬁ+ %

1 2L
V2
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Dabei haben wir
E(z,7'R) < (C.7®)'E(z,R) < 27'E(z, R)

fiir alle I < k benutzt (Induktionsvoraussetzung und LEMMA 6.1) sowie (6.26).

Es folgt (wenn wir € evtl. verkleinern)
(V) risral < L.
Wir haben also (6.27) bewiesen und es folgt
E(z,7"R) < (C,7*)*E(x,R) = 27*E(x,R) fiir alle k€N, (6.28)

Sei jetzt r < R. Dann existiert ein k& € N mit 7*"1R < r < 7*R. Es folgt
(beachte, dass (v)4 die Funktion @ — [, |v — Q[? do minimiert)

/ 'V — (V) gy |? dz < / IVu — (V) -1 gl* dz < / Vu — (V) -+ pl* dz
Br(zo) Br(z0) B_k p(z0)
und damit
][ IV — (V) gy o|? dz < T_d][ |Vu — (V) -+ pl? dz
B..(z0) B_k r(z0)
also

E(zg,r) < CE(£U07TkR).

Aus 7Ft'R < r < 7% R erhalte wir k£ > In (%) /In7 — 1 und damit

E(zo,r) < 2 &)/ m7=1) gy R)
- 20(21“(%))_1/IME(:¢0,R)

o0 [(eln(%)ﬂ —In2/Int Bleo. ).

Mit der Wahl §:= —1In2/In7 ist also

E(zo,r) < ¢ (1)ﬁ E(zo, R). (6.29)

Weiterhin gilt

E(z0, R) =][ |Vu — (V) r|? dz < ¢(R)
Br(zo0)

/ Vul? dz + (V) sy e
Br(zo)



76 § 6. Regularitdatstheorie

< c/ |Vu|>dz < c/ |Vul? dz
Br(zo) Q

unabhéngig von xg. Es ergibt sich
E(zo,7) < P (6.30)

Die Ungleichung (6.31) ist richtig unter der Hypothese (6.26), aber (6.26) gilt
auch fiir alle Mittelpunkte Ty die nahe bei zq liegen (bei fixiertem R), so dass
(6.28) auch fiir alle Ty € B,(x0), p < 1, gilt. Es folgt

][ Vu— (Vu)y [>dz < erf (6.31)
By (y)

fir alle y € B,(xo) mit ¢ unabhéngig von y und r und ohne Einschrinkung
gelte 0 < 2. Lemma 6.10 ergibt Vu € Co’g, insbesondere ist Vu stetig auf
y € B,y(x0). D.h. 0,u ist Losung der Gleichung

/ D?*F(Vu)(0,Vu,Ve)dx =0
Bp(wo)

fiir alle ¢ € W12(Q2) mit kompaktem Triger in B,(z0) mit stetigen Koeffizi-
enten D?F(Vu). Aus Lemma 6.8 folgt 0,u € C%%(B,(z)) fiir alle « < 1 und
damit u € CH* () fiir alle @ < 1. Man sieht leicht die Aquivalent u stetig
differenzierbar in xy <= z¢ € o, was zeigt, dass )y offen ist.

Bemerkung 6.15  a) Die Methoden dieses Abschnitt werden auch fir Por-
bleme mit p- Wachstum benutzt, d.h.

C1 |Z‘p — C9

IN

F(Z) §C3‘Z|p+C4,
p—2 p—2

)\(1+\Z|2>T|X|2< D2F(Z)(X, X) gA(1+|Z|2) X

fiir alle X,Z € R mit 2 < p < oo (man beachte, dass die zweite Un-
gleichung die erste impliziert). Die Rechungen werden aber komplizierter.
Fiir 1 < p < 2 bleiben die Aussagen richtig, man bendtigt jedoch andere
Techniken.

b) Fiir Anwendungen sind insbesondere Probleme der Form

(Vu+ vu™)

N |

/ F(e(u))dr — min, €(u) =
Q

von Interesse. Man bendtigt zusdtzlich Argumente, die Aussagen bleiben
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jedoch richtig. Hier betrachtet man Funktionen u : R® D Q — R? mit
d € {2,3}.
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