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[-Konvergenz

X topologischer Raum der das 1. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt,
Fn, F : X — R. Wir sagen F =T- |lim F, g.d.w.
n—oo

1. Y(xp)n € X mit x, — x € X gilt

< limi
F(x) < Ilnn_1>|or<1)f Frn(xn)-

2. Vx € X gibt es (x5)n, C X mit x, 7% x € X sd.

F(x) = lim F,(xp).

n—o0

Bemerkung: Es gibt eine allgemeinere Definition fiir beliebige
topol. Rdume, die mit dieser iibereinstimmt.
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[-Grenzwerte — ein Beispiel

Setze X := R und F,(x) := sin(nx). Dann,
1. =1 <liminfsin(nx,) und
n—o0

2. Fiir x € R definiere x, als den nédchsten Punkt mit sin(nx,) = —1.

sin(n-) ist ZZ-periodisch = |x, — x| < T = x, — x.

Dariiberhinaus —1 = lim sin(nxp,).
n—o00

= I- lim sin(n-) = —1.
n—oo

Wir erkennen:

1. Zusatzliche Eigenschaften fiir den Vergleich mit
punktweiser Konvergenz nétig.

2. Konzept vertraglich mit Minimierungsproblemen!
Maximilian Wank
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[-Limiten und Minimierung

Theorem

Sei (Fp)n equi-koerziv, F =T- lim F, und 3lxg € X welches F minimiert.
n—o00
Wihle

Xp € argmin Fp(x).
xeX

Dann x, =22 xo und (Fp(xn))n ——— F(xo).
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p-Poisson Gleichung
Klassische Formulierung: u ist Losung, falls

—Apu = —div(|Vu|P™2Vu) = f on Q
ulog =0

Schwache Formulierung: u € Wol’p(Q) ist schwache Losung falls

/|Vu|”_2Vu-V§ dx :/fg dx Ve GR(Q)
Q Q

u Lésung = u schwache Losung <= u ist (eindeutiger) Minimierer von

J(v) = }3/|vadx—/fvdx.
Q Q
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Aufgespaltene Energie

Sei 1 < p < 2 and minimiere

J*(v,a) ::/%|3|p—2|vv|2 _|_(,;) — 1)lalP dX—/fvdx
Q Q
Lemma

Sei (u, a) lokaler Minimierer von J*.
Dann ist u schwache Lésung der p-Poisson-Gleichung und

|a| = [Vul.
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Eingeschrankte, aufgespaltene Energie

Einschrénkung fiir a zu Stabilisierungszwecken:

JZ(uya) := TJ*(u,e Vla| A %)

Lemma

Fiir festes u € W1’2(Q) ist a = s V |Vu| AL der eindeutige Minimierer
von J5(u, -), dera=cVanl erfiilt.

Wir wollen
. . s A 1
Ukyr i=argmin J2(-,ak)  und  agqr =€V |[Vuega| A2
verwenden.
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Eingeschrankte Energie

Wie beeinflusst € den Algorithmus?

Define
Je(u) ;== min Js(u a):js(u,5V|Vu|/\%)
a= 6\/|a|/\—
:/ (|Vu|)d /fu dx
Q Q
Theorem

Sei u Minimierer von J und u. Minimierer von 7.
g 1,P 1
Dann u. — u in Wy*(2) fiir e N\, 0.
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Strukturierung des Beweises

Hauptschritte im Beweis:

1. 1. Abzihlbarkeitsaxiom,
2. Equi-Koerzivitat der J. (nicht in diesem Vortrag) und

3. =TI-1 .
J 6@);75

4. Wende Theorem von Folie 4 an.

Auftretende Probleme:

e Keine Equi-Koerzivitat beziiglich Norm-Topologie
—> miissen schwache Topologie verwenden.

e Kein 1. Abzahlbarkeitsaxiom auf Wol’p(Q) bez. schwacher Topologie.
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Geeigneter topologischer Raum
Wir wahlen den topologischen Raum

X = {we WyP(Q) : Jos)(w) <0} U{we Wy e(Q) : [Vl <7

A priori Abschatzungen fiir u. und Monotonie von J: in &

= X ist beschrankt:
1
—1
Ivllwroey ~ 19 vllieq) < € (IFley) P

= Tweak ist von einer Metrik induziert (weil (W&”’(Q))’k separabel ist).
= Bi(xp) ist abzadhlbare Umgebungsbasis von xp.

Das ist das 1. Abz3ahlbarkeitsaxiom!
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lim inf-Bedingung

Sei v.e X und v, — v in W,"P(Q) fiir n — co. Dann
_ < <
I|nrr_1>|or;fj(5n)(v,,) > I|nr‘r_1>|or<1>fj(v,,) > J(v).

— lim inf-Bedinung ist erfiillt.

Miissen noch eine recovering sequence finden!

Firve{we Wol’oo(Q) VW] ey < v} wahle v, = v:

lim Je)(va) = lim Jcy(v) = n“_[';o/’f(a,,)(’VV‘)dX— f(v)

n—oo n—o0
Q
= / |Vv|Pdx — f(v) = T(v)
Q
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Lipschitz-Truncation

Theorem (Diening, Kreuzer, Siili, 2013)

SeiA>0undv e Wol’p(Q). Dann gibt es vy € W&’OO(Q) mit den
folgenden Eigenschaften:

(G) {V = V)\} - O)\(V) nQ,
(S1) lIvallee(e) < allviiee).
(52) [IVWallr(e) < c2llVvllie(q) und
(L) [Vl £ cdxo,(na + |Vv|xo Vo < G3A fast iiberall.
Fiir e, == 0 definiere \, := ?16,7 =  |Vn,| <= fast iiberall.
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Recovering sequence

Firve{we WOI’P(Q) . J(0.5)(w) < 0} geben die Lipschitz-Truncations

Vp 1= V),

eine zuldssige recovering sequence. Zunachst
1

IVValle@) < @2l Vi) < ¢ (Hf”[_P’(Q)) Pl =iy

und (va)n C Wy >°(R). Daher ist (v,), C X. Bleibt zu zeigen, dass

T (va) — T(v) ://@5,,(|an\)— NI e — (v — ) 22
Q

Dafiir teilen wir Q in Q; := Oy, (v)! N Q und Q := O, (v) N Q.
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Konvergenz auf der guten Menge
Auf Qq gilt v = v,,.

AuBerdem gilt |Vv,| < a3\, = é und
zusitzlich k., (t) = %tP fiir t € [, é]

| [ ke 19val) = (17 0] = | [ e, (190D = 270417 0
1931

| [ 7D - ETu e
QUN{|Vvn|<en}
2 p

S p |Q| E:n

n—oo
0.
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Konvergenz auf der schlechten Menge

n—o0

Es gilt [Q2] —— 0 und M(|Vv|) € LP(Q), also

[ o 1val) = 19w x| < [ e (19vm) + 901 o

QQ Q2
< /(p(q)\) + |Vv|P dx
Q
< /C§M(\VV|)P+ VV]P dx
2 eL??Q)
n—o0
—
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Zogert nicht, Fragen zu stellen!

Literatur:

e Dal Maso: “An Introduction to I'-convergence”

e Diening, Kreuzer, Siili: “Finite element approximation of steady
flows of incompressible fluids with implicit power-law-like rheology”
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