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De�nitionen & Notationen

• T zufälliger Baum

• Tn = (T | |T | = n)

• ξ ∈ {0, 1, . . . } Nachkommensverteilung

• Zk Breite in Level k

• W = max
k≥0

Zk(T )

• E[ξ] = 1 ⇒ E[Zk ] = E[Zk−1]E[ξ] = · · · = E[ξ]k = 1

Tilting/Konjugation

P(ξ′ = k) = cakP(ξ = k) c =
1

E[aξ]
, a > 0
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|T | = n

• ξ′s sind unabhängige, identische Zufallsvariablen (i.i.d.)

• ξ′s haben insgesamt n − 1 Nachkommen; (+ Wurzel) ergibt n Knoten

• ξ′s brechen nicht vorher ab

(|T | = n) =

(
n∑

i=1
ξi = n − 1 ,

N∑
i=1

ξi ≥ N ∀N < n

)
Auÿerdem brauchen wir:

P(|T | = n) > 0 ⇔ n = 1 mod span(ξ)

Wobei span(ξ) = d die gröÿte ganze Zahl ist, s.d. ξ/d ∈ Z f .s..
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Cycle Lemma

Seien η1, . . . , ηn ganzzahlige Variablen ≥ −1 und S̃n :=
n∑

i=1
ηi = −1. Dann

existiert genau eine Rotation t, ηti := η(i+t) mod n, t ∈ {1, . . . , n − 1}, so
dass

S̃ t
N :=

N∑
i=1

ηti ≥ 0 ∀N ∈ {1, . . . , n − 1}

⇔ (ξi )i ∈ N0 und Sn :=
n∑

i=1
ξi = n − 1. Dann:

S t
N :=

N∑
i=1

ξti ≥ N ∀N ∈ {1, . . . , n − 1}
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Theorem 1

Sei E[ξ] = 1 und Var[ξ] <∞. Dann gilt

1. P(W (Tn) ≥ x) ≤ Ce−c
x2

n

2. P(H(Tn) ≥ h) ≤ Ce−c
h2

n

für alle x , h ≥ 0 und n ≥ 1.
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Beweis 1/5

De�niere Breitensuche Qj :

Q0 := 1 and Qj = 1+ S̃j , wobei S̃j =

j∑
i=1

(ξi − 1) = Sj − j

• Qj = Zk , wenn Qj alle Knoten in Zk−1 erkundet hat

• Qj > 0 ∀j < n ⇔ S̃j ≥ 0 ∀j < n

• Qn = 0 ⇔ S̃n = −1 (Baum vollständig erkundet)

• W := max
k≥0

Zk ≤ max
j≥0

Qj
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Beweis 2/5

P(W (Tn) ≥ x + 1) ≤ P(max
j≥0

Qj(Tn) ≥ x + 1)

=P(max
j≥0

S̃j ≥ x | S̃j ≥ 0 ∀j < n , S̃n = −1)

Wähle eindeutige Rotation (Cycle-Lemma) um Bedingung S̃j ≥ 0
loszuwerden. Dadurch kann max

j≥0
nach oben geschoben werden. Aber es gilt:

max
j≥0

S̃neu
j ≤ max

j≥0
S̃j −min

j≥0
S̃j

P(max
j≥0

S̃j ≥ x | S̃j ≥ 0∀j < n , S̃j = −1) ≤ P(max
j≥0

S̃j −min
j≥0

S̃j | S̃j = −1)
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Beweis 3/5

P( max
0≤j≤n

Qj(Tn) ≥ 2x + 2) ≤ P( max
0≤j≤n

S̃j − min
0≤j≤n

S̃j ≥ 2x + 2|S̃n = −1)

⊂&subad .
≤ P( max

0≤j≤n
S̃j ≥ x |S̃n = −1) + P( min

0≤j≤n
S̃j ≥ −x − 1|S̃n = −1)

Re�ektion: ξi ↔ ξn+1−i , also S̃j ↔ S̃n − S̃n−j

S̃neu
j =

j∑
i=1

(ξn+1−i − 1) = S̃n − S̃n−j

⇒ S̃j
d
= S̃n − S̃n−j ⇒ max

0≤j≤n
S̃j

d
= max

0≤j≤n
(S̃n − S̃n−j)

Thomas Reitsam Galton-Watson tree 8/16



Basics Theorem single-type Two-type Galton-Watson Prozess

Beweis 4/5

Da S̃n = −1 nach Voraussetzung, folgt:

max
0≤j≤n

S̃j = −1− min
0≤j≤n

S̃j

⇒ P( max
0≤j≤n

S̃j ≥ x |S̃n = −1) = P( max
0≤j≤n

S̃j ≤ −x − 1|S̃n = −1)

⇒ P( max
0≤j≤n

Qj(Tn) ≥ 2x + 2) ≤ 2P( max
0≤j≤n

S̃j ≥ x |S̃n = −1)

De�niere die Stoppzeit τ := min{j ≥ 0 | S̃j ≥ x}. Es gilt:

max
0≤j≤n

S̃j ≥ x ⇔ τ < n.
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Beweis 5/5

2P(τ < n|S̃n = −1) = 2P(S̃n = −1|τ < n)P(τ < n)

P(S̃n = −1)

≤ Cn−
1
2 e−c

x2

n

cn−
1
2

≤ Ce−c
x2

n

Also endlich:

P(W (Tn) ≥ x) ≤ C1e
−c1 x2

n
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Two-type Galton-Watson Prozess

• Knoten von Typ A und B → 4 Nachkommensverteilungen
I ξAA : A → A
I ξAB : A → B
I ξBA : B → A
I ξBB : B → B

• M =

(
ξAA ξBA
ξAB ξBB

)
N =

(
µAA µBA
µAB µBB

)
• µij > 0 ∀i , j ∈ {A,B}
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Erwartungswert

E[Zk ] =

(
1
1

)(
E[Ak ]
E[Bk ]

)
=

(
1
1

)(
µAA µBA
µAB µBB

)(
E[Ak−1]
E[Bk−1]

)
= · · · =

(
1
1

)(
µAA µBA
µAB µBB

)k (
1
0

)
N ist positiv ⇒ 2 verschiedene Eigenvektoren λ1, λ2 ⇒ N ist
diagonalisierbar

D.h. ∃X invertb. s.d . N = X−1DX , wobei D = diag(λ1, λ2)

⇒ E[Zk ] =

(
1
1

)
X−1

(
λk
1

0
0 λk

2

)
X
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Der Two-type Prozess heiÿt kritisch, wenn der gröÿte Eigenwert 1 ist.

λ1 = µAA + µBB +
√

(µAA − µBB)2 − 4µABµBA = 2

|λ2| = |µAA + µBB −
√
(µAA − µBB)2 − 4µABµBA| < 2

⇒ µAA < 1 und µBB < 1
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T A

• T A-Prozess sieht nur A-Knoten

• Two-type Prozess → Single-type Prozess

• E[ξA] = 1

E[ξ] = µAA + µABµBA + µABµBBµAB + µABµ
2

BBµAB + . . .

= µAA + µABµAB

∞∑
i=0

µiBB

= µAA + µABµAB
1

1− µBB
= 1
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Theorem 2

Sei T AB ein kritischer Galton-Watson Baum und h ≥ n. Dann gilt

P(H(T AB
n ) ≥ h) ≤ Ce−c

h2

n

für alle n ≥ 1.
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Beweisidee

Bemerke:

H(T AB) ≤ H(TA) + max
0≤i≤N

H(T B
i ) + 1

wobei N die Anzahl der T B bezeichnet und somit eine Zufallsvariable ist.
Man erhält:

P(H(T AB
n ) ≥ 2h + 1) ≤ P(H(T A) ≥ h||T AB | = n)

+ P( max
0≤i≤N

H(T B
i ) ≥ h||T AB | = n)
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