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Motivation

Der Satz von Rellich-Kondrachov liefert:
o WP (U) kann in L9 (U) eingebettet werden
¢ Bolzano-WeierstraR-Aussage
e Existenz von Lésungen mancher elliptischer PDEs
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Definition: Kompakte Einbettung

Seien X, Y Banachrdume, X C Y. Dann heillt X kompakt eingebettet in
Y, notiert mit

Xccy,

wenn
(i) Vu € X [luly < Cllull, € >0.
(ii) supp, [[um||x < 00 = {um},, hat konvergente Teilfolge in Y.
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Kompaktheitssatz von Rellich-Kondrachov

Sei U C R" beschrinkt und offen, so dass U C! ist. Sei weiter 1 < p < n.
Dann gilt
WP (U) cc L9 (V)

firallel < qg<p*:= n”Tpp. Dabei heiRt p* das Sobolev-Konjugierte von p.
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Beweis von (i)

Sei u € WLP(U). Wegen g < p* folgt

[ull Laquy < C”U”LP 66||Du“LP(U) <CC lullwre(uy
fiir Konstanten C, C. Die zweite Ungleichung folgt aus der

Sobolev-Ungleichung.
Also gilt (i) aus der Definition.
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Beweis von (ii)

Sei {um}oo_; € WHP (U) eine beschrinkte Folge,
Sup [[um || w.p(yy < o0
m

Wir miissen zeigen, dass {um},, eine konvergente Teilfolge in L9 (U) hat.
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Hiltsmittel: Erweiterungstheorem

Sei V C R" offen, beschrankt mit U CcC V. Dann existiert

E: WY (U) — WHP (R™)

mit
(i) Eu = u fast iberall auf U,
(i) suppEu C V.
(iii)
”EUHWLP(Rn) <C HUHWI»P(U) :
Wir kénnen daher o.E. annehmen:
[ ] U — Rn
e suppu, C V, mit V C R” offen und beschrankt.
® supy, [|umlly1eqyy < oo
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Hilfsmittel: Glattungskern

Sei .
n(X) = CeXp <’X|2_1> 151(0) (X) o

Dabei ist C so gewihlt, dass fBI(O) n = 1. Setzen wir nun fiir e > 0

X

Ne (x) = El,m (g) :

so gilt n. € C*° (R"), n > 0,suppn: C B-(0), und fBE(o) ne = 1. n- heift
Glattungskern.
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Glattungskern: Beispiele fiir e = 1, %

E=1 2- E=-IE 2-
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Glattungskern

Die Faltung uf, := 1. * up, ist glatt. Ferner gilt supput, C V, da fiir alle
x e Ve

Ufn(X)Zna*um(X)Z/B()na(x—y)um(y)dy=0,

da suppum, N B: (x) = 0 fiir € klein.
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Beweisskizze

Wir gehen wie folgt vor:
1. uS, — Um,e — 0, in L1 (V), gleichmiRBig in m.
2. Interpolations-Ungleichung = u%, — um,e — 0, in LI(V),
gleichmaRig in m.
3. Arzela-Ascoli = {uf,},, hat eine konvergente Teilfolge in L (V).
4. {um},, hat eine konvergente Teilfolge in L9 (V).
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Beweis von 1.: t5, — tpm,e — 0, in L1 (V), glm. in m

up, (x) —um(x) = /B()ng(x—z)um(z)dz—um(x)/ Ne (x —z) dz

B:(x)

_ 1 n<x‘z> (thm (2) =t (%)) 2

en Bg(x) €

— [ 00 (umx = 23) = um (1)) oy
B1(0)

1y
_ /Bl(o)n(y)/0 = (um (x = cty) dedy

1
= —¢ / n(y) / Dum (x — ety) - ydtdy
B1(0) 0
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Beweis von 1.: t5, — tpm,e — 0, in L1 (V), glm. in m

Daraus folgt wegen |y| <1

[ ) = ()] <

<

IA

Benjamin Kraska

5/ n(y / / |Dum (x — ety)| dxdtdy
B1(0)

6/ / / |Dup, (x)| dxdtdy
B1(0 V—cty
[ amdy- [de [ 1Dum Gl
By (0) 0 1%
6/ |Dup, (x)| dx.
Vv
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Beweis von 1.: t5, — tpm,e — 0, in L1 (V), glm. in m

Damit gilt

€ || Dumll1v)
eC ”DumHLP(V)

[um = umll10v)

eC ”UmHWl,p(V)
eCsup ||umHW1,,,(V) < 00,
m

(VAN VAN VAR VAN

denn nach Voraussetzung ist {up},, in WP (V) beschrinkt. Hieraus folgt

us, = Uy in LY(V) fiir e — 0, gleichmaRig in m.
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Hiltsmittel: Interpolationsungleichung

Seien 1 <s<r<t<oomiti=
gilt ue L (V) und

(LNS

120 fiir u € L5 (V)N Lt (V). Dann

0
lullirqy < Nulldsquy lulltedy,

Setzt man u=u;, — um, r=q,s=1,t =p*  und 0 = (*1) so sind die
obigen Voraussetzungen erfiillt und es folgt

0 1-0
lum = tmllaqvy < lum = umlliz vy [1um = umll oy - (1)
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Beweis von 2.: v5, — upm,e — 0,in LI(V), glm.in m

Fiir den letzten Faktor gilt wegen der Sobolev-Ungleichung
Hursn UmHLp (V) < CHDU DumHLP(V

Letzteres ist beschrankt wegen

sup [|umllwap(vy) <00 = sup|[Dup, — Dum|l e(vy < oo
m m
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Beweis von 2.: v5, — upm,e — 0,in LI(V), glm.in m

Setzt man dies in (1) ein, so ergibt sich
[t = tmll oy < C llup, — Um||L1(v

fir C > 0. Da u%, — uy, in L2 (V) fiir e — 0, gleichmaRig in m, folgt
hieraus

U, — Um in L9(V) fir e — 0, gleichmaRig in m.
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Hilfsmittel: Kompaktheitskriterium von Arzela-Ascoli

Sei {fn},, eine Folge von Funktionen, f, : R” — R, die
e punktweise gleichmalig beschrankt
¢ und punktweise gleichmiRig stetig sind (in x und m).

Dann existiert eine Teilfolge {1, }j und eine stetige Funktion f, so dass

fm; — f punktweise gleichmRig auf kompakten Teilmengen von R".
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Beweis von 3.: {u},},. hat konvergente Teilfolge in L9 (V)

Um Arzela-Ascoli anwenden zu kdnnen, zeigen wir:

Fiir alle e > 0 ist die Folge {uf,},, punktweise gleichmaBig beschrankt und
gleichmiRig stetig.

Zur gleichmaRigen Beschranktheit:

1, ()l s/ e (x — ) |t ()]
BE(X)
< ”UEHLOO(RH) H”mHLl(V)
< — < .
En
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Beweis von 3.: {u},},. hat konvergente Teilfolge in L9 (V)

Zur gleichmaBigen Stetigkeit: Wegen

Du’en = D(ne * Um) = (Dne) * Um
gilt
D, ()] < /B 17 (x =) lum ()]
< ||D77€||L°°(R") ||um||L1(V)
< — < 0.

8n-i-l
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Beweis von 4.: {up,},, hat konvergente Teilfolge in L9 (V)

Arzela-Ascoli und suppufnj kompakt = Es existiert eine Teilfolge {ufnj},,
J

die gleichmaBig auf suppufnj C V konvergiert.
V beschrinkt — {ufnj}, konvergiert in L9 (V). Wir haben zuvor gezeigt:
J

U, — Um in L9(V) fir e — 0, gleichmaRig in m.

Mittels eines Diagonalarguments findet man eine Teilfolge {upm, }J., die
Cauchy-Folge in in L9 (V) ist.
L9 (V) vollstindig = {upm, }j konvergent.
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