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Lebesgue-Rdume

Kurze Einfiihrung in das LebesguemalR

Ziel: Definition einer Funktion pu, die moéglichst vielen A € R" einen
Wert p(A) € Ry U (+00) zuordnet

w soll folgende Bedingungen erfiillen:

i) (@) =0 und pu(R") = +oo;
i) Q € R" n-dim., abgeschl. Quader

= u(Q) =[] (b - 2))
j=1
i) ACR", veR" B:=v+A= pu(A) = uB)

iv) u(AUB) = pu(A) + u(B), falls AN B =10
(endliche Additivitat)




Lebesgue-Rdume

Motivation fiir die Definition von Lebesgue-Raumen (1)

@ Problem: Bestimmung der Minima von Funktionalen in
oo-dim Riumen, z.B.

J[u] ::/ IVul?dx — Min!
Q

in einer Klasse von Funktionen C.
@ Bolzano-Weierstrass greift nicht wegen dimC = oc;
@ Ansatz: C=stetig-differenzierbaren Funktionen mit Norm

1
2
lufl2 = (/ u2dx+/ yqudx)
Q Q

@ ABER: Ein solcher Raum ist nicht einmal vollstandig.

@ Losung: C soll neben stetig-differenzierbaren auch stetige und
nicht-stetige Funktionen mit endlichem Integral enthalten.



Lebesgue-Rdume

Motivation fiir die Definition von Lebesgue-Raumen (2)

Problem: Durch || - || wird auf L! nur eine Seminorm erklrt.

Definiert man nun

11Q) = L1(Q, M%) = (u € CO(Q),/ el e < o)
Q

so ist L1() ein linearer Raum und || - ||; eine Norm auf diesem,
aber (LY(Q), || - ||1) ist nicht vollstindig.
@ Sei Q:= B1(0) C R" und uk(x) := fllﬂ fir x € Q und
keN. '

@ Jedes uy ist offenbar stetig in Q mit |ux| <1 fiir alle x € Q.
Ferner gilt limy_, o0 uk(x) = u(x).



Lebesgue-Rdume

Definition der Lebesgue-Raume

Sei (X, ) ein MaBraum und 1 < p < co. Dann heiBt der durch

LP(X; p) == {u: X — R; up — f.i.definiert mit||ul|, < oo}

it ullp = ol = ([ |u<x>|Pdu(x))1/p & [0, 0]

erklarte normierte Raum (LP(X; i), | - ||p) der LEBESGUE-RAUM
der auf X beziiglich dem MaBu p-summierbaren Funktionen.
Lebesgue-Raume sind vollstandig.



Lebesgue-Rdume

Beispiele fiir Elemente von Lebesgue-Raumen

Sei X =[-1,1],p=1,
up(x) = x> => uy ist stetig auf R Vx € R

:>/ |y (x))* dx:/
[—1,1] (1,1

)

1 1
X2 dx = [§x3]_1 < 00
]

p(x) = Zl‘x‘ => up(x) ist nicht stetig in 0

(-1.1]

)

1
lup(x)|* dx = ] | dx < oo
2
11 /x|

=> u1(x), o(x) € LY([-1,1])



Schwache Differenzierbarkeit

Motivation fiir die Definition von Schwacher
Differenzierbarkeit

Seien u € CHQ),w, € L} () und v € {1,...,d}, so dass gilt:

loc

/ udyndx = —/ wyndx V€ G™(Q)
Q Q

Partielle Integration liefert dann

/Byundx:/wvndx Vn € G™ (),
Q Q

= wy = O, U.



Schwache Differenzierbarkeit

Definition der Schwachen Differenzierbarkeit

Seien Q C RY offen und k € Ny, und seien u,w € L1),c(Q).

Dann heiBt w die schwache (partielle) Ableitung von u, falls gilt:

/u&yndxz(—l)/wndx Vn e G ()
Q Q

o u ist k-mal schwach diff'bar auf Q, falls ¥y € Ng mit
Iv] < kJw? € LL (Q)

loc
@ Den Raum aller k-mal auf € schwach diff'baren Funktionen
v L} _(Q) bezeichnet man mit Wk(Q).

loc

(Insbesondere WO(Q) := L}, (Q2))



Schwache Differenzierbarkeit

Beispiel fiir eine Schwache partielle Ableitung

Sei Q = [-1,1] und u(x) = |x|

|0 + h| — |0

— hl —
1100y gy =M=

= |im
h—0 —h

h—0

uist in x = 0 nicht differenzierbar.
ABER: Die schwache partielle Ableitung u'(x) = sgn(x) existiert

mit
-1, x<0
sgn(x) =« bel, x=0
1, x>0



Sobolev-Raume

Definition der Sobolev-Raume

Seien Q C RY offen, 1 < p < oo und k = 1 € Np.

Dann heiBt der lineare Raum

WhP(Q) == {u e WH(Q);0u € LP(Q)}

der SOBOLEV-RAUM mit Differenzierbarkeitsstufe 1 und
Integrabilitdtsexponent p. Er wird zum Banachraum mit der Norm

1

r)
lellp = lllanp :=(Z|rau\|",,) . p<w
k=1



Sobolev-Raume

Beispiele fiir Elemente von Sobolev-Raumen

o Die Elemente von W*P(Q) heiBen Sobolev-Funktionen

o ux)=Ix € WM(R)
° u(x)—‘X £ furx#fund u(x) =0 firx=¢
€ WH(=s—1)(R)

o I(x) € WKP(Q) = I(x) € L)
o WH2(Q) sind auch Hilbert-Raume H*(Q). Im Fall k =1 mit
dem Skalarprodukt

(u,v) ::/uvdx—i—/@u-avdx.
Q Q
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