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Optionen

Optionen

Eine Kaufoption ist ein Recht, eine Aktie zu einem heute (t=0)
festgelegten Preis E an einem zukiinftigen Zeitpunkt T zu kaufen.

@ S(t) = Preis der Aktie zum Zeitpunkt t
0o = Volatilitat der Aktie
or = risikoloser Zins

e C(S,T) = Wert der Option zum Zeitpunkt T
C(S,T) = max(S-E, 0)

Problem: Preis fiir dieses Recht heute?



Wiener Prozess

Wiener Prozess

Wie verandert sich S in einem kurzen Zeitintervall dt?

@ Vergangenheit spiegelt sich in heutigem Preis S vollstandig
wieder, ohne Informationen fiir die Zukunft zu geben

@ Markte reagieren sofort auf neue Informationen bzgl. der Aktie




Wiener Prozess

Wiener Prozess

% =pdt 4+ odX

hierbei ist
@ 1 = durchschnittliche Wachstumsrate des Aktienpreises
(hier ist p konstant)
e o = Volatilitat/Standardabweichung
e dX: Wiener Prozess
— dX ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz dt

— flir zwei verschiedene Zeitintervalle dt sind die Werte von dX
voneinander unabhangig



Wiener Prozess

Wiener Prozess

dS .
— l&sst sich Zerlegen in eine konstante Anderung und die durch

den Wiener Prozess hervorgerufene zufillige Bewegung.

Generalized Wiener process with a=0.3 and b=15
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Generalized
| Wiener process
dx=adt + bdz
" dx=adt

Wiener process, dz




Wiener Prozess
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Wiener Prozess

[td s Lemma

Fiir eine glatte Funktion f(S) und eine kleine Veranderung dS von
S gilt (mit dS = pSdt + oSdX):
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oSdX + uSdt) + 70252—d
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df = dS( ds?
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& df = 6S —dX—i—( S —= + 0252 — d )dt  (Itd's Lemma)

dS dS ds?

Fiir eine Funktion f(S,t) gilt:
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Black-Scholes Gleichung

Allgemeine Annahmen:

Aktienpreis folgt Wiener Prozess

risikoloser Zins r und Volatilitdt o sind bekannt und konstant
keine Transaktionskosten

keine Dividenden innerhalb der Optionslaufzeit

keine Arbitrage-Moglichkeiten

Leerverkdufe sind erlaubt, Aktien sind beliebig teilbar

Handeln der Aktie uneingeschrankt erlaubt



Black-Scholes Gleichung

Sei C(S,t) der Wert einer Option.

Aus It6 s Lemma folgt dann:

2
dC = 05%C ax + (MS% 1 lpes20 € OC

a5 55 127 % 952 T )

Sei m der Wert eines Portfolios bestehend aus einer Option und
einer Anzahl A zugrundeliegender Aktien.

m=C+AS

= dm =dC+ AdS




Black-Scholes Gleichung

Mit dS = ,LLSdt + 0SdX erhdlt man:

oC 0°C 8C

- 2 2
d7r—05( +A)dX+( 585 S 752 T 5 + uAS)dt
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@ risikolose Anlage eines Betrags m zum Zins r ergibt eine
Steigerung von 7 in dt um rmdt

= rrdt = (%f 0252 asg)dt }




Black-Scholes Gleichung

Black-Scholes Differentialgleichung

Zusammen mit m = C + AS und A = —ggfolgt :
Black-Scholes Differentialgleichung
oc 1 2 282C ocC -
> o T2 gs TPgs ¢ =0

mit den Randbedingungen
e C(0t) =0
e C(S,T) = max (S-E,0)
e C(S;t) ~ S fiir S— o0



Black-Scholes Gleichung

0 0?
Variablentransformation = — a2 -0 < x < oo, 7 >0
87 Ox2
—(><—S)2
mit Lésung: u(x,7) = Q\ﬁ f up(s ds

erneute Variablentransformation liefert Lésung:

C(S,t) = SN(d1) — Ee"(T-tN(d>)

log(S/E) + (r + %02)(T—t)
o/ (T —1t)
edr=dy —ovT -t
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e N(x) = \/ﬂ/e2y2dy
—00
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Black-Scholes Gleichung

Kritik an Black-Scholes Modell:

@ Renditen sind nicht stochastisch unabhangig

@ Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Renditen entspricht
keiner Standardnormalverteilung

@ Volatilitat o ist nicht konstant



Black-Scholes Gleichung

Stochastische Volatilitat o;

= :Mdt + Utht

— oy ist zusdtzliche stochastische GroBe, fiir die eine zweite
stochastische Differentialgleichung angegeben werden kann

— verallgemeinerte Black-Scholes Gleichung

— C ist abhdngig von S und o, dieses kann jedoch nur geschitzt
werden

— Losung der Gleichung ist abhingig von t, S und o, ldsst sich
jedoch nicht explizit angeben



Black-Scholes Gleichung

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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