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1 Einleitung
Definition

1. Eine partielle Differentialgleichung der Ordnung m mit n > 2 unabhangi-
gen Verinderlichen x = (x1,...,x,) und einer abhidngigen Verinderlichen
u = u(x) ist eine Gleichung der Form

F(u(x), 0xu(x),...,0x,(x),
9%,11(X),0x, 0, u(x),..., 0% 1(x),

o u(x),... 0% u(x),x) =0, (1)
wobei F eine beliebige Funktion ist.

2. Eine Losung der partielle Differentialgleichung (1) in einem Gebiet () C
R" (d. h. in einer offenen, nichtleeren, zusammenhéangenden Teilmenge von

R") ist eine Funktion u : (3 — R mit der Eigenschaft, dass u die Gleichung
fiir jedes x € () erfiillt.

Lineare Gleichungen

Die partielle Differentialgleichung (1) heifst linear in einem Gebiet (2 C IR", falls
aquq + apup Losung der Gleichung

F(...,0)=0
fiir alle &1, &, € R und alle Losungen 14, up der Gleichung in () ist.
Die partielle Differentialgleichung (1) heifit linear homogen, falls sie homogen ist

und
F(...,0) =0.

Beispiele

1. Die Laplace-Gleichung

Uy, + Ugry + oo+ Uyyx, = 0 (linear homogen, zweite Ordnung)
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2. Die Poisson-Gleichung
Uxyx, + Uxgxy + oo+ Unyx, = f(X), (linear, zweite Ordnung)

wobei f eine beliebige Funktion ist

3. Die Klein-Gordon-Gleichung

3

Uy — Uxgxy — -0 — Uy, + U — U (nichtlinear, zweite Ordnung)

4. Die Erhaltungsgleichung

Uy, — Ully, =0 (nichtlinear, erste Ordnung)

5. Die Eikonalgleichung

uil + uiz =c?, (nichtlinear, erste Ordnung)

wobei c # 0 eine beliebige Konstante ist

In dieser Vorlesung werden iiberwiegend lineare partielle Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung behandelt.

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei
unabhingigen Veranderlichen

Die einfachste Gleichung dieser Art ist

8u_

Fri 0, «— “u ist konstant in der x-Richtung”

wobei u = u(x,y) ist. Die allgemeine Losung ist

u=f(y),

wobei f eine beliebige Funktion einer Verdnderlichen ist.

u ist konstant entlang der Geraden
y = Konstante, die parallel zur i-
Richtung laufen.

Y

u hdngt daher nur von y ab.




1 Einleitung

Dieselbe Methode funktioniert auch fiir kompliziertere Gleichungen.

Beispiel

Finden Sie die allgemeine Losung der Gleichung
auy + buy =0 (2)

fiir u = u(x,y), wobei a, b Konstante mit a® + b? # 0 sind.

Losung

(2) lasst sich umschreiben als

(ab)

——2 _Vu=0
a? + b2

—_———

die Richtungsableitung ?)—Z

von u in Richtung des

(a))

(2) besagt also, dass u in der e-Richtung konstant ist.

u ist konstant entlang der Geraden /

bx — ay = Konstante, die parallel zur
e-Richtung laufen.

u hdngt daher nur von bx — ay ab. /

Die allgemeine Losung von (2) ist also

u= f(bx —ay),

wobei f eine beliebige Funktion einer Verdnderlichen ist. O

Einheitsvektors e =
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Definition

Die Geraden
bx — ay = Konstante

heiflen die charakteristischen Linien der Gleichung

auy + buy = 0.

Beispiel

Finden Sie die allgemeine Losung der Gleichung
Uy +yuy =0 (3)

fir u = u(x,y).

Losung

(3) besagt, dass die Richtungsableitung von u in Richtung des Einheitsvektors

(Ly)

e = ——

VTP

verschwindet. u ist also konstant entlang der charakteristischen Kurven mit Tan-
gentenvektor e.

Der Tangentenvektor zur Kurve {y = y(x)} ist nun
(Ly'(x))
1+ (y'(x))?

so dass die charakteristischen Kurven als Losungen der trennbaren gewhnlichen
Differentialgleichung

wobei C eine Konstante ist.
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Die charakteristischen Kurven stellen

\ X . .o
-\& eine Blitterung des R? dar.
y=-¢"
C=-2
y=—2¢"

Es gilt:

d X
au(x,Ce )=0
= u(x,Ce*) =u(0,C)

= u(x,y) =u(0ey)

Die allgemeine Losung ist also

u(xy) = fle'y),

wobei f eine beliebige Funktion einer Verdnderlichen ist.

Bemerkung

Betrachte die Gleichung
ur+cu, =0

fiir u = u(x,t), wobei c eine positive Konstante ist. Die allgemeine Losung ist
u=f(x—ct),

wobei f eine beliebige Funktion einer Verdnderlichen ist.

Wenn wir x als ‘Raum’ und t als “Zeit” betrachten, besteht die Losung aus einer
Welle, die sich von links nach rechts mit Geschwindigkeit ¢ und ohne Forméande-
rung bewegt:

\ 4
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Anfangswerte

Die allgemeinen Losungen der Gleichungen

auy +bu, =0
und
ur+xuy =20
sind
u= f1(bt — ax)
bzw.

U= fz(e_tx),

wobei f1, f» beliebige Funktionen einer Verdnderlichen sind. Wenn wir den Wert
von u als Funktion von x zu einem bestimmten ‘Zeitpunkt” t = ¢y vorschreiben,
konnen wir u eindeutig bestimmen.

Beispiel

Losen Sie die Anfangswertprobleme
1. auy +bu, =0, u(0,x) = sinx;

2. up+xuy =0, u(0,x) = x.

Losung

1. Die allgemeine Losung der Gleichung ist

u(t,x) = f1(bt — ax)

und aus
u(0,x) = sinx

folgt
f1(—ax) = sinx

= fi(x) =sin (7).

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

u(t,x) =sin (x — %t) .
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2. Die allgemeine Losung der Gleichung ist

u(t,x) = fr(e 'x)

und aus
u(0,x) = °
folgt
fa(x) =2,
Die Losung des Anfangswertproblems ist also
u(t,x) = x3e3, O
Bemerkung
Eine Losung der Gleichung Eine Losung der Gleichung
auy +bu, =0 U+ xuy =0
ist konstant entlang der charak- ist konstant entlang der charak-
teristischen Kurven teristischen Kurven
bt —ax =c. ;
y=ce.
X
7. |
"t >t

74

In beiden Fallen bilden die charakteristischen Kurven eine Blitterung der (¢,x)-
Ebene. Insbesondere schneidet jede charakteristische Kurve die x-Achse genau
einmal. Durch die Angabe eines Anfangswertes legen wir also die konstanten
Werte von u entlang der charakteristischen Kurven fest.

Falls nicht alle charakteristischen Kurven die x-Achse schneiden, konnen wir
durch die Angabe eines Anfangswertes u nicht tiberall eindeutig bestimmen.
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Beispiel

Finden Sie die charakteristischen Kurven der Gleichung
Us — xzux =0

und diskutieren Sie das entsprechende Anfangswertproblem.

Losung

Die charakteristischen Kurven der Gleichung
Us — x2ux =0

sind die Losungen x = x(f) der gewohnlichen Differentialgleichung

dx 5
ar =
also
x=0
und
x:i, ceR

c=2 ¢=1

Die charakteristischen Kurven in den markierten
Regionen x > 1/t > 0 und x <1/t < 0 schneiden
die x-Achse nicht.

10



1 Einleitung

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Die allgemeinste homogene Gleichung dieser Art in n unabhéngigen Verandli-
chen xq, ..., x;, ist

n n
Z aijuxix]- + Zaiux,- + aou = 0/ (1)
i,j=1 i=1

wobei 4, a; und a9 Konstante sind und die Matrix A = (ai]‘)nxn symmetrisch und
nicht gleich Null ist.

Lemma

Es existieren eine lineare Koordinatentransformation z = z(x) und nichtnegative
ganze Zahlen my, mp mit m; + my < n, so dass (1) die Form

my my+mp n
Z Uzeze — Z Uzz + Z Cklz, +cou =0 (2)
k=1 k=m1+1 k=1

in den neuen Koordinaten hat.

Beweis

Da A reell und symmetrisch ist, sind ihre Eigenwerte alle reell. Ferner existiert
eine orthogonale Matrix Q mit der Eigenschaft, dass

B:= QAQ" =diag(A1,... Ay Amy 41, Amytmy, 0,...0 ),
n — (my + my)-mal

wobei m; und m; die Anzahl der positiven bzw. negativen Eigenwerte (nach geo-
metrischer Vielfachheit gezahlt) sind.

Betrachte die Koordinatentransformation y = Qx, d.h.

n
Y = Z QkmXm, k=1,...n.
m=1

Aus der Kettenregel folgt

9 &y 9

=L
O
k=1 Yoy

11
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so dass
n
Uy, = Z Tki%yys
k=1

Ujx; = i%i iqe'i u
Xi.X]' = klayk = ]ayé

und

n n
) dijlixy = ) < )3 qkz’“in) Uy
/=1

i,j=1 k, i,j=1
= by
n n n
Y aity, =) | Y qidi |y,
i—1 k=1 \i=1
———
= bk

Unsere Gleichung ist somit

mq—+miy

Z Mlbyye + ) My, + Z byuy, + apu = 0.

k=1 k=my+1 k=1

Schliefslich definieren wir

1

\/W/ Yk,

Zk = k=1,...,m +mp

und
Zk = Yk k=mi+my+1,...n

Damit wird Gleichung (3) in Gleichung (2) transformiert, wobei ¢ = b/ +/|Ak|,

k=1,...,nund ¢y = ag.

Definition

Die Gleichung (1) heift

g

elliptisch, falls m; = n oder m, = n ist (alle Eigenwerte von A haben dasselbe

Vorzeichen);

12
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parabolisch, falls 7 + my < nist (mindestens ein Eigenwert von A verschwin-
det);

hyperbolisch, falls m; 4 my = n und m; = 1 oder my =1 (kein Eigenwert von
A verschwindet, und bis auf einen haben alle Eigenwerte dasselbe Vorzei-
chen).

Beispiele

1. Die Laplace-Gleichung
Uiy + oot Uy, =0
fir u =u(x), x = (x1,...,xy) ist elliptisch.
2. Die Warmeleitungsgleichung

ut = uxlxl + cee + uxnxn

fir u = u(t,x), x=(x1,...,xp) ist parabolisch.
3. Die Wellengleichung

2
Uy = ¢ (uxlxl +..t uxnxn)

fir u =u(t,x), x=(x1,...,x,), wobei c eine positive Konstante ist, ist hyper-
bolisch.

Die Gleichungen
Au=0 ur = Au Uy = Au

(Laplace-Gleichung) (Wéarmeleitungsgleichung) (Wellengleichung)

sind die kanonischen Beispiele der drei Arten von Gleichungen und wir werden
sie griindlich untersuchen. Hier schreiben wir

A=0% +...+933 .

1
der Laplace-Operator

Wir untersuchen unsere Gleichungen fiir Werte von x in einem Gebiet () C R".
Dabei gilt die partielle Differentialgleichung nur im Inneren von (); wir miissen
zusatzlich vorschreiben, wie sich u auf dem Rande Q) von () verhilt. Dies tun
wir, indem wir entweder den Wert von u (Dirichlet Randwerte) oder den Wert

der normalen Ableitung g—z (Neumannsche Randwerte) auf 0() vorschreiben.

13



1 Einleitung

Im Falle der Laplace-Gleichung fiihrt diese Prozedur zu zwei Randwertproble-
men:

Das Dirichletsche Randwert- Das Neumannsche Randwert-
problem problem

u=g @ =g

/ on
Q Q

Die Wellen- und Wéarmeleitungsgleichungen haben eine gesonderte unabhangi-
ge Verdnderliche ¢, die wir tiblicherweise als ‘Zeit” betrachten. Wir schreiben die
Losung als

u(t,x),

N

Zeit” ‘Raum’

wobei die die partielle Differentialgleichung die Evolution in Zeit von u im rdum-
lichen Gebiet () beschreibt. Wir schreiben Dirichletsche oder Neumannsche Rand-
werte auf 0() sowie Anfangswerte bei t =0 vor:

Wirmeleitungsgleichung Wellengleichung
ur = Au, xe,t>0, uy = Au, xecO,t>0,
u=g, u=g,
ou } x€oQ),t>0, ou } xe€o0),t>0,
an & an &
u="f, xeO,t=0 u=fi, xeO,t=0,
uy = fo, xeO,t=0

Dies sind Anfangsrandwertprobleme.
Wir werden uns mit folgenden Themen beschéftigen:

Existenz: Haben die obigen Probleme Losungen? Welche Methode gibt es,
um die Losungen zu finden?

Eindeutigkeit: Gibt es nur eine Losung?

Die qualitativen Eigenschaften der Losungen.

14



2 Trennung der Variablen

2 Trennung der Variablen

Beispiel

Losen Sie das Anfangsrandwertproblem

Up = Unr, x € (0,a),t>0, (1)

u(t,0) =0, t>0, 2)

u(ta) =0, t>0, 3)

u(0,x) = f(x). (4)
Losung

Wir suchen eine Losung der Form
u(t,x) = f1(t) f2(x), ‘Separationsansatz’
so dass / .
[0 f2(x) = f(H) f (%)

) ()
filt)  f(x)

=

Die linke Seite dieser Gleichung hdangt nur von t ab, wiahrend die rechte Seite nur
von x abhédngt. Beide Seiten sind also konstant:

A . B
AN

Die Funktion f, gentigt also den Gleichungen

f7(x) —kfa(x) =0,  x€(0a),

Wir unterscheiden drei Fille:

15



2 Trennung der Variablen

Es gilt:
f2(x) = Ax+ B,

und
0)=0 = B=0
£2(0) A=B=0,
fz(a)ZO = Aa+B=0

so dass fo(x) = 0 ist.
k=x*>>0
Es gilt:
f2(x) = Ae™ 4+ Be™™*

und
f2(00=0= A+B=0

f2(a) =0 = Ae™ + Be ™ =0
so dass fo(x) = 0 ist.

}:> A=B=0,

k=-x*>0
Es gilt:
fa(x) = Acosxx + Bsinkx

und
f2(00=0= A=0

f2(a) =0 = Bsinka =0
Wir erhalten eine nichttriviale Losung fiir f, durch die Wahl

nrm
K=—, n=123,...,

so dass

mx>, n=123,...

ist.

Die entsprechende Gleichung fiir f; ist

n2

f) =" A

2.2
= f1(t) =Cyexp <—n; t), n=12,....

16



2 Trennung der Variablen

Die trennbaren Losungen von (1)-(3) sind also

2.2
(1) = Dasin (" Yexp (1TH) ama,

a2

Es bleibt nun, die Anfangsbedingung (4) zu diskutieren. Da die Gleichung (1)
linear ist, ist jede lineare Kombination der Losungen u,, n = 1,2,... ebenfalls eine
Losung. Als allgemeine Losung nehmen wir also die ‘unendliche Summe’

® . (NTTX n? et
u(t,x) = EDnsm (7) exp (— o ) .

Aus
u(0,x) = f(x)
folgt
> . [NTTX
flx) = zlngnsm (—a >:
Dies ist die
Sinusreihendarstellung von f
so dass

a
Dn:g/f(x)sin@dx. O
a a
0
Dieselbe Methode funktioniert fiir Probleme in hoheren Dimensionen.

Beispiel
Losen Sie das Randwertproblem

Au=0, r<a, (1)
u(a,0) = f(0), )

wobei (r,0) die tiblichen ebenen Polarkoordinaten sind.

17



2 Trennung der Variablen

Losung

Wir brauchen die Formel
1 1
Au = uy + —u, + — Uy = 0
r r
fiir den Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten.

Wir suchen eine Losung von (1), (2) der Form
u(r,0) = f1(r) f2(0), ‘Separationsansatz’
so dass . .
ROF (1) + 1 HOF () + 5 ©)fi () =0

YOI AR ()
Al) Al fa(6)

Die linke Seite dieser Gleichung hdangt nur von r ab, wiahrend die rechte Seite nur
von t abhédngt. Beide Seiten sind also konstant:

A0 RO RO

THO RO Y T A
Die Funktion f, gentigt also den Gleichungen
2(0) +kf2(60) =0,
f2(6 +27) = f2(6).

Wir unterscheiden drei Fille:

k=0

Es gilt:
f2(0) = A0+ B

und

f2(0+27) = f2(0)
= A=0,

so dass f»(0) = B ist.
k=—-x*<0
Es gilt:
f2(6) = Ce*? + De™™

18



2 Trennung der Variablen

und

f2(0+2m) = f2(0)
= C=D=0,

so dass fo(x) =0 ist.
k=x>>0
Es gilt:
f2(8) = Esin(xf) + F cos(x0)

und wir erhalten eine nichttriviale 27r-periodische Losung fiir

so dass
f2(0) = Esin(nb) + F, cos(nf), n=123....

Die entsprechende Gleichung fiir f; ist die Euler-Gleichung
P () +rfir) —n’fi(r) =0,  n=012,...

(n = 0 entspricht dem Fall k =0 und f,(6) = B.) Die allgemeine Losung dieser
Gleichung ist

Ao+ Bologr, n=20,
fi(r) = ; .
A"+ By, n=123,....

Unsere Losungen miissen zweimal differenzierbar fiir » < a und insbesondere
stetig im Nullpunkt sein. Wir setzen daher By =0und B, =0,n=1,2,3,....

Die trennbaren Losungen von (1) sind also

Uup (1”,9) = Co,
uy(r,0) =r"(Cysin(nf) + Dy sin(nf)), n=12,....

Um die Randbedingung (2) zu erfiillen, benutzen wir die unendliche Summe
u(rf) =Co+ Y _ r"(Cysin(nf) + Dy cos(nb))
n=1
als allgemeine Losung von (1). Aus (2) folgt

Co + i (Cna" sin(n@) + Dypa" cos(nb)) = (),

n=1

J/

Fourierreihendarstellung von f

19



2 Trennung der Variablen

so dass

Co=— [ f0)do

0= 57 SO
1 7T

Coa = — / F(0)sin(n6)do, n=12,...,
TJ)—n

7T
Dya" = %/ F(O)cos(nf)ds, n=12,....
-7

0

Manchmal entstehen Gleichungen mit durch spezielle Funktionen definierten Lo-

sungen.

Beispiel

Finden Sie alle trennbaren Losungen der (2 + 1)-dimensionalen Wellengleichung

uy = Au, r<a,t>0
mit Randbedingung
u=0, r=a,t>0,

wobei (r,0) die tiblichen ebenen Polarkoordinaten sind.

Losung

Wir suchen eine Losung von (1), (2) der Form

4

u(r,0,t) =F(r,0)f3(t), ‘Separationsansatz

so dass
AF(r,0) _ () —
F(rf) — f(H)

ist. Die Funktion F geniigt also den Gleichungen

AF =k F, r<a,
F=0, r=a.

Wir unterscheiden drei Falle.

(1)

(2)

3)
(4)

20



2 Trennung der Variablen

ki =0

Aus dem ersten Greenschen Integralsatz folgt

oF
/ (FAF + VEVF) = / P
r<a r=a
= / IVF|?=0
r<a
= |VF?=0
= F = Konstante
0
weill F=0flirr=a

k2:K2>O

Diesmal erhalten wir

ki = —x2 <0
Wir suchen eine Losung von (3), (4) der Form
u(r,0) = f1(r) f2(6), ‘Separationsansatz’

so dass

2. ¢ / iU
) ) 20 —f5(6)
+ + K" = =k
Alr) i) f0) 7
ist. Die Funktion f, gentigt also den Gleichungen
2 (0) +kaf2(6) =0,
f2(0 +27) = f2(8).

Wie im letzten Beispiel folgern wir, dass ky = n2,n=0,1,...istund

AO/ n=0,
Ay cos(nb) + By sin(nf), n=12,....

f2(0) Z{

21



2 Trennung der Variablen

Die entsprechenden Gleichungen fiir f; sind

() +rfl + (K3? —n?) f =0, (5)
fi(a) =0. (6)
Durch die Substitution

s=xr,  f(5)=flr)
erhalten wir die Besselsche Differentialgleichung
s2f"(s) +sf'(s) + (s> —n*)f = 0.

Diese Gleichung hat zwei linear unabhédngige Losungen, die Besselsche Funkti-
on erster Gattung J,,(s) und die Besselsche Funktion zweiter Gattung Y (s):

A JO (6)

J

I {1, n=0
Jn(8), n>1 sli’%]”(s)_ 0, n>1

J J,» hat unendlich viele
mww > I\nTullstellen

lim J,,(s) = 0.

S—0Q0

Yn(s)

A
s—0

Y, hat unendlich viele
Nullstellen

\\/ \/ ~7 ° sli_)rglan(s):O

Die allgemeine Losung von (5) ist also
fi(r) = CuJu(xr) + Dy Yy (xr).

Damit die Losung im Nullpunkt stetig ist, miissen wir D,, = 0 setzen.

22



2 Trennung der Variablen

Aus (6) folgt
Cn]n (Kﬂ) — 0

und wir erhalten eine nichttriviale Losung fiir f; durch die Wahl

o ]mn
- T

a

wobei
0<j1n <j2n <j3n<---

die Nullsten von [, sind. Damit ist

f1(r) = Counln <]m7”r> m=12,..., n=012,....

Die entsprechende Gleichung fiir f3 ist

2
1O+ s =0

= f3(t) = Ejynsin <]mant> + Fyun cos (anznt) .

Die trennbaren Losungen sind also

umo(r,0,£) = Jo (]m_OV) (AmO sin (]m_Ot) + By cos (]m_Ot)) Com=12,...,
a a a
90 = (57 (amin () B (1))

X (Apcos(nf) + Bysin(nf)), mn=12,....

Beispiel

Finden Sie alle trennbaren Losungen der dreidimensionalen Laplace-Gleichung
Au =0, r<a, (1)

wobei (7,0,¢) die tiblichen Kugelkoordinaten sind.
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2 Trennung der Variablen

Losung

Wir brauchen die Formel

Au—li rza—u +71 9 sin@a—u -1—71 82_u
C r2or or r2sinf 00 00 12 sin” 0 o>

fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten.

Wir suchen eine Losung von (1) der Form

u(r,0,¢) = G(r,0)f1(¢), ‘Separationsansatz’
so dass ) "(9)
sin“0 d [ ,0G sind o (. oG\  fi'(¢)
e o (75) e () =

Die Funktion f; geniigt also den Gleichungen

1(¢) +kaf1(¢) =0,
fi(¢ +2m) = f1(e).

Wie im letzten Beispiel folgern wir, dass ky = n?,n=0,1,...istund

Ao, n=20,
H(¢) = {An cos(ng) + Busin(ng), n=12,....

Nun suchen wir eine Losung von

sinZGi <r2a—G) + sin@i <sin98—G> - n2G=0

or or a0 a0
der Form
G(r,0) = f2(r) f3(0), ‘Separationsansatz’
so dass
1" / 2
4 (1) fo(r) 1 < / 1" n )
+ 2r = — cotff3(0) + f3(0) — = ko.
) ) T R@ \ RO SO g ) =k
Die Gleichung
2
cttfi0) + 4@ + (k- ) @ =0 eefon
sin
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2 Trennung der Variablen

fiir f3 wird durch die Substitution

x = cos®, f(x) = f3(0)

in

2N\ gl . / _ n? _ B
1= (0 - 2670 + (k- g ) F) =0, xe[-11] (@)

transformiert.

Ergebnisse aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen zeigen, dass (5)
Losungen besitzt, die auf [—1,1] stetig sind, falls

ko=40(0+1), l=nn+1,...

ist. Die Gleichung

(1—22)f"(x) - 20f'(x) + <(£+1) )f<x>=o

— 2

heifit Legendresche Differentialgleichung. Diese hat nur eine eine Losung, die
auf [—1,1] stetig ist, die zugeordnete Legendre-Funktion

PP (x) = (~1)"(1 — 2222 py(x),

dan
wobei ,
1 d /
P -1
\é(x) Zéﬂ' dxé( )1
Legendre-Polynom
ist.

Die allgemeine Losung fiir f; is also

f3(0) = Cy, P/ (cosh), 0<n</.

Die entsprechende Gleichung fiir f; ist

2 (r) +2rf3(r) = €L+ 1) fo(r) =
und die allgemeine Losung dieser Euler-Gleichung ist

Co + Dologr, (=0,
fi(r) =

D,
Corl + T (=123,

Damit die Losung im Nullpunkt stetig ist, miissen wir Dy = 0 und B, =0, { =
1,2,3,... setzen.
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2 Trennung der Variablen

Die trennbaren Losungen sind also

up(r,0,9) = Ar‘Py(cosd),  £=01.2,...,
U (7,0,0) = (Agycos(np) + By, sin(ng))r’ P (cosb), 1<n<U/.

O
Uber Saiten und Membrane
Saiten
Die (1 + 1)-dimensionale Wellengleichung
utt:uxx, X € (O,a),t>0 (].)
mit Dirichletschen Randbedingungen
u=0, x=0a,t>0 (2)

entsteht bei der Modellierung einer eingespannten Saite.

N

O i} u(t, x) g X

u(t,x) is die Auslenkung des Punktes
mit rdumlicher Koordinate x zum Zeit-
punkt ¢

(Annahme: Die Auslenkung ist
senkrecht zum Gleichgewichtszustand)
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2 Trennung der Variablen

Die trennbaren Losungen dieses Problems sind

nix nrtt nrtt
U (t,x) =sin —— (An sin— -+ B, cos —) ,
a a a
nix nm
=C, sinT sinT(t—Dn), n=12,...

—— ~ -
beschreibt die besagt, dass die
rdumliche Form Losung zeitlich

der Losung periodisch mit
Frequenz nmt/a
ist

und werden Normalmoden genannt. Sie sind stehende Wellen, d.h. 6rtlich und

zeitlich periodische Wellen.

n=1(D, =0)

f—t:a/Z, Ba/2, ...

~ -

k t=23a/4, 7a/4, ...

Beachte den Knotenpunkt bei x = a/2.
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2 Trennung der Variablen

=a/e, baje, ...
f—t a

t=a/3, 2a/3, a, ...

L t=a/2, 7a/6, ...

Beachte die Knotenpunkte bei x =4/3 und x = 2a/3.

Die allgemeine Losung von (1), (2) ist die “‘unendliche Summe’
> t t
u(t,x) Z m@<Ansmﬂ+Bncosﬂ).
= a a

Physikalisch gesehen ist dies eine Superposition aller moglichen Normalmoden,
wobei jede einzelne Mode eine eigene Amplitude C, und Phase D,, hat.

Die Koffizienten A, B, (bzw. C;,, D;;) werden durch die Anfangsbedingungen
bestimmt:

u(0,x) = f(x) & Z:ansmnﬂg f(x)
nrmx

<~ Bn:;/o f(x IHde

ur(0,x) = f(x) ZA 7sin@ f(x)

n=

@An———/f m—dx
nri a

Physikalisch bedeutet dies, dass die erzeugte Schwingung davon abhédngt, wie
die Saite anfanglich gezupft wurde.
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2 Trennung der Variablen

Rechteckige Membrane

Die (2 + 1)-dimensionale Wellengleichung
Ut = Uxy + Uy, x€(0a),ye(0b),t>0 (3)
mit Dirichletschen Randbedingungen
u=0, x=0,aundy=0,b,t>0 (4)

entsteht bei der Modellierung eines eingespannten rechteckigen Membrans.

o (%)

©)

D
\/

x

u(t,x,y) is die Auslenkung des Punktes
mit rdaumlichen Koordinaten (x,y) zum
Zeitpunkt ¢

Die Normalmoden sind

nrt
mritx . nmiy .
smTy Sin Wy (t — Dyn)

. mnax
Umn (t,X,) = sin

— Cmn Sil’l

mit Frequenzen

m2m?  n2m?
Wimn = a—2+b—2’ m,n=1,2,....
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2 Trennung der Variablen

u11, Frequenz wqq u1p, Frequenz wiy up1, Frequenz wyq

U, Frequenz wyy u13, Frequenz w3 usz1, Frequenz ws;

Dieses Diagramm zeigt die Knotenlinien der ersten
sechs Normalmoden.

Die schraffierten und nichtschraffierten Teile
bewegen sich in entgegengesetzten Richtungen.

Falls a/b € Q ist, konnen verschiedene Werte von (m,n) Normalmoden mit der-
selben Frequenz erzeugen:

Im Falle eines
quadratischen Membrans
(a = b) haben 115 und uy;
die degenerierte Frequenz

/571 /a.

Uyp Un1

Die Funktion u1, + up; is daher eine stehende Welle mit Freugenz /571 /a fiir alle
Werte von A12/ A21, B12 und 3212
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2 Trennung der Variablen

Hier ist AlZ = A21 =0und BlZ =1.

By =1 By = —1 Die Knotenlinie ist
{(x,y) ccos Y 4 lecosE = 0}.
a a
By =3 By = —3

Die allgemeine Losung von (1), (2) ist die Superposition

mrx . N
u(t,xy) = Z sin ; sinTy (A SinWpnt + Byn cos Wt
m,n=1

wobei die Koffizienten Ay, Byyn durch die Anfangsbedingungen bestimmt wer-
den:

w(0y) = flxy) & Y. Bynsin " sin 7Y = f(x)

mn=1

4 (b ra . mnx Ty
& an_E/o /0 f(x,y)sin sin 7Y 5 dxdy

ut(O,x,y)zg( ,y = Z WhmnA n51nmn—x51n$_g( /]/)

mn=1

y
S Aun = wmnab/ / X,Y) sm sm 5 dxdy
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2 Trennung der Variablen

Kreisférmige Membrane

Die (2 + 1)-dimensionale Wellengleichung
uy = Au, r<a,t>0 (5)
mit Dirichletschen Randbedingungen
u=0, r=a,t>0 (6)
entsteht bei der Modellierung eines eingespannten kreisférmigen Membrans.

Die Normalmoden sind
_ Jmo? .
umo(i’,i’) =Jo <T) (AmO sinwyot + Buo coswmot)

mit Frequenzen w0 = jmo/ 4,

U (£,7,0) = ] (]n;n”> cosnf(Al sinwl t+ Bl coswl t)

mit Frequenzen w,,,, = jun/a,

Un (£7,0) = Ty (]manf’) sinnf( A2, sinw?,t + B2, cosw?,,t)

mit Frequenzen w?,, = jun/a, wobei J, die n-te Besselsche Funktion erster Gat-
tung und j;;, die m-te Nullstelle von J,, ist.

Die Normalmoden u,,y sind radialsymmetrisch:

32



2 Trennung der Variablen

J2o
U1 hat keine Knotenlinien Uy hat eine Knotenlinie bei r = ]]]TO;
Jo (M)
AN 2
q
Jz0 Jzo
uzp hat Knotenlinien bei r = ]]13—00’1 und r = ]]ZTO:
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2 Trennung der Variablen

Da w),, = w?,, fir n,m =1,2,... ist, sind alle anderen Frequenzen degeneriert:

a or 2 r
A cos @ s
\E\/m ’ ]\/ )
2 2
u%l hat Knotenlinien bei 6 = 7, 37” ”%1 hat Knotenlinien bei 6 = 0, 7t

N
\_
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2 Trennung der Variablen

i \_/é or i \_/é or
J1na Jua

J2 Jor

cos 39 ksin 26

u%3 hat Knotenlinien bei r = ]]12—11’1 und u%3 hat Knotenlinien bei » = ]]12—11“ und
57 7x 3m 11 2 4 5
=237 % %% 0=0,3,%,m %, %, 2m

Die allgemeineste Schwingung ist die Superposition

u(t,r,0) Z] <]m0r) Ao Sin W0t + By cos wyot)

+ Jn (]"Zl ) cosnb(A;,,sinw, t + Bl coswl,,t)

+ ], (]anV) sinnf( A2, sinw?,t + B2, cosw?,,t),

wobei die Koeffizienten A0, Byuo, Abs Bhins A2, B2, durch die Anfangsbedin-
gungen
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2 Trennung der Variablen

u(0,r,0) = f(r,9), (7)
u(0,r,0) = g(r,0) (8)

bestimmt werden.

Lemma

Firn=0,1,2,...gilt

und ) )
a i, a )
/0 rJn (]1(7”) = §]n+1(]kn)2'

Mit Hilfe dieses Lemmas und (7), (8) konnen wir die Koeffizienten nun bestim-
men.

Aus (7) folgt

f(r0) = i BimoJo (jmTOV) + i BpunJn (jmanf’) cosnf
m=1

mmn=1

+ Y B2 (]’””V) sin .

mn=1 a

Betrachte dies als die Fourierreihendarstellung von f(r,-), so dass

m;l BmO]O ( a ) - 27_[ 0 f(rle) d9/ (9)
ol Jmn? 1 2
Y Buuln =— [ f(rB)cosnfds, n=12,..., (10)
il a T Jo
= 2 jmnr 1 2 .
Y Bolu | 7o) = —/ f(r,0)sinn6dd, n=12,.... (11)
il a 7T Jo
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2 Trennung der Variablen

Multipliziere (9) mit ]y (”70r> und integriere tiber (0,a):

Lo o (2 ) o (P ) = o [ (257 st

-~

a2 .
= 7]1(]k1)5km

1 o Jko? o
= Bo= e // ( )(e)drde, k=12,....

Multipliziere (10) und (11) mit 7], (

27T i
Bl = / / ( ) r,0)cosnbdrdo, kn=1,2,...,
fn 02]n+1 (jkn)? (r:6)

27 i
B? =—_/ / ( ko ) ,0)sinnfdrdo, kn=12,....
kn ﬂa2]n+1(]kn)2 0 Jo hn a f(V )SIHn ' "

Die Koeffizienten

2k
TR // ( ”) F(r,0)cosnfdrdd,  kn=12,...,
ta ]n+1 ]kn Win

A= ? //2" (Jk”r) f(r0)sinn6drds,  kn=12,...
7002 J-1 (i )2

werden durch eine dhnliche Berechnung mit (8) bestimmt.

) und integriere tiber (0,a):

Ay =

n

| =

—_

o

Bemerkung

L?(Q) sei der Raum aller iiber () quadratisch integrierbaren Funktionen. {u,, }%°_,
heifdt orthonormale Basis fiir L?((), falls

/ Ul = Ok
0
jedes f € L?(Q) sich als
mz_:l a

schreiben lasst.

In den obigen Beispielen nutzen wir folgende Fakten aus:

37



2 Trennung der Variablen

2 . nmux
\/; sin —} ist eine orthonormale Basis fiir L?(0,a)

2
in /7 in 1Y } ist eine orthonormale Basis fiir L2((0,a) x (0,b))
m,n=1

\/%sm P b

()t ()
7m]1 ]ko)jo( a k=1 ﬁa]n+1(jkn)]n a cost kn=1

jknr . *
J ( )smn@}
{\/7‘1]714—1 (kn) "\ a k=1

ist eine orthonormale Basis fiir L2({r < a}).

C/—/H — A~
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3 Die Wellengleichung

3 Die Wellengleichung

3.1 Die Wellengleichung im eindimensionalen Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir das Anfangswertproblem

Up = CPlyy, xeR,t>0, (1)
u(0,x) = f(x), xER, )
ur(0,x) = g(x), x €R. 3)

Die allgemeine Losung der Wellengleichung im eindimensionalen Raum

Fiihre die neuen Koordinaten
C=x—ct, n=x+ct

ein. Aus der Kettenregel folgt

9 _99 9o
dx 0xd¢ 0xan
0 0

:%—F%,

9 _90 o
ot  Ootd¢ = ot oy

=—Cx +Cc—,

o¢  oJy

LAV (2 2y
cag c817 u=c 5z T an u,

J (du
5 (1) ¢
transformiert wird. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

u(Gn) =F(&) +G),

so dass (1) in

d.h.
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3.1 Die Wellengleichung im eindimensionalen Raum

wobei F und G beliebige Funktionen einer Verdanderlichen sind. Die allgemeine
Losung von (1) ist daher

u(t,x) = F(x —ct) + G(x +ct) .

N—— ——
Eine Welle, die sich Eine Welle, die sich
von links nach rechts von rechts nach links
mit Geschwindigkeit mit Geschwindigkeit
c bewegt c bewegt

Die d’Alembertsche Losung der Wellengleichung im eindimensionalen Raum

Um die Funktionen F und G zu bestimmen, betrachten wir die Anfangsbedin-
gungen (2) und (3). Es gilt:

f(x) =F(x) + G(x),
§(x) = —cF'(x) +¢G'(x),

so dass

und daher
1 x—ct
Flr—ct) = F(0) = }f(x—ct) = 1f(0)— o [ g(s)ds,
1 x4-ct
G(x +ct) — G(0) = Lf(x +ct) — L£(0) +Z/o 2(s)ds.

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt

u(t,x) =F(x —ct) + G(x +ct)
= (faren+fa—an) +o [ g

—ct
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3.1 Die Wellengleichung im eindimensionalen Raum

da F(0) + G(0) = f(0) ist. Dies ist die d’Alembertsche Losung der Wellenglei-
chung im eindimensionalen Raum.

Konsequenzen der d’Alembertschen Losung der Wellengleichung

1. Eindeutigkeit Die obige Berechnung zeigt, dass jede zweimal stetig diffe-
renzierbare Losung u des Anfangswertproblems (1)—(3) durch die d"Alem-
bertsche Formel gegeben ist.

2. Existenz Es seien f € C?(R) und g € C!(R). Eine einfache Berechnung zeigt,
dass die d’Alambertsche Formel eine Losung von (1)—(3) definiert.

3. Stetige Abhdngigkeit von den Anfangswerten Es seien u und i die Losun-

gen zu den Anfangswerten f, g bzw. f , §. Dann ist
lu(t,x) — #(t,x)|
1 ~ ~
<5 (Ifr—ct) = flr—et)| + |f(x +ct) = flx +ct)])

1 X+-ct _ d
50| 1s(e) = g(s)ds

—ct

und folglich
sup [u(t,x) — ii(t,x)| <sup|f(x) — f(x)] +tsup [g(x) — §(x)|
x€R xeR xeR
= sup |u(tx) —i(tx)| <sup|f(x) = f(x)| + Tsup|g(x) — &(x)|.
(t,x)€[0,T]xR xeR xeR

Betrachtet man die Losung in einem endlichen Zeitintervall [0,T], so hdngt
sie also stetig von f und g ab.

Zu 1.-3. sagt man, dass das Anfangswertproblem wohlgestellt ist.

4. Keine glittende Eigenschaft Es seien f € CK(R) und g € CK~1(R). Aus der
d’Alembertschen Formel folgt, dass u k-mal stetig differenzierbar und im
Allgemeinen nicht reguldrer ist. Im Allgemeinen l&sst sich die Regularitat
von u nur dadurch steigern, indem die Regularitdtsvoraussetzungen an f
und g erhoht wird.

5. Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit Die allgemeine Losung besteht aus
einer Welle, die sich nach links mit Geschwindigkeit ¢ bewegt, und einer
Welle, die sich nach rechts mit Geschwindigkeit ¢ bewegt. Information brei-
tet sich also mit Geschwindigkeit +c aus.
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3.1 Die Wellengleichung im eindimensionalen Raum

6. Abhangigkeitsbereich Da Information sich mit Geschwindigkeit £c aus-

breitet, hangt der Wert von u an der Stelle (xg,fp) nur von den Werten von
u (und u;) in dem nach unten gerichteten Kegel

{(x,f) 1 |x —x0| <c(tg—t), t <t}

in der Raumzeit ab:

(XO: t0)

X — %o = —c(t — to)

> x
Die schraffierte Region ist der Abhdngigkeitsbereich
von (xo,fp).

Die Geraden mit Steigungen +1/c durch (xo,fy) sind
die Charakteristischen durch (xg,)).

7. EinfluBbereich Der Einflu8bereich von (x,t) ist die Menge
{(x,t) : (x0,t0) liegt im Abhéngigkeitsbereich von (x,t)}.
Er ist der nach oben gerichtete Kegel
{(xt) : |x — x| <c(t—ty), t>to}

in der Raumzeit:

At

X — %o = —¢(t — to)

(%o, to)

Y

Die schraffierte Region ist der Einfluf$bereich
von (X() ,t()).
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3.1 Die Wellengleichung im eindimensionalen Raum

8. Schwache Losungen Die d’Alembertsche Formel definiert eine giiltige Funk-

tion u(t,x) auch im Falle f ¢ C%(R), ¢ ¢ C!(R). Eine solche Funktion heif3t
schwache Losung der Wellengleichung im eindimensionalen Raum.

Beispiel

Losen Sie das Anfangswertproblem

Uy = CPllyy, x€R,t>0,
u(0,%) = f(x), x€R,
ur(0,x) =0, x€R,
wobei
flog =1 H=e
X) =
0, |x|>c
Losung

Die Losung ist

u(t,x) = %(f(x-i—ct) +f(x—ct)>,

und wir kénnen eine explizite Formel fiir u finden, indem wir ein Raumzeitdia-

gramm benutzen:

X+ct=—c X+ct=c

—C

Region 1 (x +ct < —c, x —ct < —c): u(x,t) =0

Region2 (—c<x+ct<c¢,—c<x—ct<c):u(xt)=1
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3.2 Die Wellengleichung im eindimensionalen Halbraum

Region 3 (x +ct > ¢, x —ct >c): u(x,t) =0
Region4 (—c < x+ct <c¢,x —ct < —c): u(x,t) =1/2
Region 5 (x +ct > ¢, —c <x —ct <c):u(x,t)=1/2

Region 6 (x +ct > ¢, x —ct < —c): u(x,t) =0

3.2 Die Wellengleichung im eindimensionalen Halbraum

In diesem Abschnitt betrachten wir das Anfangsrandwertproblem

Upt = CPllyy, x>0,t>0,
u(t,0) =0, t>0,
u(0,x) = f(x), x>0,
ur(0,x) = g(x), x>0,

wobei f(0) = g(0) =0 ist.

Wir konnen dieses Problem losen, indem wir u#, f und g auf ganz R durch eine

Spiegelung im Ursprung fortsetzen. Definiere

~x_{f(x), x>0,
—f(—x), x<0,

g<x>={g(x)’ e
—g(—x), x<0,
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Die Wellengleichung im eindimensionalen Halbraum

Dann gilt
it = CPilyy, x€R,t>0,
7(0,x) = f(x), x €R,
i1 (0,x) = g(x), x €R,

so dass @ durch die d’Alembertsche Formel

i(tx) = %(f(x +ct) + fx — ct)) + %/xi:tg(s)ds

gegeben ist. Folglich ist
1/~ _ 1 x—+ct _ d
u(t,x)—§<f(x—|—ct)—|—f(x—ct)> +E/x—ct 3(s)ds, x> 0.

Bemerkung

Die Losung des Anfangsrandwertproblems

Upt = CPllyy, x>0,t>0,
uy(t,0) =0, t>0,
u(0,x) = f(x), x>0,
ur(0,x) = g(x), x>0,

wobei f'(0) = ¢’(0) = 0 ist, wird analog gefunden, indem man u, f und g auf

ganz R durch eine gewohnliche Spiegelung fortsetzt.
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

Radialsymmetrische Losungen der Wellengleichung im dreidimensionalen
Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir das Anfangswertproblem

uy = c2Au, xeR3t>0,
u(0,x) = f(r), x € R,
ui(0,x) =g(r), x € R,

wobei r = |x| ist.

Gesucht sei eine Losung dieses Anfangswertproblems der Form u = u(r,t), so
dass

2
Uy = 2 urr+;ur), r>0,t>0,
u(0,r) = £(r), r>0,
ur(0,r) =g(r), r>0.

Wir losen dieses Problem durch die Substitution U = ru. Aus

Uyt = rug, Uyr = 2uy + Tty
folgt
Uy = c2U,,, r>0,t>0,
U(t0) =0, t>0,
u(o,r) = F(r), r>0,
Uy (0,r) = G(r), r>0,

wobei F(r) = rf(r) und G(r) = rg(r) ist.

U(t,r) 1ost also die Wellengleichung im Halbraum {r > 0} mit Dirichletscher
Randbedingung bei r = 0, so dass

1/. B 1 r+ct
U(tr) = E(F(r—i— ct) + F(r — ct)) + %/r_ct G(s)ds, r>0,
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

wobei F, G die Fortsetzungen von F bzw. G auf {r € R} durch eine Spiegelung
im Ursprung sind. Folglich ist

1 r—+ct _

u(tr) = %(F(r—i— ct) + F(r — ct)) + E/r—ct G(s)ds, r>0.

Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

Wir 16sen das allgemeine Anfangswertproblem

up = A, x € R3,t >0, (1)
u(0,x) = f(x), x € R3, (2)
u(0,x) = g(x), x € R3. 3)

mit der Methode der spharischen Mittel.

Wihle x € R?, ¥ > 0, t > 0 und definiere
o) =0z [ Fy)as(y)
" 42 Jasx) Y O,

_ 1
80 = gz [ 89ES(),

_ 1
i) = /a g MDAy,

71 ist der Mittelwert von u
tiber die Oberflache dieser
r r . Kugel im Raum

(%2)

A

;KERa
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

Lemma

Es sei u(x,t) eine Losung des Anfangswertproblem (1)—(3). Fiir jedes feste x € R3
gentiigen die sphédrischen Mittel 7, f, § den Euler-Poisson-Darboux-Gleichungen

2
ﬂtt:CZ (ﬂrr—i_;ar), I’>O,t>0,

i(x,r,0) = f(xr), r>0,
i (x,r,0) = 3(x,r), r>0.
Beweis
Die Gleichung

Jo o rr DAV =¢ |

By (x)

Au(y,t)dV(y) = /a

d
N OLE N

folgt aus (1) und der Vektoridentitat

[ sutyaviy) = [ 2as(y).

Vv on

Nun fiihren wir Kugelkoordinaten

psinfcos ¢
y=x+ | psinfsin¢g
pcost
ein. Es gilt

v op27w
Hdv // / 0.0.0)0%sin0doded
Jo oo rrDavey) = [ 5 [l )6 sin0dodpdp

r 1 2 pm )
/047sz <47‘Cp2/0 /0 utt(p,G,gl),t)pzstdecp) dp

N

J/
-~

1
= 5 dS
g /33p(x) ure(y,t)dS(y)

r
= / 4mp*iy (x,0,t)do
0

(5)
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

und

r?sinfdfde

ou 27 9
/aBr()any’ / / (06.4:t) pr

8u i
=7 /0 /0 o> (r,0,¢,t)sin6do d¢

_ 20 ( / o / nu(r,@,cp,t) sin@d@dqb)

= ; ( nrz (r 0,p,t)r sm9d6d¢)
50 1
- 8_ (47rr2 )dS(Y))
- ?(xmt) ©)

Aus (4)—(6) folgt
r o1l
|| PPanloptdp =R )

und Differenzieren nach r liefert

Sl

\’

§|
/_\
ﬂII\J—i—
\_/

Die Gleichungen

i(x,r,0) =

N

(x,7), iy (x,r,0) = 3(x,r)

folgen direkt aus
u(x0) = f(x),  u(x0)=g(x).
O
Das vorige Lemma besagt: Fiir jedes feste x € R? ist die Funktion i eine radi-

alsymmetrische Losung der Wellengleichung im dreidimensionalen Raum mit
Anfangswerten f, g. Daher gilt

1 B B 1 r+ct
i(xrt) = o (FOor +cf) + F(xr —cf) ) + 5 /  Cxs)ds,
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

wobei F, G die Fortsetzungen von F(x,r) := rf(x,r) bzw. G(x,r) := rg(x,r) von
{r > 0} auf {r € R} durch eine Spiegelung im Ursprung sind, d.h.

~ f 4 7 Z 0/
F(xr) = rji(x r) r
rf(x,—r), r<Q0,
~ o 4 7 Z 0/
Clr) = rg(x,r) r
rg(x,—r), r<O.
Satz

Jede Losung u(x,t) des Anfangswertproblem (1)—(3) ist durch die Kirchhoffsche
Formel

1 d 1
w50 = e . 809500+ 5 (G [ F)ds(9)

gegeben.

Beweis

Der Schliissel ist die Beobachtung, dass

u(x,t) =limi(x,r,t)
rl0
fiir jedes feste x € R3 und t > 0 ist.

Da wir den Grenzwert r | 0 untersuchen, diirfen wir annehmen, dass 0 < r < ct
ist. In diesem Fall gilt

i(x,1,t)

= %((r +ct) f(x,r +ct) + (r — ct) f(x,ct — r))

1 r4-ct _ d 1 0 _ d
+ E/o sg(x,s)ds + S \/r_ctsg(x, —s)ds

J/

ct—r
= —/ sg(x,s)ds
0

= %((ct +7)f(x,ct+71) — (ct —7)f(x,ct — r)) + % /C:irsg(x,s)ds.
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

Aus dem Ergebnis
li ! HhH ds=H
i o (s)ds = H(a)

finden wir

1 1 ct+r d 1

im — 7 (X, = —ctg(x,ct

rlf([)’lzcr /ct_r sg(x,s)ds =C g(x,ct)
1

= tm /BBct(x) g(y)ds(y)
1
= /aBd L SDES)

und aus dem Ergebnis

1}%1% (Ha+h) ~ Ha— 1) = H'(a)

finden wir

lim2l ((ct + 1) f(x,ct +7) — (ct — 1) f(x,ct — ”>>

r|0 27

0, -
= e 0|

19, -
=5 (ctf(x,ct)

= 2 (tFxet)

-5 (= f(3)ds(y) )

47tc?t JaB(x)

Bemerkungen

1. Der obige Satz impliziert die Eindeutigkeit der Losung: Jede Losung des
Anfangswertproblems (1)—(3) ist durch die Kirchhoffsche Formel gegeben.
Die Existenz einer Losung folgt daraus, dass die Kirchhoffsche Formel eine
Losung des Anfangswertproblems definiert, wie eine einfache Berechnung
zeigt.
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3.3 Die Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

2. Da Information sich mit Geschwindigkeit c ausbreitet, hingt der Wert von u
an der Stelle (xo,to) nur von den Werten von u (und ;) in dem nach unten
gerichteten Kegel {(x,t) : [x — xo| < c(tg — t), t < tp} in der Raumzeit ab.
Allerdings enthalt die Kirchhoffsche Formel nur Integrale tiber sphérische
Oberflichen, so dass der Abhingigkeitsbereich von (xo,tp) die Oberfldche

{(xt) 1| x —xo| =c(tg —t), t <t}
des Kegels ist.

t Der Abhéngigkeits-
bereich von (xo,fo)
ist die Oberfliche
dieses Kegels

Der EinflufSbereich von (x,tp) ist die Oberfldche des entsprechenden nach
oben gerichteten Kegels, d.h.

{(X,t) tx —xo| =c(t —tp), t > to}.

Der Einflufsbereich
von (xo,to) ist die
Oberfliche dieses
Kegels

Dieses Ergebnis ist das Huygensche Prinzip fiir die dreidimensionale Wel-
lengleichung.
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3.4 Die Wellengleichung im zweidimensionalen Raum

3.4 Die Wellengleichung im zweidimensionalen Raum

In diesem Abschnitt 16sen wir das Anfangswertproblem

g = c*(xx + 1tyy), (x,y) €R?,t >0, (1)
u(0,x,y) = f(xy), (xy) € R?, 2)
ur(0,x,y) = g(xy), (xy) € R%. (3)

Satz

Jede Losung u(t,x,y) des Anfangswertproblems (1)—(3) ist durch die Poissonsche
Formel

_ b (€2 o
u(tvy) = 27t B/(/ : (22 — (X —x)2— (§—y)>)V/2 axdy
ct\X,Y

f(z9) = di
27TC ot < // (22 — (% —x)2— (F—y)?)V/? dxdy)

Bet( xy

gegeben.

Beweis
Wir betrachten u(t,x,y) als Funktion u(x,t), x = (x,y,z), die nicht von z abhédngt
und daher die Wellengleichung

Uy = c*Au, xeR3t>0

mit Anfangswerten u|;—o = f, u;|i—o = g erfiillt, wobei f(x,y), g(x,y) ebenfalls
als z-unabhingige Funktionen f(x), g(x) betrachtet werden. Laut der Kirchhoff-
schen Formel gilt also

u(t,xy) =u(x,t) o

1 0 1
= ds = ds .
2 oy o0 $080) 5 (g [ s ()
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3.4 Die Wellengleichung im zweidimensionalen Raum

Wir erhalten die Poissonsche Formel, indem wir iiber z in der obigen Formel in-
tegrieren. Dies ist die Hadamardsche Absteigemethode.

Es gilt
9Ber(xy,0) = {(£5.2) : (£ — )2+ (7 —y)* + 2 = )
={(&g2):2=£(F - (-2 - (7T -y))"*}
={(®g2): (F -2+ [T —y)? < 2= +h(z7)}
={(®7.2): (2,9) € Ba(x,t),2 = £h(%,9)},
wobei

ist. Damit ist

jasy) =2 [[ g(®)(1+13+r})!2dxdy
/cht(x,y’O)g 8(x7)( ) Cdxdy
Bet(x,y)

8(x7) o
= 2ct // (@E = (7= )2 _(y_y)z)l/zdxdy,
Bet(xy)

weil
~ 2 - 2
2,12 _(x—x) _(l/—y)
L1 (-0 (LE20)
22
:h—z
c22
R CER R UL
ist.
Ebenfalls ist
ds :2t// f&9) dzdi.
Fiegn 9850 =28 @ gy Y
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3.4 Die Wellengleichung im zweidimensionalen Raum

Bemerkungen

1. Existenz und Eindeutigkeit folgen durch das tibliche Argument.

2. Die Poissonsche Formel zeigt, dass der Abhangigkeitsbereich von (xg,fo)
der ganze nach unten gerichtete Kegel {(x,t) : |x — xo| < c(fo — ), t < to}
ist.

(%0 %)

bereich von (x,tg)
ist der ganze Kegel

Tt Der Abhiéngigkeits-
|
|
|

Der EinfluSbereich von (xg,tp) ist der ganze entsprechende nach oben ge-
richteten Kegels, d.h.

{(x,t) 1 |x — x| > c(t —tg), t > to}.

Der Einflufibereich
von (xo,fp) ist der
ganze Kegel

_)KERZ

Dieses Ergebnis ist das Huygensche Prinzip fiir die zweidimensionale Wel-
lengleichung.
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3.4 Die Wellengleichung im zweidimensionalen Raum

Bemerkung

Warum konnen wir die Methode der sphérischen Mittel nicht direkt auf die Wel-
lengleichung im zweidimensionalen Raum anwenden?

Im zweidimensionalen Fall ist das sphérische Mittel

] 1
a(x,y,r,t) = 5o /Br(x,y) u(t,xy)dxdy

zwar eine radialsymmetrische Losung der Wellengleichung im zweidimensiona-
len Raum, d.h.

1
iy = c* ( iy + ~ i (%)
r

fiirjedes (x,y) € IR. Es existiert aber keine Substitution, die analog zur Substituti-
on U = ru im dreidimensionalen Fall die Gleichung (*) in eine andere Gleichung
transformiert, die wir explizit l1sen konnen.
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4 Die Warmeleitungsgleichung

4 Die Wirmeleitungsgleichung

4.1 Das Maximumsprinzip

Es sei () eine offene, beschrankte, zusammenhidngende Teilmenge von R". Defi-
niere
Qr =Q x (0,T].

Die Menge
® 9'Qr:= (ﬁ x {0}) U (0Q x [0,T])

heifst der parabolische Rand von Qr:

A t A t
T —= T - — - — — - -»
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
T _ X€ER < > “x€R"
0 ! ) o i
Q7 besteht aus dem Inneren und 0’ Q7 besteht aus dem Mantel
‘Deckel” des Zylinders und ‘Boden’ des Zylinders

Satz (Das schwache Maximumsprinzip)

u € C2(Qr) N C(Qr) erfiille
ur—Au <0, (x,t) € Qr.
Dann ist

max u(x,t) = max u(xt),
(xt)€Qr (xt)€d'Qr

d.h. das Maximum von u {iber Q7 wird in einem Punkt des parabolischen Randes
von Qr angenommen.
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4.1 Das Maximumsprinzip

Beweis

Zunichst behandeln wir den Sonderfall

ur — Au <0,

(X,t) € Qr.

Nehmen wir an, # nimmt sein Maximum tiiber Q in einem Punkt (xg,to) & 9'Qr,

sodassxp € ), 0<ty <T.

Aus der Differentialrechnung folgt

ax]'u(XOItO) = 0/ ]: 1/"'1n
aiju(XO,to) SO, j=1,...,1’l

und
oru(xg,tg) =0, fallsty < T
dru(xg,tp) >0, fallsty =T
T

einseitige Ableitung

Damit ist

(xo ist kritischer Punkt von u(-,t)),

(x ist ein lokales Maximum von u(-,t))

(to ist kritischer Punkt von u(xo,")),
(to ist ein lokales Maximum von u(xg,*))

ur(xo,t0) — Au(xo,tp) >0,

was unserer Annahme

ur — Au <0,

wiederspricht.

(xt) € Qr

Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall

ur— Au <0,

zu. Definiere

(xt) € Qr

ve(x,f) = u(x,t) —et,

so dass

0 —ANv = up—Au—¢ < 0, (x,t) € Qr

fiir jeden positiven Wert von e. Dem Sonderfall zufolge gilt

max ve(x,t) =

(X,f) GQT

). 1
omax, Ve(x,t) (1)
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4.1 Das Maximumsprinzip

Da ve(x,t) — u(x,t) gleichmaBig in Qr fiir ¢ — 0, gilt

max vg(x,t) — max u(xt),

(x,t)€Qr (xt)€QT
max ve(x,t) — max u(x,t)
(xt)€d'Qr (xt)€d'Qr

fiir e — 0. Gleichung (1) ergibt also

max u(x,t) = max u(xt).
(x,t)€Qr (x,t)€d'Qr

Korollar

In der obigen Notation gilt:

1. uy — Au > 0in Qr = Das Minimum von u wird in einem Punkt
von d'Qr angenommen

2. uy — Au = 0in Qr = Das Maximum und Minimum von u werden in
Punkten von 9'Qr angenommen

Lemma (Vergleichsprinzip)

Es erfiillen u, v € C?(Qr) N C(Q7)

up—Au=f, vy — Av = f, (x,t) € Qr,
u=gi, V=g, (x,t) € 9'Qr,
u|t:0:h1/ U|t:0:h2/ XGQ/

wobei f1, f2, 81, §2, 1, hy stetige Funktionen mit

f1 < fo, 21 <8, hy <hy

sind.

Dann gilt
u<o, (x,t) € Qr.
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4.1

Das Maximumsprinzip

Beweis

Die Funktion w = u — v erfiillt die Gleichungen

wr — Aw <0, (x,t) € Qr,
w <0, (X,t) € B’QT.

Dem schwachen Maximumsprinzip zufolge gilt also

w(x,t) < max w(x,t)
(xt)€Qr

= max w(x,t)
(X/t)ealQT
<0

fiir alle (x,t) € Qr.

Lemma (Eindeutigkeitsaussage)

Das Anfangswertproblem

uy— Au=f, (x,t) € Qr,
u= g/ (X,t) c aQ,
1/l|t:0 = h, X € Q,

wobei f, g, h stetige Funktionen sind, besitzt hochstens eine Losung u € C? (Qr)N

C(Qr)-

Beweis

Nehmen wir an, es gibt zwei Losungen uy, 1y, so dass u = 1y — uy die Gleichun-

gen

ut — Au — 0, (X,t) S QT/
u=0, (x,t) €00,
u|t:0 =0, x e Q)
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4.1 Das Maximumsprinzip

erfiillt. Aus dem schwachen Maximums- bzw. Minimumsprinzip folgt

max u(x,t) = max u(xt) =0,
(x,t)€Q7 (x,t)€d'Qr
min u(x,t) = min u(xt) =0,
(x,t)€Q7 (x,t)€d'Qr
so dass u(x,t) = 0 fiir alle (x,t) € Qr ist. O

Satz (Das starke Maximumsprinzip)

u € C*(Qr) NC(Qr) erfiille
ur— Au <0, (X,t) € Qr.

Dann ist

u(x,t) < max u(x,t
( ) (Xrt)ea/QT ( )

fur alle (x,t) € Qr, es sei denn, u ist konstant.

Bemerkung

Es gilt das entsprechende starke Minimumsprinzip.

Korollar

u € C*(Qr) NC(Qr) erfiille

uy = Au, (x,t) € Qr,
u=0, (x,t) € 9Q),
u|l’:0 =38 X e Q,

wobei ¢ € C(Q) die Eigenschaften ¢ > 0 und ¢ # 0 hat. Dann gilt
u(x,t) >0

fur alle (x,t) € Qr.
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Beweis

Bemerke zunichst, dass u nicht konstant ist, denn die Konstante miifste Null sein,
was der Voraussetzung an ¢ widerspricht. Aus dem starken Minimumsprinzip
folgt also
u(x,t) > min u(xt)=0
(X,t)ea/QT

fur alle (x,t) € Qr. O

Bemerkung

Das obige Korollar besagt, dass Informationen sich mit unendlicher Geschwin-
digkeit ausbreiten:

N\
S M —~ "~ x€eR" - - - - >x€eR"
o o 7
Nehmen wir an, u(x,0) ist Null Nun ist u(x,0) # 0 fiir alle x € Q.
aufler in einem kleinen Intervall, Die kleine anfingliche Storung
WO es positiv ist. des trivialen Zustandes hat den

Wert von u in allen Punkten von
() sofort beinflusst: Sie hat sich
mit unendlicher Geschwindigkeit
ausgebreitet.

4.2 Die Wiarmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung
up=~7Mu, xe€R",t>0

mit Anfangsbedingung
Uli—o =23, x € R".

Wir beginnen mit einer besonderen Losung der homogenen Gleichung

uy = Au, xeR", t>0.
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Definition

Die Funktion

K(x,t) = e IXP/4 xeR", t>0

(47ct)n/2
heifst der Gaufische Kern.

Lemma

Der Gaufische Kern hat die folgenden Eigenschaften.
1. K ist unendlich oft differenzierbar fiir x € R", t > 0;
2. K lost die Warmeleitungsgleichung fiir x € R", t > 0;

3. K(x,t) >0 firx e R", t > 0;

4, / K(xt)dx =1 fiir t > 0;
5. Fiir jedes 6 > 0 gilt
lim K(x,t)dx = 0.
t10 Jix|>6
Beweis

1. Aus der Formel fiir K(x,t) ist ersichtlich, dass K unendlich oft differenzier-
bar fiir x € R", t > 0 ist.

2. Beachte, dass K(x,t) eine radialsymmetrische Funktion ist:
1 —r2 /4t
K(X,t) = We , r= |X’
Aus der Formel
A =07 + 19,
fiir den Laplace-Operator fiir radialsymmetrische Funktionen in n Dimen-
sionen finden wir, dass
K; =AK
fir x € R", t > O ist.

3. Aus der Formel fiir K(x,t) ist ersichtlich, dass K(x,t) > 0 fiir x ¢ R"”, t > 0
ist.
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

4. Es gilt:

5. Es gilt:

1 2
K(xt)dx = 7/ e IXI7/4t 4x
/x|><5 (f) (47tt)"/2 Jjx|>s

fiir t — 0. (Der letzte Schritt folgt daraus, dass

lim f(x)dx=0

R—o00 J|x|>R

fiir jede tiber R" integrierbare Funktion f ist.)

Satz

Es sei g € Cp(R") (d.h. g sei stetig und beschrankt auf R").
Die Funktion
u(xt) = [ Kx=yt)g(y)dy,
wobei K(x,t) der Gaufische Kern ist, 16st die Warmeleitungsgleichung
uy = Au, xcR", t>0

mit Anfangsbedingung
Uli—o =g, x € R"™.
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Beweis

Es gilt:

w—du= [ (Kix—y})— 8K(x—y)g(y)dy

n o\ v

=0

Die Differentation unter dem Integral ist giiltig fiir x € R", t € [§,00) fiir jedes
0 >0.Es giltalso u; — Au =0 fiir t € [§,00), 6 > 0 und daher fiir alle t > 0.

Es bleibt zu zeigen, dass u die Anfangsbedingung

lim u(xt) = g(2)
t10

erfiillt: Zu jedem & > 0 existieren 6, A > 0, so dass

Ix—z| <, t<A = |u(xt)—g(z)| <e

Zu e > 0 wahlen wir 6, A > 0 wie folgt:

Da g stetig ist, existiert § > 0, so dass

€
y—zl<2 = |3(y) -8(z)| <3

lim K(x—vy,t)dy =0
s (x —y,t)dy

ist, existiert A > 0, so dass

)
<A = K(x —y,t)dy < —,
N (x—yt)dy <
wobei
M = sup [g(x)]
xelR"
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Fir [x —z| <4, t < A gilt nun

[u(xt) — g(z)|
_ / K(x —y,t)g(y)dy — g(z)

<|[ L K=yl —s@)dy| +| [ Kix—ya(sly) - sty

<oM [ Kix—yhdy+ sup [gy)—g(@)| [ K(x—yh)dy
|x—y|>o |x—y|<d |x—y|<d ,
<1
<2M K(x—yt)dy + sup [g(y) —g(2)|
Ix—y|=6 |x—z|<26

(denn |x —y| <4, |x—z| < = |y—z|<2))

e e
<2M.— + =
- M4:M+2

=¢&.

Bemerkung

Die Funktion
u(t) = [ Kix—yhg(y)dy

ist unendlich oft differenzierbar fiir x € R”, t > 0. Wir kdnnen ndmlich beliebig
oft unter dem Integral differenzieren:

a4 .ot alu(x f) = /]R NIl K(x — y,bg(y)dy.

Dies zeigt, dass der Anfangswert sofort ausgeglittet wird:
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

t=0 Jedes t >0
M ; , ] Rn J\/\ X )_( ) Rn
Hier ist u(x,0) stetig, hat aber Nun ist u(x,t) fiir alle t > 0
viele “Ecken’ unendlich oft differenzierbar

Notation

1. Die Kombination
u(x) = [ w(x—y)ua(y)dy

zweier Funktionen 17 und u; heifdt Faltung von ;1 und u; und wird oft als
u1 * up geschreiben.

Unsere Losung der Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum ist
also die Faltung des Gauf$schen Kerns mit dem Anfangswert g.

2. Die Funktion

erf(x) = 2 /x e ds
Vo
heifist Gaufische Fehlerfunktion. Es gilt:

erf(0) = 0;
erf(x) — 1 fiir x — oo;

erf’(x) > 0 fiir alle x > 0;

K(xt) = E)a_x (%erf (%))

Ublicherweise existiert keine explizite Formel fiir die Lésung der Warme-
leitungsgleichung im n-dimensionalen Raum. Es gibt aber Anfangswerte g,
fiir die K * ¢ durch die Fehlerfunktion ausgedriickt werden kann.
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Satz

Es sei ¢ € Gp(IR"). Dann existiert eine eindeutige Losung des Anfangswertpro-
blems

ur = Au, x€eR", t>0,
u|t:0:8/ XE]R”,

die polynomial mit der Zeit wéchst, d.h.
u(x,t)| < M(1+ V)

tiir irgendwelche Konstanten M, N > 0. Diese Losung ist u = K * g, wobei K der
Gaufsche Kern ist.

Beweis

Wir wissen schon, dass u = K * ¢ das Anfangswertproblem 10st. Sie ist aufferdem
beschrankt, da

u(xt)| =

/ Kx—y.t)g(y) dy'

< suplg(y)l [ Kx—yt)dy
yeR” R™ _
=1

ist, und erfiillt daher das Kriterium von polynomialem Wachstum mit der Zeit.

Es seien nun u; und u; zwei Losungen des Anfangswertproblems, die polynomi-
al mit der Zeit wachsen. Die Differenz w = u; — uy erfiillt die Gleichungen

w; = Aw, xeR", t>0,
ZU|t:0=O, x € R"

und wichst polynomial mit der Zeit: Es existieren Konstante M, N > 0, so dass
lw(x,t)| < M(1+ tN)

ist.
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Wihle R, T > 0 und betrachte die Menge

Qrr={(xt):|x| <R, t€(0,T]}:

N N

—tF— - ——+1T— — -»

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

T T T T T T ”x€eR" >x€R"
—> > > <>
R R R R

Qrr besteht aus dem Inneren d'Qr 1 besteht aus dem Man-
und ‘Deckel” des Zylinders tel und ‘Boden” des Zylinders

Wir beweisen, dass B
|ZU(X,t)| S & (X/t) € QR,T

fiir jedes € > 0 ist. Es folgt, dass w = 0 auf Qg 7 ist. Da R und T beliebig wiahlbar
sind, verschwindet w tiberall, so dass u; = u, ist.

Betrachte die Funktion

u |x|?
vu(xt) = ———sexp| ——~
: (1- —ZtT)”/2 P <8T (1- ZtT)>

und wéhle y > 0, so dass
vu(xt) <e,  (xt) € Qrr-
Beachte: y hdangt von R, T und ¢ ab.
Eine einfache Berechnung zeigt, dass
01vy = Avy, x € R", t € (0,T]
und

v, (x,0) >0
w(x,0)
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

Fiir x mit |x| = Sund t € (0,T] gilt

o) = — 1 ep [
ﬂ( /t) (1_ )n/Z p(ST(l—%))

t
2T
ex dennl—i<1

> M(1+ V)

fir hinreichend grofie Werte von S (abhédngig von R, T und ¢). Ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass S > R ist. Daher ist

vu(x,t) > M(1+ V)
> w(x,t)

fir |x| = S.

Betrachte nun die Menge Qs r:

Diesist |x| =S, t € (0,T].
— — —¢ — — =9 — — 4

</ Hier ist w > Vy-

:L(GR"
«—> <>
< R > < R > Diesistt = 0.
S S Hier ist w > vy,.

Es gilt also
w(x,t) <vu(xt),  (xt)€d Qs
und aus dem Vergleichsprinzip folgt

w(x,t) <vu(xt), (xt) € Qs 1
Dies impliziert

w(x,t) < vy(x,t)
<e  (xt)€QrT
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4.2 Die Warmeleitungsgleichung im n-dimensionalen Raum

da QR,T C @S,T ist.

Wir wiederholen nun dieses Argument mit —w an Stelle von w, um die Unglei-
chung o
ZU(X,t) 2 —& (X,t) € QR,T

herzuleiten. Insgesamt haben wir also die gewiinschte Abschitzung

[wxt) <e  (xt) € Qryr-
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5 Distributionen, Fundamentallosungen und Greensche Funktionen

5 Distributionen, Fundamentallésungen und
Greensche Funktionen

5.1 Eindimensionale Distributionen
Definitionen

1. Eine (reelle) Testfunktion ist eine reellwertige, unendlich oft differenzier-
bare Funktion, die aufserhalb eines beschriankten Intervalls verschwindet.

(a) (b)

/\VR AN A NN

(a) und (b) sind Testfunktionen

() (d)

nicht
J\ /\differenzierbar
> X > X
verschwindet
nicht

(c) und (d) sind keine Testfunktionen

Die markierte Region ist der Trager der jeweiligen Funktion, d.h. das kleins-
te abgeschlossene Intervall, auflerhalb dessen die Funktion verschwindet.
Wir bezeichnen den Trager einer Funktion ¢ mit supp ¢.

2. Wir bezeichnen die Menge aller Testfunktionen mit D(IR).
3. Eine Folge {¢,} von Testfunktionen konvergiert gegen die Testfunktion ¢,
falls ¢, n =1,2,3,... und ¢ aufierhalb eines gemeinsamen beschrankten In-

tervalls I verschwinden und ¢, und alle Ableitungen von ¢, gegen ¢ bzw.
die entsprechenden Ableitungen von ¢ gleichmaflig auf I konvergieren.

72



5.1 Eindimensionale Distributionen

Definitionen

Eine (reelle) Distribution f ist eine Regel, die jeder Testfunktion eine reelle Zahl
zuordnet, d.h. eine Abbildung D(R) — RR. Die reelle Zahl, die f der Testfunktion
¢ zuordnet, wird mit (f,¢) bezeichnet, und wir setzen die folgenden Eigenschaf-
ten von f aus:

Linearitit:
(fapr + pp2) = a(f,91) + B(f2)

tiir alle Testfunktionen ¢1, ¢, und alle rellen Zahlen «, j;

Stetigkeit:
Pn—¢ = (f,n) — (f9)

Wir bezeichnen die Menge der Distributionen mit D’ (R).

Beispiele

1. Eine beliebige beschrankte Funktion f : R — IR definiert eine Distribution

(f.9) = /_ Z F(x)p(x) dx.

2. Die Diracsche Delta-Funktion ist die durch die Formel

(0,¢) == (0)

definierte Distribution.

Definition

Die Ableitung einer Distribution f ist die durch die Formel

(f'¢) :=—(f9")

definierte Distribution.

Hohere Ableitungen werden rekursiv definiert, so dass die Distribution ") durch

die Formel
(F™.9) = (=1)" (f.9™)

definiert ist.
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5.1 Eindimensionale Distributionen

Bemerkung

Alle Distributionen sind unendlich oft differenzierbar.

Beispiele

1. Es sei f € C}(R). Dann definieren f und die gewthnliche Ableitung f’ die
Distributionen

(F9)= [ g,
(F9) = [ g dx.

Definitionsgemas ist die Ableitung der Distribution (f,-) die durch die For-
mel

(Fg)i=— [ f)g(x)ds

= /_ . f'(x)p(x)dx  (partielle Integration)

definierte Distribution (f’,-), so dass die zwei Definitionen von f’ miteinan-
der tibereinstimmen.

2. Betrachte die Heaviside-Funktion

1, x>0,
H(x):{

0, x<0,

die die Distribution

(Hg) = [ Hxg(x)dx
:/0 ¢(x)dx

definiert. Die Rechnung
(H',¢) =—(H3¢")
= — /0 ¢ (x)dx
=¢(0)
= (6,9)
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5.1 Eindimensionale Distributionen

zeigt, dass die Ableitung von H im Sinne der Distributionen die Diracsche
Delta-Funktion ist.
Definition
Esseih: R — R eine Abbildung und f eine Distribution. Es gelte
(F9) = [ _h(x)g(x)dx

tiir alle Testfunktionen ¢, deren Tréger in einem Intervall I liegt.

Dann schreiben wir
f=h(x), x el

Beispiel
Es gelten

60=0, —c0o<x <0
und

0=0, 0<x<oo,
denn

(6.40) = ¢(0)
AN
=0, fallssupp¢p C (—o0,0) oder supp¢ C (0,00).

Definition

Eine Folge { f,} von Distributionen konvergiert gegen eine Distribution f, falls

(fu, ) — (f.9) fiirn — o

tiir alle Testfunktionen ¢.
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5.1 Eindimensionale Distributionen

Beispiele

1. Es sei {f,} eine Folge stetiger Funktionen, die gegen eine stetige Funktion
f gleichméfiig konvergiert. Dann gilt

| fa@gde— [ fapdx  farn o
tiir alle Testfunktionen ¢. Die Folge der durch die Funktionen f,, definierten
Distributionen konvergiert also gegen die durch die Funktion f definierte

Distribution.

2. Betrachte die Funktion

( 0/ X S _%/
n’x +n, —5 <x <0,
fulx) = ’ 1
—n°x+mn, 0<x<,
1
\ 0/ X Z n’
die die Eigenschaft
0 1
/_ fn(x)dx = /_1fn(x)dx =1
hat:
A fn(X)
n

NN
Y
x
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5.1 Eindimensionale Distributionen

Es gilt f;, — ¢ im Sinne der Distributionen, denn

| @pdx - (5.9)
_/ fn(x)p(x)dx — ¢(0)
:/_Oofn(x)cp(x)dx—/_oofn(x)dx 9(0)
—_—

=1

= [ A @) - p(0) dx

< [ A - p0)]dx
< sup 19(x) =90 [ fulx)dx

XE[—E "

= sup [¢(x) —¢(0)]

XE[—E ﬁ]

—0

fiir n — oo, weil ¢ stetig im Nullpunkt ist.

Bemerkung

Komplexwertige Testfunktionen und Distributionen werden analog zu reellwer-
tigen Distributionen definiert.

Definitionen

1. Eine Schwartzfunktion ¢ ist eine unendlich oft differenzierbare, reell- oder
komplexwertige Funktionen mit der Eigenschaft, dass

[x[F|g™ (x)]

fur alle k,n =0,1,2, ... beschriankt ist.
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5.1 Eindimensionale Distributionen

Die Menge aller Schwartzfunktionen heifst Schwartz-Raum und wird mit
S(R) bezeichnet. Konvergenz in S (R) wird analog zur Konvergenz in D(IR)
definiert.

2. Eine temperierte Distribution f ist eine lineare, stetige Abbildung S(R) —
R oder S(R) — C. Wir bezeichnen das Bild der Schwartzfunktion ¢ unter
der temperierten Distribution f mit (f,¢).

Konvergenz und Abbildungen temperierter Distributionen werden analog
zu diesen Begriffen fiir gewohnliche Distributionen definiert.

Bemerkungen

1. Wichtige Beispiele fiir temperierte Distributionen sind
die Distributionen
(F)i= [ fpxdx,
die durch beschrankte Funktionen f definiert sind;

die Diracsche Delta-Funktion

(0,¢) := ¢(0).

2. Jede temperierte Distribution ist auch eine gewohnliche Distribution, denn

D(R) C S(R).

3. Es sei ¢ eine Schwartzfunktion und p ein Polynom. Dann sind ¢, n =
1,2,... sowie p¢ ebenfalls Schwartzfunktionen.

Der Hauptvorteil von temperierten Distributionen gegeniiber gewohnlichen Dis-
tributionen ist, dass man ihre Fourier-Transformierten definieren kann.

Lemma

Es sei ¢ € S(R). Dann sind die Fourier-Transformierte

~

1 « ikx
b= = [ o)™ dx
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5.1 Eindimensionale Distributionen

und inverse Fourier-Transformierte

o0

Y _L e—ikx
b= [ ot ak

von ¢ ebenfalls Schwartzfunktionen.

Beweis

Die Formel

80 = [ g(e’ax

zeigt, dass die Fourier-Transformierte ¢ einer integrierbaren Funktion g stetig
und beschrankt ist. Dies gilt insbesondere fiir Schwartzfunktionen.

Es sei ¢ eine Schwartzfunktion. Aus den Formeln

¢
(k)" ¢ (k) = Flp™ (2)]

folgt

(i)™ (k) = ]—“{% ((ix)”c,b(x)) } mmn=012,....

.

Dies ist eine Schwartzfunktion
und ist daher integrierbar

Mit m = 0 zeigt diese Formel, dass ¢ fiirn =1,2,... existiert, so dass ¢ unendlich
oft differenzierbar ist. Ferner zeigt sie, dass

[k[™ b (k)]

fur alle m,n =0,1,2, ... beschrankt ist.

Dasselbe Argument liefert das Ergebnis fiir ¢. g

Definition

Es sei f eine temperierte Distribution. Die Fourier-Transformierte f von f ist die

durch die Formel A
(/9) = (f¢)
definierte temperierte Distribution.
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5.1 Eindimensionale Distributionen

Beispiele

1. Essei f eine integrierbare Funktion, so dass f im klassischen Sinne existiert
und eine stetige, beschrankte Funktion definiert. Wir konnen also entspre-
chende temperierte Distributionen durch die tiblichen Formel

(F4) = [ fE)p(x)ax
(F) = [ Fg()dx
definieren.

Definitionsgemafs ist die Fourier-Transformierte der temperierten Distribu-
tion (f,-) die durch die Formel

(f.4):= ()
= | _f)g(k)dk

_ \/%/jof(k) /_o:o¢(x)eikxdxdk

_ \/%/_O;/_o;f(k)eikxdkcp(x)dx
= [ i@ ds

definierte Distribution (f,-). Die zwei Definitionen von f stimmen also mit-
einander tiberein.

die durch die konstante Funktion 1/+/27
definierte temperierte Distribution
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5.2 Distributionen in hoheren Dimensionen

Es ist also

im Sinne der Distributionen.

5.2 Distributionen in hoheren Dimensionen

Die Definitionen von (temperierten) Distributionen lassen sich leicht auf hohere
Dimensionen verallgemeinern.

Definitionen

1. Eine Testfunktion ¢ : R"” — C ist eine unendlich oft differenzierbare Funkti-
on, die aufSerhalb einer hinreichend grofien im Ursprung zentrierten Kugel
verschwindet. Die Menge aller Testfunktionen wird mit D(IR") bezeichnet.

2. Eine Schwartzfunktion ¢ : R” — C ist eine unendlich oft differenzierbare
Funktionen mit der Eigenschaft, dass

x[k|om oM (x)

Xn

tir alle k,my,...,m, = 0,1,2,... beschrankt ist. Die Menge aller Schwartz-
funktionen wird mit S(IR") bezeichnet.

3. Eine n-dimensionale Distribution ist eine lineare, stetige Abbildung
D(R") — C. Die Menge aller n-dimensionalen Distributionen wird mit
D’ (IR") bezeichnet.

4. Eine n-dimensionale temperierte Distribution ist eine lineare, stetige Ab-
bildung S(R") — C. Die Menge aller n-dimensionalen temperierten Distri-
butionen wird mit S’(IR") bezeichnet.

Alles Weitere wird ebenfalls analog zum eindimensional Fall eingefiihrt:

Eine lokal integrierbare Funktion f(x) wird mit einer n-dimensionalen Dis-
tribution durch die Formel

(/) F)9(x) dx

_]Rn

identifizert.
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5.2 Distributionen in hoheren Dimensionen

Die partiellen Ableitungen einer n-dimensionalen Distribution f werden durch
die Formel

(O ... O fp) i= (1) Fn (9300 ... On), mi,...,my,=0,12,...

Xn

definiert.

Die Fourier-Transformierte einer n-dimensionalen temperierten Distribution

f wird durch die Formel A
(f.0) == (f)

definiert, wobei die Fourier-Transformierte

§0) = (s [ 909

RI’I

und inverse Fourier-Transformierte

Hx) = —(zﬂl)n/z [ #e

einer Schwartzfunktion ¢ ebenfalls Schwartzfunktionen sind.

Die n-dimensionale Diracsche Delta-Funktion wird durch die Formel

(0.¢) := (0)

definiert.

Definitionen (Weitere Diracsche Delta-Funktionen)

1. Es sei xp ein konstanter n-dimensionaler Vektor. Die n-dimensionale Distri-
bution dx, wird durch die Formel

(Oxp9) = P(x0)

definiert, wobei dg auf ¢ abgekiirzt wird.

2. Es seien xg ein konstanter n-dimensionaler Vektor und a eine positive reelle
Zahl. Die Distribution é(|x — xo| — a) wird durch die Formel

Gl —xl=ag) = [ 9(x)dsk)

N J/

Das Integral von ¢ tber die
Oberflache einer Kugel mit
Mittelpunkt xp und Radius a

definiert.
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5.2 Distributionen in hoheren Dimensionen

Oft missbraucht man diese Notation und schreibt z.B.

5(a2 — bzrz)

1(0-2)

fur

Definition (Direktes Produkt)

Es seien f(x) € D/(RP) bzw. §'(R”) und g(y) € D’(R7) bzw. S’(R7). Das direkte
Produkt f(x)g(y) ist die durch die Formel

(f()g(y)p(xy)) = (f(x),(g(y).¢(xy))

definierte (p + gq)-dimensionale (temperierte) Distribution.

Mit anderen Worten darf man Distributionen, die von verschiedenen Koordina-
ten abhdngen, miteinander multiplizieren.

Beispiele

1. Esseien f(x) und g(y) lokal integrierbare Funktionen. Dann gilt

(FR0)9x) = [ 00 [ g3)p(xy)dyds
= [, FX39kxy)dixy)

RPHY

2. Esseien xg € R?, yg € RY konstante Vektoren. Dann gilt

(5X05YO"P(XIY))
= (0x0,9(x,50))
= ¢(x0,y0)
= (5(x0,y0)/¢ (X/Y))

Weitere Operationen auf Distributionen

1. Es seien f € D'(R") und m : R" — C eine unendlich oft differenzierbare
Funktion bzw. f € §'(R") und m : R" — C eine unendlich oft differenzier-
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5.2 Distributionen in hoheren Dimensionen

bare Funktion mit der Eigenschaft, dass m¢ € S(R") fiir alle ¢ € S(IR") ist.
Das Produkt mf ist die durch die Formel

(mf,p) = (fmep)

definierte n-dimensionale (temperierte) Distribution.

(Im Falle, dass f eine lokal integrierbare Funktion ist, zeigt die Rechnung

(mfg) = [ (mx)f(0)p(x)dx = [ £ (m(x)p(x)) dx = (fme),

dass diese Definition mit der {iblichen Definition von Multiplikation tiber-
einstimmt.)

2. Es seien f € D'(R") bzw. S'(R") und y € R". Die Koordinatenverschie-
bung 7y f wird durch die Formel

(tyfp) = (f 7—y¢)

definiert.

(Im Falle, dass f eine lokal integrierbare Funktion ist, zeigt die Rechnung

()= [ fx+y)eodx= [ f@)p(z—y)dz= (7 y9)

R”

dass diese Definition mit der tiblichen Definition von Koordinatenverschie-
bung tibereinstimmt.)

3. Es seien f € D'(R") bzw. S'(R") und ¢ € D(R") bzw. S(R"). Die Faltung
f * ¢ ist die durch die Formel

(f *¢)(x0) = (f,¢(x0 =)

definierte Funktion R"” — C.

(Im Falle, dass f eine lokal integrierbare Funktion ist, zeigt die Rechnung

(F@)x0) = [ Flxa—x)p0dx= [ f3)¢(x0 = y)dy = (90 )

dass diese Definition mit der tiblichen Definition von Faltung iibereinstimmt.)

Bemerkung (Distributionen auf beschriankten und zylindrischen Gebieten)

Wir konnen auch Distributionen auf einem beschriankten, offenen Gebiet ) C
R" definieren. In diesem Fall ist D(()) die Menge der unendlich oft differen-
zierbaren Fuktionen R” — RR, deren Trdger Teilmenge von () ist.
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5.3 Fundamentallosungen

In einem Zylindergebiet IRP x (), wobei () C RY ein beschrénktes, offenes Ge-
biet ist, konnen wir Distributionen einfiihren, die nur in den ersten p Rich-
tungen temperiert sind. Dazu betrachten wir unendlich oft differenzierbare
Testfunktionen ¢(x,y), (x,y) € R x Q) mit den folgenden Eigenschaften:

— ¢ verschwindet in der Ndhe von IR? x 9();

- |x|*|o% ...BTPPBE} ...aggcp(x,y)] ist beschrankt fiir alle , my,...,mp, nq,..., 1y
=0,1,2,....

5.3 Fundamentallosungen
Definition
Eine Fundamentallosung der Laplace-Gleichung
Au =0
im n-dimensionalen Raum ist eine Funktion ug : R"\ {0} — R, die
harmonisch in R"”\ {0} ist;

die Gleichung
AuF =90

im Sinne der Distributionen 10st.

Bemerkungen

1. Die Funktion up ist nicht eindeutig bestimmt: Die Summe ug + g, wobei
up eine im ganzen Raum harmonische Funktion ist, ist ebenfalls eine Fun-
damentallosung fiir die Laplace-Gleichung.

2. Die zweite Bedingung besagt, dass

[, uE (08¢ (x) dx = 9(0)

fiir alle Testfunktionen ¢ € D(IR") ist. Um diese Bedingung erfiillen zu kon-
nen, muss uy eine Singularitdt im Nullpunkt haben.
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5.3 Fundamentallosungen

Beispiel

Finden Sie eine Fundamentalldsung fiir die Laplace-Gleichung im dreidimensio-
nalen Raum.

Losung

Zunichst suchen wir eine radialsymmetrische Losung u = u(r) der Laplace-
Gleichung
Au =20,

denn solche Losungen haben bekanntlich eine Singularitdt im Nullpunkt. Die
Funktion u 16st die gewohnliche Differentialgleichung

2
u” + ;u’(r) =0,

so dass c
u(r)=c + 72

tiir irgendwelche Konstante ¢; und c; ist. Wir setzen ¢; = 0, da Konstante iiberall
harmonisch sind, und wahlen ¢;, so dass

2\
A(7) =0
ist.
Es sei ¢ eine Testfunktion. Wahle M grof3 genug, so dass supp ¢ C Bp(0) ist. Dann
gilt
1
A =i —A¢.
o A0 =lm [ A
e<r<m

Aus dem zweiten Greenschen Integralsatz folgt

[ Goe-n())= [ GRoem() o

e<r<Mm o{e<r<M}
=0

wobei n die dulere Einheitsnormale zum Rand des Gebiets {e < r < M} ist. Der
Rand 0{e <r < M} besteht aus den zwei Teilen {r =¢} und {r = M}. Auf {r = M}
verschwindet ¢ mit simtlichen Ableitungen, so dass die Randintegrale ebenfalls
verschwinden, und auf {r = ¢} gilt 9, = —9,. Aus Gleichung (1) folgt also

[ e [ 02(2)
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5.3 Fundamentallosungen

Die dufSere Einheitsnormale an {r = M}
ist e,, so dass 9,, = 9, dort.

Die dufere Einheitsnormale an {r = ¢}

ist —e,, so dass 0,, = —d, dort.
Es gilt nun
19¢ 1 )
1| <K — —
/ ol s 47te S Sup (= ‘ O(e)

fir e — 0 und

0 (1 1 _
r_/e U (;) = _E_Zr—/sq) = —4np. — —4n¢(0)

fiir e — 0, wobei
_ 1
%= 4o / ?
r=¢
der Mittelwert von ¢ tiber dB¢(0) ist. Es ist also

Co . Co

2p = lim / ZAp = —4 0),

/]Rn 7 10 P ez (0)
e<r<M

und daher wahlen wir ¢ = —1/47m.
Die Funktion ur : R®\ {0} mit

1
471|x|

up(x) =

ist also eine Fundamentallosung fiir die Laplace-Gleichung im dreidimensiona-
len Raum. ]

Wir gehen nun formal vor, indem wir die Distribution Jy, als echte Funktion be-
trachten. Insbesondere schreiben wir

() = [ 6 ()9(0)dx = plx0)

und wenden die Greenschen Integralsitze auf Jy, an. Aufierdem nehmen wir an,
dass alle Integrale verschwinden.
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5.3 Fundamentallosungen

Satz

Die Losung des Randwertproblems

Au=f, x € R"

u(x) = [ ur(x=y)f(y)dy,

wobei up eine Fundamentallosung der Laplace-Gleichung in IR" ist.

Beweis (formal)

Betrachte die Gleichungen

f Q)
Ox,

A 2)

=t
Il

wobei ii(x) = up(xg — x) ist.

Multipliziere (1) mit i, (2) mit u und integriere die Differenz tiber IR":

\/]R” (ﬁAu—uAﬁ)J :/]R” (ﬁf—ZSXOu>

=0
(zweiter Greenscher Integralsatz)

/]Rnﬁfz/]Rn(SXOu,

[ = xa)fx)x = (o).

Daraus folgt

d.h.

Das obige Argument suggeriert beispielsweise, dass

ui) == [ | 47T|X_y|f( y)dy

die eindeutige Losung der Poisson-Gleichung
Au=f, x € R?

ist. Das Argument ist aber nicht rigoros. Es liefert eher einen Kandidaten fiir die
Losung, und wir zeigen nun direkt, dass dieser Kandidat tatsdchlich das Rand-
wertproblem 16st.
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5.3 Fundamentallosungen

Lemma (Darstellungsformel)

Jede Funktion u € C3(R%) erfiillt die Gleichung

1

u(x) = — i~ 747T|x ] A

yu(y)dy.

Beweis

Es seien (r,6,¢) im Punkt x zentrierte Polarkoordinaten. Wéahle M > 0 grof genug,
Wihle M grof3 genug, so dass suppu C By(x) ist. Dann gilt

1
_/]R3 47r|x—y|Ayu(Y)dy

= lim —/ iAu
el0 47ty

e<r<mM
. 1 1 Ju d 1
—EFO‘[‘/ A(m)“ my‘/g(m)”]'
<< M N — e’ r=e¢ r=e¢

=0
und die angegebene Identitit aus dieser Gleichung und den Rechnungen

1o
47ty Or
&

ou

or

1
47re? L7 SUP

= O(e)

r=

fire — 0und

fiir e — 0 folgt, wobei

der Mittelwert von u tiber dB,(x) ist. O
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5.3 Fundamentallosungen

Korollar

Es sei f € Co(R®) und u € C3(R?) erfiille die Gleichung
Au = f, x € R3.

Dann gilt
)= [ ey 0y

Somit ist die Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung bewiesen: Fallls u
die Gleichung 16st, ist u durch die obige Formel gegeben. Es bleibt nun, die Exis-
tenz einer Losung zu zeigen. Zu diesem Zweck verifizieren wir, dass die obige
Formel tatsdchlich eine Losung der Gleichung definiert. Dazu ist es erforderlich,
die Regularitatsvoraussetzung an f zu starken.

Lemma

Es sei f € C3(R®). Dann liegt die durch die Formel

u) == [ e =y 0y

definierte Funktion ebenfalls in C3(IR%) und erfiillt die Poisson-Gleichung

Au = f, x € R3.

Beweis

Es gilt nun

1
IR34:7T| y’f( ) /]R34-7T’S|f(x_s)ds
und daher

a§Cllagczzag% /]R3 mu(}’) dy = /]R3 4| xla%a%f(x —s)ds
1

_ 71 4j2 23
= Jeo amn— |a AL f(y)dy
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5.4 Greensche Funktionen

fiir j1 + jo + j3 = 1,2, so dass u € C3(IR%) mit

A”:_/]R ! yl Ayf(y)dy

s 4m|x —y|

ist.

Das Ergebnis folgt nun aus dieser Formel und der Darstellungsformel

1

f) =~ 7] Ayf(y)dy

R3 47T|

Bemerkung

Im obigen Argument ist es nicht notwendig, dass f einen kompakten Trdger hat.
Diese Voraussetzung kann dadurch ersetzt werden, dass f hinreichend schnell
zur Konvergenz der Integrale abklingt.

5.4 Greensche Funktionen

Es seien Q) ein (teilweise) beschrinktes Gebiet in R” und f € C2(Q)), g € C(0QY).
Eine Greensche Funktion fiir das Dirichletsche Problem

Au=f, x € (),
u=g, x € 0Q)
ist eine Funktion G(x,y), y € () mit den folgenden Eigenschaften:
G(-y) ist stetig fiir x € O\ {y};
G(-y) ist harmonisch fiir x € Q\ {y};
G(x,y) =0 fiir x € 00);

G(x)y) erfullt
AG(xy) =0y  inD'(Q).

Greensche Funktionen spielen dieselbe Rolle fiir Probleme in einem Gebiet mit
Rand wie Fundamentalldsungen fiir Probleme in einem ganzen Raum. Wir gehen
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5.4 Greensche Funktionen

auch analog mit ihnen um. Zundchst benutzen wir formale Argumente, um einen
Kandidaten fiir die Losung eines Randwertproblems zu finden. Dann verifizieren
wir rigoros, dass dieser Kandidat tatsdchlich eine Losung ist.

Satz

Es sei ) ein (teilweise) beschranktes Gebiet in IR". Die Losung des Dirichletschen
Problems

Au = f, x €Q),
u=g, XGE)Q

ist durch die Formel

uly) = [ Goeoy)fx)dx+ [ 22 (xyg(x)dx

gegeben.

Beweis (formal)

Betrachte die Gleichungen

Au=f, (1)
AG = by. (2)

Multipliziere (1) mit G, (2) mit u und integriere die Differenz tiber ():

j()(GAu—uAG) :/Q(Gf—éyu>.

J

ou G
= Ja <G$ ”"%)

(zweiter Greenscher Integralsatz)

Aus G =0 und u = g auf 9Q) folgt also

oG
5:/G ..
/Qyu Qf+anan
——

= u(y)
0

Durch solche formalen Argumente konnen wir auch einige Figenschaften der
Greenschen Funktionen herleiten.
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5.4 Greensche Funktionen

Satz

Es sei Q) ein (teilweise) beschranktes Gebiet in R”. Die Greensche Funktion G(x,y)
fiir das Dirichletsche Problem

Au=f, x €,
u:g/ XEBQ

ist eindeutig bestimmt und symmetrisch, d.h. G(x,y) = G(y,x) fir alle x, y € Q.

Beweis (formal)

Es seien G, Gy Greensche Funktionen fiir das angegebene Randwertproblem,

so dass
G =0, G, =0, x € 0Q),
AGy =0y, AGy =1y, in D'(Q).

Dann erfiillt G := G; — G; die Gleichungen

G=0, x € 0Q),
AG =0, x € )

(die Singularitdten im Punkt y haben sich gegenseitig aufgehoben). Die einzi-
ge Losung dieses Randwertproblems ist bekanntlich G = 0 (siehe das Referat
von Mai und Oberacker).
Wihle y1, yo € Q und definiere u1(x) = G(x,y1), u2(x) = G(x,y2), so dass
1,[1:0, uZZO/ XEE)Q,
Auy =0dy,,  Auy =0y, in D' (Q)).

Aus dem zweiten Greenschen Integralsatz folgt

. 8u7_ 8u1
/Q (ulAuz — uzAu1> = /aQ (ulm — uzﬁ)
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5.4 Greensche Funktionen

und daher
/Q <u15y2 - ”25y2) =0
= u1(y2) —uz(y1) =0
= G(YZ/Yl) - G(leYQ) =0.
O
Beispiel

Finden Sie die Greensche Funktion fiir das Dirichletsche Randwertproblem

Au(x,y) = f(xy), xeR,y>0,
u(x,0) = g(x), x€R

und geben Sie eine Formel fiir die Losung dieses Randwertproblems an.

Losung

Wir miissen G(x,y;¢,77) mit den folgenden Eigenschaften finden:
Gist stetigauf {(x,y) :y =2 0, (x,y) # (1)}
G(x,0;¢n) =0;
G(xy;¢n) ist harmonisch in {(xy) : y > 0, (xy) 7 (&) };
G(x,y;¢n) erfullt

A(x/y)G = 5(61’7) in D/({y > 0})

Beachte, dass 5-log|(x,y)| eine Fundamentallosung fiir die Poisson-Gleichung
im zweidimensionalen Raum ist. Damit gilt:

G (i) = 5 Tog| (k) — (&)
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5.4 Greensche Funktionen

ist harmonisch in {(x,y) € R?: (x,y) # (&)} und erfiillt
BeyGr =0y  inD'(R);

1
Goxy; ) »= 5 log|(xy) — (&, — 1)
ist harmonisch in {(x,y) € R?: (x,y) # (&, — 1)} und erfiillt

: 2
A(x,y) Gz = 5@’_77) m D/(IR )

Die gesuchte Greensche Funktion ist

G(x,y;61) = Gi(x,y;61) — Ga(x,y;8m)
1 (x=0*+(y—n)?

Tan B (k=2 +(y+n)?

Sie ist harmonisch in {(x,y) € R?: (x,y) # (1,€),(17, — &)} und insbesondere
in {(xy):y >0, (xy) # (&)}t

Sie erfiillt
_ . / 2
Day)G =0y =0y  InD(RY),

und daher

Auy)G=0¢,  nD'({y>0});
Es gilt

1 1
G(x0,¢1) = EIOg](x/y) — (&)l ; — Elog|(x,y) — (& —n)| 0 — 0.
y= y=

Die Losung des Randwertproblems ist
® 9G
(xy) = / / (xy; &) f(xy)dydx — /_ o 3y OiEm)g(x) dx

i) /°°log{“‘@“EiiZii}ﬂxW

s [ s

denn auf {y =0} gilt 9,, = —9,,. O
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6 Harmonische Funktionen und die Perronsche Methode

6 Harmonische Funktionen und die Perronsche
Methode

6.1 Die Poissonsche Formel

Mit Hilfe Greenscher Funktionen stellt man fest, dass die eindeutige Losung des
Randwertproblems

Au=0, x € B;(0) C R", (1)
u=g, X € 9B,(0) C R" (2)

durch die Poissonsche Formel

u(x)zu / &dy (3)

anwy,

gegeben ist, wobei w; der Rauminhalt der Einheitskugel in R" ist (siehe das Re-
ferat von Jakob und Weikert).

Wir verifizieren nun rigoros, dass (3) eine Losung des Randwertproblems (1), (2)
definiert.

Lemma
Es gilt
A (L - ”"nz) -
x -yl
fir |x| <aund |y| =a.
Beweis

Es gilt

a2_|x|z) 1 2 2 2 2 ( 1 )
A1) = — = A(a® = x?) + (a* — [x]2)A
(|x—y|” x—yl|" ( H> (@ = ) x—yl"
1
2 2 -
+2v(a x| ).v(|x_y|n),
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6.1 Die Poissonsche Formel

und die rechte Seite ldsst sich durch die folgenden Rechnungen auswerten.

Mit r = |x| gilt
D(# ) = gl ) =
und
(- ) = (=) = -
denn X
V(Ix|) = L
Mit R = |x —y| gilt
A=y = dd—;(R_n)—i_nI;lC{iR(R_n) — 2nR"2 = 2p|x —y| "2
und
v(rR) = % (R™)VR = —nR™"2(x —y) = —nlx—y| " 2(x—y),
denn
Vix-yh =
Daher ist

= XY ey (e — )k — ]2
8 eypr ) = 2=y T+ 2n(e® = X x -y

+anjx —y| "2 x.(x—y)
———

=3 (I x—yP = 1y?)

Korollar

Es sei ¢ € C(0B,(0)). Die durch die Poissonsche Formel (3) definierte Funktion u
ist harmonisch in B,(0).
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6.1 Die Poissonsche Formel

Beweis
Es gilt
1 a? — |x|?
ly|=a
Die Differentation unter dem Integral ist giiltig fiir x € B;(0) fiir jedes § € (0,a).
Es gilt also Au = 0 fiir x € Bs(0), 6 € (0,a) und daher fiir x € B4(0). O
Lemma
Es sei SN
as — |x
H(xy) = anwonx —yI"’ x| <a, |yl =a.
Dann gilt
/ H(x,y)dy = 1.
ly|=a
Beweis

Die Funktion

o) = [ Heeyay = 00 [ L

anwy,
ly|=a |x—z|=a

ist radialsymmetrisch und aus dem obigen Korollar mit ¢ = 1 folgt, dass sie auch
harmonisch in B,(0) ist. Die einzigen in B,(0) harmonischen radialsymmetri-
schen Funktionen sind aber die Konstanten. Damit ist

$(x) =

" nwy / |z|”
|

\za

nwna” 1 /dz

z|=a
N——

= nw,a" !
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6.1 Die Poissonsche Formel

Satz

Es sei g € C(0B,(0)). Die durch die Poissonsche Formel (3) definierte Funktion u
erfiillt die Randbedingung (2).

Beweis

Wihle z € 9B,(0). Wir zeigen, dass

lim u(x) = g(z)

X—z
Ix|<a

ist: Zu jedem € > 0 existieren J, so dass

Ix—z| <4, |x|<a = |u(x)—g(z)| <e

Zu ¢ > 0 wihlen wir 6 wie folgt:

Da g stetig ist, existiert 6; > 0, so dass

3
y—z| <25 = [g(y) —8(z)| <3
Da ) | ’2
as — |x
/ anwy oy dy =0
ly—z|>26;
|y|=a

fur |x| — a und insbesondere fiir x — z, existiert 6, > 0, so dass

612 _ |X|2

— 5 N el B -
-zl <o = / anwy oy y<4M

ly—z[>24
ly|=a

wobei

M= sup |[g(x)]
x€0B,(0)
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6.1 Die Poissonsche Formel

Wir setzen 6 = min(d1,67).

Fir [x — z| < ¢ gilt nun

u(x) ~ g(z)]
= [ Hxyg(y)dy —g(2)
lyl=a
=| [ Hoys)dy - [ Hicy)dys(@)
ly|=a lyl=a )
=1
=| [ Hey)(5() - g@)dy
ly|=a
<| [ HenGEo) -s@)dy|+| [ HEys) - sz)dy
ly—2z[>26 ly—z|<20;
y|=a ly|=a
<M [ Heydy+ swp [s(y) @ [ Hixydy
|Y‘—Z‘|2251 ly=zl <2 \YTZ|\<251
y|=a y|=a

-~

<1

com [ Ty sy -ste)
< AN, o) y sup |8ly) — &z

ly—z|>26; ly—z|<26;
ly|=a
(denn |x —z| <1, |y —z| >26; = |x—y|>d1)
£ e
<2M.— + =
1M + 2
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6.1 Die Poissonsche Formel

Satz

Es sei u € C?(Q)) harmonisch in einem Gebiet Q) C R". Dann ist u € C®(Q).

Beweis

Wihle xo € Q. Da Q) offen ist, existiert 2 > 0, so dass B, (xg) C Q) ist:

ke ~
4 \x
i .
' \
’ \
’ . A}
¢ ’ S A
L £ s\ \
.....
Pas ] a 'I
,° 1 -
’ 1 % ]
’ \ 0 ’ "
] . ’
, . S0
~ “ 1
' -
v Ba(xo) !
N 1
~
~e. [
- - ]
‘\\ I
s\ 7
N ’
~ ’/

-
o -

Fiihre nun ein neues kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung im Punkt xo
ein, so dass B,(xo) in B,(0) iibergeht. Da u € C*(B,(0)) und u harmonisch in
B,(0) ist, folgt aus der Poissonschen Formel, dass

2 2
a ‘X’ / | U(Y)|n dy, ’X| <a

u(x) =

anwy X—y
lyl=a
ist. Es gilt
q w _ w (BT |X|2 _
Oy, ... 0xi anwn‘ / 95! 8"( y|n)u(y)dy, x1,...0,=0,1,...,
y|=a

wobei die Differentation unter dem Integral fiir x € B;(0) fiir jedes 0 € (0,a) giiltig

ist.

Insbesondere existeren alle Ableitungen von u im Punkte 0, also im Punkte x¢ im
urspriinglichen Koordinatensystem. Da x ein beliebiger Punkt in () ist, liegt nun

1in C*(Q)). 0
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6.2 Sub-, super- und harmonische Funktionen

6.2 Sub-, super- und harmonische Funktionen
Lemma (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen)

Essei u € C?(B,(x0)) N C(B,(x0)) harmonisch in B,(xp). Dann gilt

u(xo) = ﬁa (Xo),

wobei
1

g (x0) = a1 ABu(XO)”(Y)dY
———

Flacheninhalt
von 9B, (xq)

der Mittelwert von u tiber dB,(xp) ist.

Beweis

Fiihre nun ein neues kartesisches Koordinatensystem mit Ursprung im Punkt xg
ein, so dass B, (xo) in B,(0) tibergeht. Aus der Poissonschen Formel folgt

a — |x/?
() / x| <a
anwy |x — y|”
ly|=a

und insbesondere

wo) = 2 [ Wy - L [ uty)dy = m0)

nwy |Y|n nwy a1
ly|=a ly|=a

Im urspiinglichen Koordinatensystem ist diese Gleichung eben

u(Xo) = ﬁa(XO).

Lemma (Mittelwertungleichungen)

1. Esseiu € C?(By(x0)) N C(B,(xp)) subharmonisch in B, (xp). Dann gilt

u(xo) S ﬂa (Xo).

2. Esseiv € C?(B,(x0)) N C(Ba(xo)) superharmonisch in B, (xp). Dann gilt

U(Xo) Z 5H(X0).
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6.2 Sub-, super- und harmonische Funktionen

Beweis

Es sei w € C?(B,(xg)) N C(B,(x0)) die eindeutige Losung des Randwertproblems

Aw =0, x € By(xp), 3)
w=1u, x € dB4(xp). 4)

Die Funktionen u und w sind also subharmonisch bzw. harmonisch in B, (xp) und
haben dieselben Randwerte auf dB;(xp). Aus dem Maximumsprinzip folgt also
u(x) <w(x),  x€By(xp)

(siehe das Referat von Jakob und Weikert).

Es gilt also
u(xp) < w(xg) (obiges Ergebnis mit x = x)
=W,(x0)  (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen)
=1,(x0) (1 = w auf 0B, (xp).)
Die zweite Aussage wird in dhnlicher Weise bewiesen. O

Die letzten zwei Ergebnisse fiihren zu den folgenden Verallgemeinerungen der
Begriffe sub-, super- und harmonisch fiir Funktionen, die lediglich stetig sind.

Definition

Es sei u stetig in einem Gebiet () C R". Diese Funktion heifst
harmonisch im Mittelwertsinne in Q, falls u(xg) = %,(xo)
subharmonisch im Mittelwertsinne in Q), falls u(xg) < %,(xp)

superharmonisch im Mittelwertsinne in ), falls u(xo) > 4, (xo)

fiir alle xp € Q) und alle a > 0 mit B,(xo) C Q ist.
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6.2 Sub-, super- und harmonische Funktionen

Bemerkung

Es sei u € C2(Q)). Unsere Ergebnisse zeigen:

—Au=0in Q) = u(xp) = ua(xp)
fiir alle xg € (Y und alle

—Au<0inQ a>0mit§a(X0>CQ

N
~~
*

o
N—
VAN
=
2
~~
*
o
N—r

—Au>0in Q) = u(xp) > ta(xp)

Wir beweisen nun, dass die Umkehrung dieser Aussage ebenfalls gilt, sodass die
zwei Definitionen von ‘subharmonisch’, ‘superharmonisch” und ‘harmonisch’ fiir
zweimal stetig differenzierbare Funktionen dquivalent sind.

Wir brauchen nun das folgende Hilfslemma.

Lemma

Es sei u zweimal stetig differenzierbar in einem Gebiet (2 C R". Dann gilt

d 1 1
P (T,lrn—l /aB, (x)u(y)dy) = o1 /B ' Au(y)dy

fiir alle x € Q) und alle r > 0 mit B, (xg) C Q.

Beweis

Die Substitution
z=—(y —x)

bildet B,(x) auf B;(0) ab und liefert

1 1
o1 /BBr(x) u(y)dy = o /BBl o u(x+rz)dz.
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6.2 Sub-, super- und harmonische Funktionen

Es gilt also

d 1 1
P <7nwnr”—1 /BBr(x) u(y) dy) = o /831(0) Vyu(x+rz).zdz

_ 1 y — X
-— /aB,<x>W(Y)'< ; )dy
1
- Vu(y).n(y)d
/aB,(x> u(y)n(y)dy

nw,r"—1
1 ou
w1 /GBr(x) o Y)Y
1
- [ Au(y)dy,
/Br(x) u(y)dy

nwy "1

wobei die Identititen

n(y) = y ; X auf 0B, (x);

/ Aw = / Jw fiir alle w € C%(G) und alle Gebiete G C R”"
G 3G on

benutzt wurden. O

Satz

1. Es sei u € C2(Q)) subharmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet
(2 C R". Dann gilt —Au < 0in Q).

2. Es sei u € C?(Q)) superharmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet
() C R". Dann gilt —Au > 0in Q.

3. Es sei u € C2(Q)) harmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet QO C R”.
Dann gilt —Au = 0in Q).

Beweis

Wihle xg € Q und r > 0 mit B,(xg) C Q. Das letzte Lemma besagt
d 1
—(u = Audy,
dr (ur(x0)> nw, "1 /Br(xo) ey
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6.3 Das starke Maximumsprinzip

und Integration tiber (0,R) liefert

1

iR (x) — u(x) = - /O VB (0 dr,

wobei
1

E(x) = /B " Audy

wy "
L —

Rauminhalt
von B, (x)

der Mittelwert von Au tiber B,(x) ist.

Es sei u nun subharmonisch in (), so dass u(x) < ur(x) und daher

R
/O PE,(x)dr > 0 (%)

fiir alle x € Q und R > 0 mit Bg(x) C Q ist. Daraus folgt die Existenz von S(x),
so dass F,(x) > 0 fiir r € [0,5(x)] ist. (Sonst existiert R(x) > 0 mit F,(x) < 0 fiir
r € (0,R(x)), und dies widerspricht (x).)

Dies impliziert, dass Au(x) > 0 fiir alle x € Q) ist. (Falls Au(xg) < 0 ist, existiert
wegen der Stetigkeit von Au eine positive reelle Zahl r, die kleiner als S(x() ge-
wihlt werden kann, so dass Au < 0 in B,(xg) ist. Dann ist aber der Mittelwert
F;(xp) von Au tiber B,(x() negativ.)

Die anderen Aussagen werden in dhnlicher Weise bewiesen. O

6.3 Das starke Maximumsprinzip

Satz (Das starke Maximumsprinzip)

Es seien () ein beschrénktes Gebiet und u € C(Q)) eine in ) im Mittelwertsinne
subharmonische Funktion. Dann gilt entweder

u(x) < maxu(y) fur alle x € Q)
yeQ

oder

u ist konstant auf Q
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6.3 Das starke Maximumsprinzip

Beweis

Da u stetig auf der beschrankten, abgeg:hlossenen, nichtleeren_Menge QOCR”?
ist, wird das Maximum M von u tiber () in einem Punkt xo € (2 angenommen.

Wir zeigen nun: B
xp liegt in () = u= M auf ()

Nehmen wir also an, es existiert xg € Q) mit u(xg) = M. Wéahle r > 0, so dass

B,(xg) € Q. Es folgt

M = u(xp)
<, (xp) (u ist subharmonisch in Q)
<M (da u < M tiberall in Q) ist, ist der Mittelwert von u
tiber jede Teilmenge von () kleiner gleich M)
so dass
uy(Xg) = M.
Da der Mittelwert von u tiber dB,(xg) gleich dem Maximum M von u ist, ist

u(x) =M, x € 9B, (xo).

Dasselbe Argument funktioniert fiir jedes positive a < r. Es gilt also

u(x) =M, x € dB,(xp)

fiir jedes a € (0,r) und daher gilt
u(x) =M,  x€ B,(xg).

,: Die Annahme, dass u(xg) = M
fihrt dazu, dass u = M in der

Q
schraffierten Region.

~
~
-~
-~
~
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6.3 Das starke Maximumsprinzip

Insbesondere zeigt dieses Argument, dass die Menge
51 = {Xo e(): u(xo) = M}

offen ist: Fiir jeden Punkt xo € Sy gilt B,(xo) C S1, wobei r wie oben definiert ist.
Da u stetig ist, ist die Menge

S, = {Xo € Q:u(xo) <M}

ebenfalls offen: Falls u(xg) < M ist, existiert r > 0, so dass u(x) < M fiir x € B,(xo)
ist, und damit ist B,(xg) C Sp.

Offensichtlich ist (3 = S; U S und S1 N Sy = ¢, so dass Sy, Sy eine offene Zerlegung
von () ist. Da () aber offen und zusammenhédngend ist, ist entweder S; = ¢ oder
S = ¢. Wir haben angenommen, dass S1 # ¢ ist. Damit gilt S, = ¢, d.h.

u(x) =M, x €0

Bemerkung

Dieser Beweis zeigt, dass das Maximumsprinzip auch fiir ein Funktionen u €
C(Q) mit der folgenden Eigenschaft gilt:

Zujedem xg € Q) gilt
u(xo) <z (xo) (%)
tiir alle hinreichend kleinen Werte von .
Offensichtlich geniigen subharmonische Funktionen dieser Eigenschaft, denn fiir

sie gilt (x) fiir alle r mit B,(xg) C Q.

Bemerkungen

1. Das schwache Minimumsprinzip

maXu(xX) = maxu(x
xeQ ( ) x€0() ( )

folgt direkt aus dem starken Maximumsprinzip.
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6.3 Das starke Maximumsprinzip

2. Dasselbe Argument liefert das starke (und schwache) Minimumsprinzip fiir
im Mittelwertsinne superharmonische Funktionen.

3. Das auf dem Maximumsprinzip basierende Argument im Referat von Jakob
und Weikert zeigt die Eindeutigkeit einer in einem beschrankten Gebiet ()

im Mittelwertsinne harmonischen Funktion mit vorgeschriebenen Werten
auf 0Q).

Beispiel

Es seien Q) ein beschrianktes Gebiet, uy, uy € C(Q)) in Q) im Mittelwertsinne sub-

harmonische Funktionen und u € C(Q)) eine in Q) im Mittelwertsinne harmoni-
sche Funktion. Zeigen Sie:

1. max(uq,uy) ist im Mittelwertsinne subharmonisch in Q;

2. max |u(x)| = max |u(x)|.
xeﬁ XEaQ

Losung

1. Definiere u(x) = max(u1(x),uz(x)). Wihle xg € Q und r > 0 mit B, (xg) C Q.

Es gilt
up(xo) <u1,(xp),
uz(xo) <o (xp),

denn uq, up sind subharmonisch in (), und

ﬁlr(x )

0 SEY(XO)/
U (xg) < Uy(x

(x0),

denn u; <u, up < u. Es folgt also

up(xo) <r(xp),
uz(xo) < ur(xp)
und daher

u(xo) S (Xo).

iy
Da diese Ungleichung fiir alle Kugeln B,(xg) C Q gilt, ist u subharmonisch
in ).
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6.3 Das starke Maximumsprinzip

2. Aus der Identitat
la| = max(a, — &)
folgt
u(x) = max(u(x), — u(x)).

Dass u harmonisch ist, impliziert, dass —u harmonisch ist, und insbesonde-
re sind u# und —u subharmonisch. Aus Teil (i) folgt dann, dass |u| ebenfalls
subharmonisch ist. Eine Anwendung des schwachen Maximumsprinzips
zeigt nun, dass

max |u(x)| = max|u(x)].
xeﬁ XEaQ

ist. ]

Satz

Es sei u € C(Q)) harmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet (3 C R". Dann
ist u zweimal stetig differenzierbar und es gilt Au = 0 in Q).

Beweis

Wihle xg € Q und 7 > 0 mit B, (xg) C Q, so dass u € C(B,(xg)) und u harmonisch
in () ist.

Betrachte das Randwertproblem

Aw =0, X € B,(xp), (5)
w =1, x € dBx(x0), (6)

dessen eindeutige Losung durch die Poissonsche Formel

ZU(X) _ 1/2_ |X_X0|2 / u(Y) d
rmwy, Ix —y|"
aBr(Xo)

gegeben ist.

Insbesondere ist w harmonisch im Mittelwertsinne in B,(xg) und gleich u auf
dB,(xp). Die Funktion u hat aber auch diese Eigenschaften. Dem Eindeutigkeits-
satz zufolge gilt also

u=w,  inB,(xp).

=w
Insbesondere ist u € C2(B,(xp)) mit Au = 0 in B,(xg).

Da dies fiir alle Kugeln B, (xo) C Q gilt, ist u € C>(Q)) mit Au = 0in Q. O
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6.4 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

Bemerkung

Dieser Satz besagt, dass die ‘klassische” Definition einer harmonischen Funktion
dquivalent zur Definition durch Mittelwerte ist. Ab sofort werden wir also nur
von ‘harmonischen Funktionen’ reden.

6.4 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

In diesem Abschnitt besprechen wir, wann eine Folge harmonischer Funktionen
gegen eine harmonische Funktion konvergiert.

Lemma

Es seien uy, k =1,2,... in einem Gebiet (2 C R" stetige Funktionen mit den fol-
genden Eigenschaften:

1. uy ist harmonisch in Q) firk=1,2,...;

2. {u} ist gleichméBig konvergent auf B,(xp) fiir alle xo € Q) und alle r > 0
mit B,(xg) C Q.

Dann ist der punktweise Grenzwert limy_, , #x harmonisch in .

Beweis

Es sei
u(x) = lim uy(x), x € Q.

k—o0

(Da {u;} gleichmifig konvergent auf jeder abgeschlossenen Kugel B, (xg) C Q
ist, konvergiert u(x) fiir alle x in einer solchen Kugel, d.h. fiir alle x € ).)

Wihle xg € Q und r > 0 mit B,(xg) C Q. Es gilt
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6.4 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

u(xo) = kll_}IIQlo uk(xo)

: 1 : :
= kh—>nolo I /a 50 u(y)dy (uy ist harmonisch)

- # /aBr 0 lim ue(y)dy (e — u gleichméRig auf B, (x0))

1
- dy.
T /aB,(x0>”(Y) y

Da diese Gleichung fiir alle xo € Q) und alle » > 0 mit B,(x) C Q gilt, ist u in Q)
harmonisch. O

Satz (der erste Harnacksche Konvergenzsatz)

Es sei () C R” ein beschranktes Gebiet und u; € C(Q)), k = 1,2,... Funktionen mit
den folgenden Eigenschaften:

1. uy ist harmonisch in Q) fiirk =1,2,...;
2. Die Folge {gx} mit gx = ug|yq ist gleichmiBig konvergent auf 9.

Dann ist # = limy_. o, 4y harmonisch in Q mit u|yn = limy_ g%-

Beweis

Da {gi} gleichmiafig auf 0Q) konvergiert, ist {g;} eine gleichméfige Cauchy-
Folge in (). Zu jedem ¢ > 0 existiert also N > 0, so dass

lgm(x) —gn(x)| <e  furallex € Qund alle m,n > N.

Weil u,, und u,, harmonisch in () sind, ist u,, — u,, ebenfalls harmonisch in (), und
aus dem Maximumsprinzip folgt

max 1y (x) — up (X)| = max |uy (x) — un(x)].

xeQ) x€0Q)

Es gilt also

|t (x) — un (x)] < I?E%Wm(X) — up(x)]
=){relg;§|gm(><) — gn(x)]
<&
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6.4 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

fiir alle x € Q und alle m,n > N, so dass {u;} eine gleichméaflige Cauchy-Folge in
Q) ist. Damit ist {u; } in Q gleichmé&Big konvergent.

Aus dem letzten Lemma folgt, dass limy_, 1y in (2 harmonisch ist, und offen-

sichtlich gilt limy_, oo 1 = limy_, o k- ([l

Satz (die Harnacksche Ungleichung)

Es sei u € C(Br(xp)) harmonisch in Bg(xq) und nichtnegativ auf Bg(xp)-

Dann gilt die Harnacksche Ungleichung

R n_ZR—r R n_2R+1" 5
< <
wo) (7)) poe < w00 < w0 () g x€Bi()

fur aller < R.

Beweis

Aus der Poissonschen Formel folgt

R2 — ]x—x0|2/ u(y)
= d 1
o nwoaR Josgt) = y[" Y .

fiir x € Bgr(xo) und insbesondere fiir x € B, (xo)-

Es gilt nun

x—y| = [x=xo+x0—y| < |x0—y|+[x—x| = R+|x—xo,
x—y| = [x=x0+x0—y| > [xo—y|—[x—=x| = R~ |x—xg]

fiir y € Br(xo). Einsetzen in (1) ergibt

R‘2—|x—x0|2 n—Z( 1 / )
o d
R+ x—xo|)" 1eon R Jag (xo) u(y)dy

(. J
-~

=u(xop)

<u(x)

R?—|x—xq> _,_ ( 1
: (1] )
= R+ [x—xo|)" nw, R—1 aBR(XO)”(Y) y

(. J
-~

= u(xo)
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6.4 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

R )”_ZR—|x—xo|
R+ |x — x| R+ |x — x|

= u(xo)(
<u(x)

R "2 R+ |x — xg|
< _ -
_u(XO)(R—|X—X0|) R —[x —xo|

Wir erhalten die Harnacksche Ungleichung, indem wir die Abschidtzung
Ix — x| <7

in der vorigen Ungleichung benutzen. [l

Korollar (Satz von Liouville)

Es sei u € C(R") eine harmonische Funktion, die nach oben oder nach unten
beschrankt ist. Dann ist u# konstant.

Beweis

Definiere v(x) := u(x) — m, falls u(x) > m fiir alle x € R" ist, und v(x) := M —
u(x), falls u(x) < M fir alle x € R" ist. Damit ist v tiberall harmonisch und nicht-
negativ.

Wahle x € R" und r > 0 grof8 genug, so dass |x| < r ist. Aus der Hanackschen
Ungleichung folgt

v(0) <Rir>n_2§;: < vl < o(0) <R1ir)n_2§ir:

fiir R > r, und im Limes R — oo ergibt diese Abschdtzung

v(0) <ov(x) <0(0),

so dass
v(x) =0(0)
und daher
u(x) =u(0)
ist. [l
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Satz (der zweite Harnacksche Konvergenzsatz)

Es seien uy, k =1,2,... in einem Gebiet (2 C R" stetige Funktionen mit den fol-
genden Eigenschaften:

1. uy ist harmonisch in Q) furk=1,2,...;
2. Uj < Ukiq fir k = 1,2,...;
3. {ug(x)} ist nach oben beschrinkt fiir jedes x € Q).

Dann konvergiert {1 } punktweise gegen eine in () harmonische Funktion u und
die Konvergenz ist gleichméfig in jeder abgeschlossenen Kugel B, (xg) C Q.

Beweis

Wir zeigen, dass {u} auf jeder abgeschlossenen Kugel B, (xg) C Q) gleichméafig
konvergent ist. Das Ergebnis folgt dann unmittelbar aus dem ersten Lemma in
diesem Abschnitt.

Wihle xg € Q und r > 0 mit B,(xg) C Q. Da Q offen ist, existiert R > r, so dass
BR(X()) C Q)ist.

Fiir k > ¢ ist uy — uy harmonisch und nichtnegativ in () und insbesondere in
Br(xp). Aus der Harnackschen Ungleichung folgt also

R V" 2R+r
—r R—r

)~ 1s(x) < (ax0) = s x0)
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6.4 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

fiir x € B, (xo).

Beachte, dass {uy(xp)} konvergent und folglich eine Cauchy-Folge ist: u(xg) —
ug(xg) — 0 fur k¢ — oo mit k > ¢. Die letzte Ungleichung impliziert nun, dass
ur(x) — uy(x) — 0 fiir k£ — oo mit k > ¢, und zwar gleichmégig in B,(xg). Die
Funktionenfolge {u;} ist also eine gleichméflige Cauchy-Folge auf B,(xg) und
daher gleichmifig konvergent auf B, (xo). O

Bemerkung

Die dritte Voraussetzung lafst sich durch die folgende schwéchere Voraussetzung
ersetzen:

Es existert xo € ), so dass {u(xp) } nach oben beschréankt ist.

Die Methode im Beweis zeigt namlich, dass {u;} auf B,(xo) fiir alle r > 0 mit
By (x0) C Q gleichmifiig konvergent ist. Damit ist {14 (x) } konvergent und daher
nach oben beschrénkt fiir alle x € By (xg).

Wir verfahren nun wie im Beweis des starken Maximumsprinzips. Das obige Ar-
gument zeigt insbesondere, dass die Menge

S1 = {xo € O : ur(xp) ist nach oben beschrénkt}

offen ist: Fiir jeden Punkt x¢ € Sy gilt B,(xg) C S1, wobei r wie im obigen Beweis
definiert ist. Betrachte nun die Menge

Sy = {x0 € O : uy(xp) ist nicht nach oben beschrankt}.

Fiir jeden Punkt xg € S, gibt es eine Folge {k, } natiirlicher Zahlen mit k, — oo
und uy, (xo) > n. Wahle r und R wie im obigen Beweis. Aus der Harnackschen
Ungleichung folgt

— 00 firn — o

R V" 2R—r
R+7r R+r

i () > g, <x0>(

fiir alle x € B,(xg), und damit ist B,(xp) C S,. Die Menge S, is also auch offen.

Offensichtlich ist () = S1 U S; und §1 N S = ¢, so dass Sq, Sy eine offene Zerlegung
von () ist. Da () aber offen und zusammenhédngend ist, ist entweder S; = ¢ oder
Sy = ¢. Wir haben angenommen, dass S1 # ¢ ist. Damit gilt Sy = ¢, so dass {u(x)}
fir alle x € ) nach oben beschrankt ist.
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6.5 Die Perronsche Methode

6.5 Die Perronsche Methode

Die Perronsche Methode ist eine abstrakte Methode zur Losung des Randwert-
problems

Au =0, x €Q),
u=4g, X € aQ,
wobei () ein beschrianktes Gebiet des R"” und ¢ € C(9Q)) sind.
Diese Methode bedient sich der Konvergenzsitze fiir harmonische Funktionen

aus dem letzten Abschnitt sowie weiterer Ergebnisse fiir im Mittelwertsinne sub-
harmonische Funktionen, die wir jetzt beschreiben.

Harmonische Liftung

In diesem Abschnitt ist () immer ein beschranktes Gebiet des IR” und der Begriff
‘subharmonisch’ bedeutet ‘subharmonisch im Mittelwertsinne’.

Definition

Es seien u € C(Q)) und B = B,(xp) eine offene Kugel, deren Abschluss in () liegt.
Die harmonische Liftung von u ist die durch die Formel

2 _ _ 2
e T

up(x) = nwy,r B |x —y|"
u(x), x€ O\ B

definierte Funktion ug € C(Q)).
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6.5 Die Perronsche Methode

Hier wird u durch die Losung von

Aw = 0 in B,
w=1u auf 0B
ersetzt.

Hier wird u nicht gedndert.

Lemma

u € C(Q)) ist subharmonisch genau dann, wenn u < up fiir jede offene Kugel B
ist, deren Abschluss in () liegt.

Beweis

Die Aussage ‘u < ug’ bedeutet

2 Iy — xal?
Pk xl [ g,
u(x) < nwy,r 3B |x — Y|
u(x), X € ﬁ\ B,
und diese Ungleichung ist offensichtlich dquivalent zu
= Ix—xol* [ _u(y)
< .
u(x) < nwyr /<9B Ix —y|" dy, xe B (1)

Die Aussage
‘u < up fiir jede offene Kugel B, deren Abschluss in () liegt’

bedeutet also, dass die Ungleichung (1) fiir jede offene Kugel B gilt, deren Ab-
schluss in () liegt.

Es gelte nun (1) fiir jede offene Kugel B = B,(xg), deren Abschluss in Q) liegt.
Dann gilt (1) insbesondere fiir x = x¢, so dass

r u(y) 1 / _
< Y gy = dy =
u(x) = nwy /83,(x0) X0 — y|" Y = w1 9B, (xo) uly)dy = ir(xo)
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6.5 Die Perronsche Methode

fiir alle B,(xg) mit B,(xo) € Q) ist. Damit ist u subharmonisch in Q.

Es sei nun u subharmonisch in (2 und B eine offene Kugel, deren Abschluss in ()
liegt. Die Funktion

w :=u(x)

X Xo|2/ u(y)
0

d
nwyr B |x —y|" y

(. J

harmonisch in B,

gleich u auf 0B
ist subharmonisch in E und verschwindet auf 0B. Dem Maximumsprinzip zufol-
ge gilt also w < 0 auf B, welches (1) impliziert. O
Korollar

Es habe u € C(Q)) die folgende Eigenschaft:

Zu jedem x € () gilt
u(xo) < r(xo) (%)

fiir alle hinreichend kleinen Werte von r.

Dann ist u subharmonisch in Q).

Beweis

Das starke Maximumsprinzip gilt unverdandert fiir Funktionen mit der Eigen-
schaft () (siehe die Bemerkung unter dem Beweis des starken Maximumsprin-

Zips).

Es sei B eine offene Kugel, deren Abschluss in () liegt. Die Funktion

P —Ix— x0|2/ u(y)
]

w = u(x) ot sTx—y

dy

J/

harmon;;ch in B,
gleich u auf 0B

ist subharmonisch in B und verschwindet auf dB. Dem Maximumsprinzip zufol-
ge gilt also w < 0 auf B, so dass u < up in B. In )\ B gilt wiederum u = up.

Damit ist u < up fiir jede offene Kugel B, deren Abschluss in () liegt, und aus dem
letzen Lemma folgt, dass u subharmonisch in () ist. O
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6.5 Die Perronsche Methode

Satz

Es seien u € C(Q)) ein subharmonische Funktion und B eine offene Kugel, deren
Abschluss in () liegt. Dann ist #g subharmonisch.

Beweis

Wir zeigen: Zu jedem x* € () gilt

up(x”) < (up),(x")

tiir alle hinreichend kleinen Werte von p.

Fiir x* € B wahlen wir p mit B,(x*) C
B. Weil up harmonisch in B ist, gilt

up(x*) = (up), (x*)-

Fiir x* € O\ B wihlen wir p mit B, (x*) C
O\ B. Weil up subharmonisch in Q\ B
ist, gilt up(x*) < (up),(x*).
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Fiir x* € 0B gilt

up(xX") = u(x")
<1,(x*)  (uist subharmonisch)
< (up),(x") (u<up)

fiir alle p mit B, (x*) C Q).

Lemma

Es erfiillen u, w € C(Q)) die Ungleichung u < w in Q. Dann gilt up < wg fiir jede
offene Kugel B, deren Abschluss in () liegt.

Beweis

Fir x € O\ B ist up(x) = u(x) und wg(x) = w(x), so dass u < w auf )\ B ist. Es
bleibt also zu zeigen, dass up < wp in B ist.

Die Funktionen up und wg sind harmonisch in B und geniigen ugp = u < w = wp

auf 0B. Aus dem Vergleichsprinzip (siehe das Referat von Jakob und Weikert)
folgt also up < wp in B. ]

Die Perronsche Methode

Wir besprechen nun die Perronschen Methode zur Losung des Randwertpro-
blems

Au=0, xe), (1)
u=g, x € 9Q), 2)

wobei ¢ € C(0Q)) ist. In diesem Abschnitt ist () immer ein beschranktes Gebiet
des R" und der Begriff ‘subharmonisch” beduetet ‘subharmonisch im Mittelwert-
sinne’.
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Definition

Die Perron-Klasse ist die Menge

Py = {u € C(Q)) : u ist subharmonisch in O, u(x) < g(x) fiir alle x € 902}

Bemerke, dass P; nicht leer ist: Die konstante Funktion u(x) = m, wobei
m = minycyn g(x) ist, liegt in Pg.

Nun definieren wir die Funktion u ¢! O — R durch die Formel

ug(x) = sup u(x).

u€eP,y
(Die Rechnung

u(x) < maxu(y) < maxg(y), u€P,xeq

y€oQ y€oQ

(.

Maximumsprinzip

zeigt, dass das Supremum existiert.)
Wir zeigen:
uq ist harmonisch in ();
ug € C(Q) und ug(x) = g(x) fiir alle x € 9O

Somit haben wir die Existenz einer Losung des Randwertproblems (1), (2) bewie-
sen. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumsprinzip (siehe das Referat von
Jakob und Weikert).

Satz

Die Funktion u ¢! ) — R ist harmonisch in Q.

Beweis

Waihle xg € Q) und r > 0, so dass der Abschluss von B := B,(xp) in Q) liegt.
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Hier ist v subharmonisch
und w; harmonisch.

Hier sind v, und wy subharmonisch.

Aus der Definition von uy(xg) folgt die Existenz einer maximierenden Folge
{ur(xp) } mit den Eigenschaften

up € P firk=12,...;
up(xo) < upyq(xp) furk=12,...;
]}L%uk(xo) = 1g¢(Xo).

Betrachte nun die durch die Formel

vk (x) = max{uq (x),... ux(x)}

definierten Funktionen vy € C(Q)). Diese Funktionen haben die folgenden Eigen-
schaften:

i liegt in Py, denn vy ist subharmonisch in Q) mit vy < ¢ auf 9Q);
Uk < Vky1 furk=1,2,...;
lim v (xo) = ug(xo), denn vy (xo) = uk(xo).

k—o0

Es sei wy € C(Q)) die harmonische Liftung (vy ). Diese Funktion hat insbesondere
die folgenden Eigenschaften:

wy ist harmonisch in B;
Wi < Wyy1, denn vy < v q;

wi(xo) < ug(xp) (denn wy liegt in Py: Sie ist subharmonisch in () und erfiillt
wi = v < g auf 0Q)).
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Es folgt also aus dem zweiten Harnackschen Konvergenzsatz, dass

w(x) := lim wy(x), x € B
k—o0
harmonisch ist.

Aus
wi(x) < ug(x), x€B

erhalten wir im Limes k — oo
w(x) < ug(x), X € B.
Wir zeigen nun durch Widerspruch, dass
w(x) = ug(x), x € B.
Nehmen wir also an, es gibt x* € B mit w(x*) < ug(x*). Dann existiert eine Funk-
tion U € Py mit w(x*) < U(x*). Wir betrachten nun die in () subharmonischen

Funktionen Vi = max{U,v;} und deren harmonische Liftungen Wy = (V})p. Es
gelten wieder

Wi ist harmonisch in B;
Wi < Wipq, denn Vi < Viyy;

Wk(xO) S ug(xo).
Es folgt also aus dem zweiten Harnackschen Konvergenzsatz, dass

W(x) := lim Wi(x), x€EB

k—o0

harmonisch ist. AufSerdem ist

W(x*) > U(x*) > w(x¥).

Es gilt nun:
w < Win B, denn w; < W; in B;
v < wy, denn wy = (vy ) und vy ist subharmonisch in Q). Damit ist

vk(x0) < wi(xo) < ug(xo),

und im Limes k — oo liefert diese Ungleichung

ZU(X()) = ug(xo).
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Vi < Wy und daher

max{U(xp),vk(x0) } < Wi(x0) < ug(xo).

Daraus folgt
W(Xo) = ug(xo).

Es sei R eine reelle Zahl mit [x* — x| < R < r.

Dann ist W — w stetig auf Bg(xo), harmonisch in Bg(xp) und nichtnegativ auf
dBr(xp). Da W(xg) — w(xg) = 0 ist, wird das Minimum von W — w in einem Punkt
im Inneren von Br(xp) angenommen. Dem starken Minimumsprinzip zufolge ist
W — w = 0 auf B,(xg). Insbesondere gilt W(x*) = w(x*). Dies widerspricht aber
W(x*) > w(x*).

Somit haben wir gezeigt, dass uy = w in B ist. Folglich ist u, harmonisch in B.
Das Argument funktioniert aber fiir jede Kugel B, deren Abschluss in () liegt.
Die Funktion u ist also in ganz () harmonisch. g

Wir miissen nun kldren, ob die Funktion u, stetig in Q) ist und die Randbedingung

ug = g auf dQ) erfiillt. Das ndchste Beispiel zeigt, dass dies nicht immer der Fall
ist.
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Beispiel
Betrachten Sie das Randwertproblem
uxx"'uyyzo fﬁr0<x2+y2<1,

u=0 fir 2 +y?> =1,
u=-1 fur (x,y) = (0,0).

Zeigen Sie, dass die Perron-Losung nicht stetig im Nullpunkt ist.

Losung

Es sei 0 < ¢ < 1. Betrachte die Funktion

-1, 0<r<seg,
te(r) lo
g7
__©o <r<1
loge’ EST= 4

wobei r = /x2 + 2 ist. Diese Funktion ist stetig auf B(0,0), erfiillt die Randbe-
dingungen im Mittelpunkt und am Einheitskreis, und aus der Rechnung

ug (1) :max{ —1 , logr }

~ loge
harmonisch =~ ~—~~—
harmonisch

folgt, dass sie subharmonisch fiir 0 < x> +y? < 1 ist. Sie liegt daher in der Perron-
Klasse.
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ug(r)

Die Perronsche Losung Ug erfillt:

ug(0,0) = supu(0,0) = —1,

u€Py

denn u(0,0) < —1 fiir alle u € Py und u¢(0) = —1;

ug(x,y) = supu(x,y) > sup ue (\/x2+y2) =0

ueP, 0<e<1

fiir 0 < x2 +y2 < 1.
O

Es ist notwendig, eine Eigenschaft der Randpunkte vorauszusetzen, um eine Perron-

Losung der Klasse C(Q)) zu erhalten.

Definitionen

Eine Funktion w € C(Q) heiflt Barrierenfunktion im Punkt x( € 9}, falls sie fol-
gende Eigenschaften besitzt:

1. w ist im Mittelwertsinne superharmonisch in €);
2. ZU(X()) =0

3. w(x) >0 fiir x € Q\ {x}-
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Ein Punkt xg € 90 heifdt reguldrer Randpunkt, falls es eine Barrierenfunktion im
Punkt x( gibt.

Satz

Es sei xp € () ein reguldrer Randpunkt. Dann gilt

lim ug(y) = g(xo).

y—Xo
yeQ

Beweis

Nach Voraussetzung existiert eine Barrierenfunktion w im Punkt xo. Wahle e > 0.

Da g stetig im Punkt xg ist, existiert § > 0, so dass

x€30, [x—x| <8 = |g(x) —g(x0)| < g
Weil w positiv und stetig auf O\ {xq } ist, existiert m > 0, so dass
x€Q, |x—x|>8 = w(kx)>m.
Es sei M = sup, ., |g(x)| und K =2M/m, so dass

x€O,|x—x|>5 = Kuw(x)>2M.

Hier ist |g(x) — g(x0)| < 5.

Hier ist Kw(x) > M.
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Definiere f; € C(Q)) durch die Formel
€
fi(x) =g8(x0) — 5 — Kw(x).

Diese Funktion ist subharmonisch in () und hat die folgenden Eigenschaften:
Fiir x € 0Q) mit |x — xg| > ¢ gilt

filx) = gba)+ (—3) +(Kw()) < —M < g(x).

<M T2, <-2M

Fiir x € 0Q) mit |x — x¢| < ¢ gilt

filx) = g(x0) = 5+(=Kw(x) < g(x).
“ <0
<g(x)

Damit ist f;(x) < g(x) fiir alle x € 0Q), so dass f; € Py ist.

Die Stetigkeit von w im Punkt xo impliziert die Existenz von A > 0, so dass

€
Q, |x — AN = —.
x€Q,|x—xp| < w(x) < 7K

Es gilt
ug(x) = filx) = g(xo) —¢
fur x € Q mit |x — xp| < A.

Fur allev € Pg ist die durch die Formel

f2(x) = 0(x) = (g(x0) + 5 + Kuw(x))

definierte Funktion f, € C(Q)) subharmonisch in () und nichtpositiv auf 002
(betrachte die zwei Teile von dQ) wie oben und beachte, dass v(x) < g(x) ist).
Dem Maximumsprinzip zufolge ist also f, nichtpositiv auf (). Es gilt also

Ug(x) = s:}):w(x)
vely

< g(x0) + 5 + Kw(x)
<g(xo) +¢

fur x € Q mit [x — xg| < A.

Damit gilt
x€Q, |[x—x| <A = Jug(x) —g(xo)| <e.
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Korollar

Das Anfangswertproblem (1), (2) ist fiir alle Funktionen ¢ € C(9Q2) genau dann
16sbar, wenn alle Punkte von d() regular sind.

Beweis

Es seien alle Punkte von 0Q) reguldr. Die obigen Resultate zeigen, dass das An-
fangswertproblem fiir alle Funktionen g € C(0Q2) 16sbar ist.

Es sei nun das Anfangswertproblem fiir alle Funktionen g € C(9Q}) losbar. Wéhle
xo € 0Q und g € C(9Q)) mit g(xg) =0und g > 0auf 0O\ {xo} (z.B. g(x) =[x — x¢|).

Die entsprechende Perron-Losung u, € C()) des Anfangswertproblems existiert
nach Voraussetzung und erfiillt dem starken Minimumsprinzip zufolge ug > 0
auf O\ {xo}. Die Funktion u, ist also eine Barrierenfunktion im Punkt xo. 4

Es gibt geometrische Kriterien, die die Existenz eine Barrierenfunktion garantie-
ren.

Definition

Der Randpunkt xq € dQ) erfiillt die dulere Kugelbedingung, falls es einen Punkt
x* € R" und eine positive reelle Zahl r mit B, (x*) N Q) = {x¢} gibt.

~

o]
| o]

Hier ist die dufiere Kugelbedingung Hier ist die dufiere Kugelbedingung
im Punkt x( erfiillt. im Punkt xo nicht erfullt.
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Lemma

Der Randpunkt xo € 0Q) erfiille die dufsere Kugelbedingung. Dann ist x( ein re-
guldrer Randpunkt.

Beweis

Fiir n > 2 definiert die Formel

1 1
T on=2 |X— X*|”_2

eine Barrierenfunktion im Punkt xy € 9Q):
w ist stetig auf Q;

w ist harmonisch in R"\ {x*} und insbesondere superharmonisch in ();

w(xg) = — =0

Fiir x € Q\ {xo} ist |x — x*| > r und daher w(x) > 0.
Fiir n = 2 ist die entsprechende Barrierenfunktion w(x) = log|x — x*| —logr. O
Bemerkung

Die duflere Kugelbedingung ist sehr restriktiv. Es gibt schwéchere hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz einer Barrierenfunktion.

Die Bedingung, dass ein Randpunkt reguldr ist, ist eine lokale Bedingung.
Definition

Eine Funktion w heifst lokale Barrierenfunktion im Punkt xy € 9(), falls es eine
offene Kugel B, (x,) gibt, so dass w eine Barrierenfunktion im Punkt xo € 0(Q2 N
B,(xp)) ist.
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Lemma

Es sei w eine lokale Barrierenfunktion im Punkt xy € Q). Dann existiert eine Bar-
rierenfunktion in diesem Punkt.

Beweis

Es seien R € (0,7) und m = min{w(x) : x € (B,(x) \ Br(x)) N Q}.

die schraffierte Region. Insbe-
sondere gilt hier m < w und da-
her min(m,w) = m.

h m ist das Minimum von w tiiber

o]

Betrachte die durch die Formel
min(m,w(x)), x€ QN By(xg),

definierte Funktion:

schraffierten Teil von (). W ist
stetig in ), da min(m,w) = m
im Teil der schraffierten Region
zwischen den beiden Kugeln ist.

W ist min(m,w) in der schraf-
tierten Region und m im nicht-
Q

Die Funktion W ist eine Barrierenfunktion im Punkt xo € d(). Sie ist ndmlich ste-
tig auf ), positiv auf O\ {xo} und verschwindet im Punkt xg. AuSerdem ist sie
superharmonisch in )

132



6.5 Die Perronsche Methode

BANAY,

BANAY,

In dieser Region ist W das Minimum
zweier superharmonischer Funktionen
und daher selbst superharmonisch.

In dieser Region ist W konstant (gleich
m) und daher harmonisch.
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