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S c R3 Minimalfliche
p €S, B.(p) € R mit geniigend kleinem r > 0

= Areag, (p)(S) < Areag () (S")



Das Dirichlet-Problem

Das Dirichlet-Problem

Ziel: Losung des Randwertproblems

c Vit _
div (W) =0 auf Q,
f‘aﬂ =& auf 00Q.

(2 C R" (n > 2) Gebiet, ®: 9Q — R Randfunktion)

Losungsansatz: Minimieren des Flachenfunktionals

Aa(F) ;:/Q«/H VF[2 dx

( f:Q— R, ﬂaQ:‘D)




Das Dirichlet-Problem

Problem: z.B. CX-Minimalfolgen (k > 1) konvergent?

= Notwendig:

@ Aq auf Rdumen “verallgemeinerter Funktionen® studieren

@ Regularitdt der Extremale beweisen

= Zugang von Haar:

1. Lip(2) und Eigenschaften von Ag
2. Lipschitz-konstante Funktionen
3. Bounded-Slope-Condition



Lip(Q2) und Eigenschaften von Aq

Lip(€2) und Eigenschaften von Agq

Definition

(i) f:Q — R Lipschitz-stetig auf Q
< 3 Konstante M > 0 : | f(x) - f(y) | < M| x-y |
Vxy € Q

(ii) Lip(Q2) := {f: Q@ — R, beschrankt und Lipschitz-stetig}

Satz von Rademacher

f: Q — R Lipschitz-stetig.

= f fast iiberall differenzierbar und | Vf | < Lip(f).
= Aq (f) wohldefiniert fiir f € Lip(Q2)




Lip(€2) und Eigenschaften von Aq

(i) C C Lip(f2) konvexe Teilmenge

= Aq auf C streng konvex.
(ii) fm — f gleichmaBig auf Q, supLip(f,) < oo
= Aq(f) < liminf,_ o Aq(fm) (unterhalbstetig).

fm(X + h) — fm(X) h—0
h

B L | G £| < lim infn o0 V]

= Aq(f) = [o /T + [VF? dx

< f \/1 + liminf|V |2 dx = liminf 00 Aq(fm)

Ofm

Beweis von (ii):




Funktionen mit beschréankter Lipschitz-Konstante

Funktionen mit beschrankter Lipschitz-Konstante

3! Minimalstelle fg von Aq in Lipg(Q2, ®):
Aq(fr) < Aq(f)  V f e Lipr(Q, ®).

Beweisskizze:

(fm) Minimalfolge in Lipr(2, ®) = ... = (f) glm. beschrankt.
Satz von Arzela-Ascoli = 3 Teilfolge (f,) und Funktion

f € C°(Q) mit f,, — f gleichmiBig auf Q, f € Lipr(Q, ®).
Aq(f) <liminfy oo Aa(fm) = inflip.(0,0) Aa.

= Minimalstelle.



WV Lipschitz-Funktion, Lip(W) < R, gr € Lipr(Q2, V) Ag-minimal.
(i) Vorausgesetzt, & < W auf 0Q

= fr < gr auf Q
(i) Sei @ < W auf 9Q nicht vorausgesetzt

= sup,cq | fr(X) - gr(X)| < supxcan | ®(x) - V(x) |




Beweis von (i):

hr:= min(fg, gr) € Lipr(Q2, V).
= AQ(fR) < AQ(hR)

= Jipncgn VI IVRPdx + [io 0 V/1+ [Ver]? dx
= f[fR>gR] 1+ |Vig[?dx < f[fR>gR] \/de.

Analog: Hr := max(fg, gr) € Lipr(Q2, V).

:> f[fR>gR] VI+[Verl? dx < f[fR>gR] 1+ |Vfr|2 dx.
= Aa(fr) = Aa(hg).

fr = hg = min(fg, hg) eind. Minimalstelle in Lipg (22, V).
= fr < gR auf Q.
Dad < Wauf 00 = fr < gg auf Q.



Bounded-Slope-Condition

Bounded-Slope-Condition

Q C R" beschrankt und konvex, ®: 9Q — R Randfunktion.
Definition

Randmannigfaltigkeit [:= {(z, ®(z2)): z € 9Q} erfiillt
Bounded-Slope-Condition mit Konstante K > 0, wenn gilt:

3 zu jedem p=(xo,P(xg)) € I affin-lin. Funktionen L;t: R" - R,
L,jf(x) = at (x-xp) + P(x0), at = a*(p) € R" mit:

(a) Ly (x) < d(x) < Lj(x) Vx €0Q

(b) [a*| < K.




Bounded-Slope-Condition




Bounded-Slope-Condition

Q C R"” beschrankt und konvex, ®: 92 — R Lipschitz-stetig,
B.S.C. mit K > 0 erfillt.

=V R > K : Lipfg < K

Beweisskizze:
Vergleichsprinzip = L~ < fp < Lt auf Q.
Fiir x € Q bedeutet dies:
fR(X) - fR(Xo) < L+(X) - fR(Xo) = L+(X) - q)(Xo)
= LT(x) - LT(x0) < K:|x - xo|.
Entsprechend: fr(x) - fr(x0) > -K:|x - Xo|.

= |fr(x) - fr(Y)| < K:|x-y| ¥V x € Q,y € o9.



Bounded-Slope-Condition

Q, ® wie oben. Erfiillen 2, ® eine B.S.C.

= 3! f € Lip(Q, ®) := {g € Lip(Q): g|0Q2 = d}, s.d.
Aq(f):=[q /14 |VF2dx < Aq(g) V g € Lip(Q, d).

Beweisskizze:

Wiahle R > K, betrachte fgr € Lipr(£2, ).

Satz = Lipfr < R. = fgp + 6'(f— fR) € LipR(Q,(D) fir g €
Lip(Q2, ®) bel., |e] <« 1.

= AQ(fR) < AQ(fR + 6-(f— fR))

= = oI+ |VERdx > [ /1+ |VF? dx.



Bounded-Slope-Condition

= Lassen wir also Lipschitz-Graphen als Minimalflachen zu,
so finden wir in dieser erweiterten Klasse eine Flache
kleinsten Inhalts.
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