
Quantenmechanische Streutheorie

Aaron Schaal

Seminar zu ausgewählten Themen der QED

22.09.2015



Grundlagen Herleitung über SG Herleitung über Kausalität Ausblick auf QED

Gliederung

1 Grundlagen

2 Herleitung der Störungsreihe der S-Matrix mithilfe der
Schrödinger-Gleichung

3 Herleitung der Störungsreihe der S-Matrix über Kausalität

4 Ausblick auf QED
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Grundlagen - Zeitentwicklung

Unitäre Zeitentwicklung:

|Ψ(t)〉 = U(t, s) |Ψ(s)〉 , U(t, s)† = U(s, t)

U(t, s)U(s, r) = U(t, r)

Für V zeitunabhängig:

Ψ(t) = e−iHtΨ(s) mit H = H0 + V
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Grundlagen - Wellenoperatoren

W in
out

= s-lim
t→∓∞

e iHte−iH0t

Falls V zeitabhängig:

W in
out

= s-lim
t→∓∞

U(t, 0)†e−iH0t

= s-lim
t→∓∞

U(0, t)e−iH0t
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Grundlagen - WW-Bild

Transformationen:

Zustände:
|ϕ̃〉 = e iH0t |ϕ〉

Operatoren:

Ṽ (t) = e iH0tV (t)e−iH0t
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Grundlagen - S-Matrix

Im Schrödinger-Bild:

S = W †outWin = lim
s→−∞
t→+∞

e iH0tU(t, s)e−iH0s

Übergangsamplitude von |ϕ〉 zu |Ψ〉: 〈Ψ,Sϕ〉
Im WW-Bild:

S = lim
s→−∞
t→+∞

Ũ(t, s)
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Schrödingergleichung

i
d

dt
Ψ(t) = H(t)Ψ(t) = (H0 + V (t)) Ψ(t)

i
d

dt
Ψ̃(t) = Ṽ (t)Ψ̃(t)

Multiplikation mit i und anschlieÿende Integration ergibt:

Ψ̃(t) = Ψ̃(s)− i

t∫
s

dt1Ṽ (t1)Ψ̃(t1)

mit sup Ṽ (t) <∞
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dt1Ṽ (t1)Ψ̃(t1)

mit sup Ṽ (t) <∞
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Dyson-Reihe

Ψ̃(t) = Ψ̃(s) − i

t∫
s

dt1Ṽ (t1) Ψ̃(t1)︸ ︷︷ ︸
Ψ̃(s)−i

t∫
s
dt2Ṽ (t2)Ψ̃(t2)

n-mal iterieren ⇒ Dyson-Reihe:

Ψ̃(t) =

1 +
∞∑
n=1

(−i)n
t∫

s

dt1

t1∫
s

dt2 . . .

tn−1∫
s

dtnṼ (t1) . . . Ṽ (tn)

︸ ︷︷ ︸
Ũn(t,s)

 Ψ̃(s)
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Konvergenz der Dyson-Reihe

‖Ũn(t, s)‖ ≤
t∫

s

dt1

t1∫
s

dt2 . . .

tn−1∫
s

dtn‖Ṽ (t1)‖ . . . ‖Ṽ (tn)‖

=
1
n!

 t∫
s

dτ‖Ṽ (τ)‖

n

+∞∫
−∞

ds‖V (s)‖ <∞

S =
∞∑
n=0

(−i)n
+∞∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2 . . .

tn−1∫
−∞

dtnṼ (t1) . . . Ṽ (tn)
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dtnṼ (t1) . . . Ṽ (tn)
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‖Ũn(t, s)‖ ≤
t∫

s

dt1

t1∫
s

dt2 . . .

tn−1∫
s
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Umformung mithilfe des Zeitordnungsoperators

T [A1(t1)A2(t2) . . .An(tn)] :=
∑
σ∈Sn

τ
(
tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)

)
Aσ(1)Aσ(2) . . .Aσ(n)

mit τ
(
tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)

)
=

{
1 σ(1) > σ(2) > · · · > σ(n)

0 sonst

S =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

+∞∫
−∞

dt1

+∞∫
−∞

dt2 . . .

+∞∫
−∞

dtnT
[
Ṽ (t1) . . . Ṽ (tn)

]

=: T

e−i +∞∫
−∞

dtṼ (t)





Grundlagen Herleitung über SG Herleitung über Kausalität Ausblick auf QED

Umformung mithilfe des Zeitordnungsoperators

T [A1(t1)A2(t2) . . .An(tn)] :=
∑
σ∈Sn

τ
(
tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)

)
Aσ(1)Aσ(2) . . .Aσ(n)

mit τ
(
tσ(1), tσ(2), . . . , tσ(n)

)
=

{
1 σ(1) > σ(2) > · · · > σ(n)

0 sonst

S =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

+∞∫
−∞

dt1

+∞∫
−∞

dt2 . . .

+∞∫
−∞

dtnT
[
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Potenzreihe der S-Matrix

Multiplikation des Potentials mit einer Testfunktion g(t)
Potenzreihe der S-Matrix bzgl. g(t):

S(g) = 1 +
∞∑
n=1

1
n!

∫
dt1 . . . dtnTn(t1, . . . , tn)g(t1) . . . g(tn)︸ ︷︷ ︸

=:T

S(g)−1 = 1 +
∞∑
n=1

1
n!

∫
dt1 . . . dtnT

′
n(t1, . . . , tn)g(t1) . . . g(tn)

= (1 + T )−1 = 1 +
∞∑
r=1

(−T )r

⇒
∞∑
r=1

(−T )r =
∞∑
n=1

1
n!

∫
dt1 . . . dtnT

′
n(t1, . . . , tn)g(t1) . . . g(tn) =

∞∑
r=1

(−1)r
∞∑
n=1

1
n!

∫
dt1 . . . dtnTn(t1, . . . , tn)g(t1) . . . g(tn)
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Bestimmung der ersten Ordnung Störungstheorie

∞∑
r=1

(−T )r =
∞∑
n=1

1

n!

∫
dt1 . . . dtnT

′
n(t1, . . . , tn)g(t1) . . . g(tn) =

∞∑
r=1

(−1)r
∞∑
n=1

1

n!

∫
dt1 . . . dtnTn(t1, . . . , tn)g(t1) . . . g(tn)

X := { t1 . . . tn } = X1 ∪ · · · ∪ Xr disjunkt, Xr 6= ∅

T ′n(X ) =
n∑

r=1

(−1)r
∑
Pr

Tn1(X1) . . .Tnr (Xr ) mit |Xj | = nj

⇒ T ′1(t) = −T1(t)
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Kausalitätseigenschaft der S-Matrix

Ũ(t, s)Ũ(s, r) = Ũ(t, r)

S = lim
s→−∞
t→+∞

Ũ(t, s)

supp g1 ⊂ (−∞, s), supp g2 ⊂ (s,+∞)

S(g1 + g2) = U0(0,∞)U(+∞,−∞)U0(−∞, 0)

U0(0,∞)U(+∞, s)U0(s, 0)U0(0, s)U(s,−∞)U0(−∞, s) = S(g2)S(g1)
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Kausalitätseigenschaft der S-Matrix

Ũ(t, s)Ũ(s, r) = Ũ(t, r)

S = lim
s→−∞
t→+∞

Ũ(t, s)

supp g1 ⊂ (−∞, s), supp g2 ⊂ (s,+∞)

S(g1 + g2) = U0(0,∞)U(+∞,−∞)U0(−∞, 0)

U0(0,∞)U(+∞, s)U0(s, 0)U0(0, s)U(s,−∞)U0(−∞, s) = S(g2)S(g1)
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Anordnung der Integrale

S(g1 + g2) =
∑
n

1
n!

∫
dt1 . . . dtnTn(t1, . . . , tn)×

×(g1(t1) + g2(t)) . . . (g1(tn) + g2(tn))

Gewünschte Anordnung der Testfunktionen:
g2(t1) . . . g2(tm)g1(tm+1) . . . g1(tn)

# Permutationen der Testfunktionen:
(
n
m

)
, wobei m = #g1,

n −m = #g2
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Kausalitätseigenschaft der Potenzreihe der S-Matrix

S(g1 + g2) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

1

n!

(
n

m

)∫
dt1 . . . dtnTn(t1, . . . , tn)×

× g2(t1) . . . g2(tm)g1(tm+1 . . . g1(tn)

= S(g2)S(g1) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

1

n!

(
n

m

)∫
dt1 . . . dtnTm(t1, . . . , tm)Tn−m(tm+1, . . . , tn)×

× g2(t1) . . . g2(tm)g1(tm+1) . . . g1(tn)

Kausalitätseigenschaft der Potenzreihe

Tn(t1, . . . , tn) = Tm(t1, . . . , tm)Tn−m(tm+1, . . . , tn)

falls für alle ti ∈ { t1 . . . tm } , tj ∈ { tm+1 . . . tn } gilt: ti < tj
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Avancierte bzw. Retardierte Funktionen

A′2(t1, t2) = T̃1(t1)T1(t2) = −T1(t1)T1(t2)

R ′2(t1, t2) = T1(t2)T̃1(t1) = −T1(t2)T1(t1)

A2(t1, t2) = A′2(t1, t2) + T2(t1, t2)

R2(t1, t2) = R ′2(t1, t2) + T2(t2, t1)

Kausalitätseigenschaft⇒

{
A2 = 0 für t1 < t2

R2 = 0 für t1 > t2
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Induktionsanfang

D2 = R2 − A2 = R ′2 − A′2

R2(t1, t2) =Θ(t1 − t2)D2(t1, t2)

=Θ(t1 − t2)(T1(t1)T1(t2)− T1(t2)T1(t1))

mit Θ(x) :=

{
0 für x ≤ 0

1 für x > 0

T2(t1, t2) =R2(t1, t2)− R ′2(t1, t2)

=Θ(t1 − t2)T1(t1)T1(t2) + Θ(t2 − t1)T1(t2)T1(t1) =

=T [T1(t1)T1(t2)]
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Induktionsschritt

Induktionsvoraussetzung: Tn−1(t1 . . . tn−1) = T [T1(t1) . . .T1(tn−1)]
Induktionsschritt:

A′n(t1, . . . , tn) =
∑
P2

T̃n1(X1)Tn−n1(X2, tn)

R ′n(t1, . . . , t2) =
∑
P2

Tn−n1(X2, tn)T̃n1(X1)

An(t1, . . . , tn) =
∑
P0
2

T ′n1(X1)Tn−n1(X2, tn) = A′n + Tn(t1, . . . , tn)

Rn(t1, . . . , tn) =
∑
P0
2

Tn−n1(X2, tn)T ′n1(X1) = R ′n + Tn(t1, . . . , tn)

Dn = Rn − An = R ′n − A′n

Tn(t1, . . . , tn) = Tm(t1, . . . , tm)Tn−m(tm+1, . . . , tn)

falls für alle ti ∈ { t1 . . . tm } , tj ∈ { tm+1 . . . tn } gilt: ti < tj
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Ausblick

Keine allgemeine Entwicklungsgleichung in der QED ⇒ Erste
Methode nicht übertragbar

Kausalitätseigenschaft der S-Matrix gilt auch in der QED ⇒
Methode von Epstein und Glaser
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Ende

Danke für Eure Aufmerksamkeit!!!
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