Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe.
Von

Otto Szész in Frankfurt a. M.

Einleitung.

Es sei die Potenzreihe
(1) fle) = d'an 2 = a,+az+a,2" + ...

fiir | z| < 1 konvergent und beschrdnki. Es existiere also eine Konstante M,
so daB
If)I < M fir |2]<1.

Sei zundchst M = 1; bekanntlich ist dann (Landausche Ungleichung)

@ Jateto ta i1y 3 (M)
und (Fejérsche Ungleichung)
(8) (rn+1)a,+na,—+ ... +a,|<n+1 (n=1,2,8,...)%.

) Man vgl. z. B. E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Er-
gebnisse der Funktionentheorie, Berlin 1916, §§ 1, 2.

%) L. Fejér, Rend. del Circ. Matem. di Palermo 38 (1914), 8. 79—87, insh. § 95. —
Herr Steffensen (ebenda 38, S. 382) fand — unter der unwesentlichen Voraussetzung:
Gp=10 —

ltg+8 ... o] <5 (1)
Man vgl. auch Landau, a.a. 0. 1), 8,9,

Ubrigens ergibt sich — worauf mich Herr Fejér sufmerksam machte — (3)
schon aus einertilteren Fejérschen Formel (Math. M (1904), 8. 51—69,
insb. 8. 54); demnach ist \

. x—z
sinn —5—

27
s (x)+4 (x)+ -+ 8u—y (2) 1 fF(“) de

“%u=x
]}

L L—z
mn
sm 5

wo 8(z), 8 (@), . .. die Partialsummen der Fourierreihe von F(z) bezeichnen.
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Oder wenn zur Abkiirzung
a0+a1+ . e +CL”=.S‘”

n 3 L]
ERED
und »=90

(F) lso+sl+...+sﬂ?§_n+l. ]
Es ist auch bekannt, da in (2) Gleichheit dann und nur dann gll!t,

—0,1,2,...)
(n >
gesetzt wird,

wenn .
n -% 1 4
i ( v) (-3)
f(z)=ers ”io (y eine reelle K onstante);
Z(1)
y=0
und es ist leicht einzusehen, daf in (8) Gleichheit nur im Falle
=ert
gilt. fz)=e

In Weiterverfolgung des Landauschen Ideenganges leite tch diese
Resultate aus einer gemeinsamen Quelle ab, die ich auch zur Aufstellung
anderer Relationen #hnlichen Charakters benutze. Nachtriglich habe ich
indessen die Arbeit mit Riicksicht auf eine inzwischen erschienene Abhand-
lung des Herrn I Schur an mehreren Stellen abgedndert 3.

§ 1.
Satz 1. Zwei n -+ 1-gliedrige Zahlenfolgen
T gy Mys oees By Agy Ayy ey Ay

seien durch die Identitit miteinander verbunden.:
(4) (2’0+X‘lz+“‘+lnzn)2=lu0+1ulz+"'+lu’nz”+"°:
Hierauns folgt leicht

2
22 . i
nay +(n—ar+...4a_ "t 1 smn g
ln = = gna | flres®) .o do (0 <<r<1);
g sin -
also R
- sinn-o-c—
nagy+(n—1)a,r+... +a,_ 1 2
ln !—‘<=2nn .« dad1 (D<<r<1)
0 8 5

hieraus ergibt sich (3) unmittelbar.

%) Man vgl. I Schur, Uber Potenzreihen, die im Innetn des 'Einh'eitskreises
beschrinkt sind, Journal fiir Mathematik 147 (1817), 8. 205-282. Vygl, weiter unten
die §§ 1, 2 und 6 meiner Arbeit, Insbesondere verdankt § 6 seine Entstehung der
Schurschen Arbeit.
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das heifit, es ses
(5) Rodw b Aoyt F A dy=a  (v=0,1,..., n);
ferner geniige die Potenzrethe (1) der Bedingung

(6) | Ya
y=0

Dann st

(L) lupag+p,_ o+ ... +#oan|§—|}'0i2+l}u[2+-~- + 14,

Hat die Gleichung

(7 Piz)=h+Az+...+d,z#=0

keine Wurzel im Kreise z| <1, so tritt in L auch Gleichheit auf, und
zwar nur im Falle

=1 firz|] < 1.

0w _ - -
. A~ A "
(8) Ea,z"ze*/‘- ozt +;'°: .
oy Ao Azt 44, 2

Unter 1, ist hierbei die zu 4, konjugiert komplexe Zahl zu verstehen.

Den Beweis filhrte ich zuerst in Anlehnung an die von Herrn Landau
zum Beweise seiner Ungleichheit (2) benutzte Methode, die dem Falle
po=1, uy=1,..., p,=1 entspricht. Um zu zeigen, daf in (L) nur fiir
die Funktion (8) Gleichheit gilt, muBte ich jedoch einen tiefliegenden
Fatouschen Satz iiber beschrinkte Potenzreihen anwenden. Herr J. Schur,
dem mein Manuskript vorgelegen hat, machte mich freundlichst darauf
aufmerksam, daB sich der Satz einfacher unter Zuhilfenahme einer Un-
gleichung ableiten 14Bt, die er in einer inzwischen erschienenen Arbeit
gab. Ich filhre nun auf diesem Wege den Beweis des Satzes und leite
der Vollstindigkeit halber anch die zu benutzende Schursche Ungleichung
(a. a. 0. %), 8. 227) in Kiirze ab.

Setzt man
f(2)P(2)=2v. 2,
y=0
so daf also
g h, + @ Ay + ... Fa,ly =0, ('y=0,1,...,‘n)
Oy F g Ay + oo F oy A=, (k=1,2,...),

so wird bekanntlich fiir 0 <o < 1

ke

ol e =g [ | 1(ee) Ploe)[ da.

y==0
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Vermbge der Bedingung (6) folgt hieraus

2x n
- 1 . .
Dot iy [1Pel da= Sinl e,
= [\ -

also ist auch Z |, |" konvergent und

y=0

PACAEAT

v»=0 »y=0
und schlieflich
(9) 2wl 2lnl

y=0 yz=0
Dies ist die Schursche Ungleichung. Damit hier Gleichheit gilt, mull
jedenfalls die Beziehung bestehen:

v,=0 fiir »=n+1,n+2, ...

Nun ist offenbar

Pioo A 3@y o gty =D 1 (Gohnay + By Iy o A Ganrio)
=2 AVp_s,
y=0

also
fn 7
(10) [ #8y+ ot o | £ D) [ Aones| < D 5B+ (000 ),
y=0 y=0

und schlieBlich mit Riicksicht auf (9):
(L) llu‘na0+lu‘n—1a1 + A +/u'0an’ é]lolg + '111‘2 +"' + ]'ln lﬂ‘

Damit hier Gleichheit gilt, muf offenbar in den Beziehungen (9)
und (10) die Gleichheit bestehen, es miissen also folgende Bedingungen
erfiillt sein:

1) 9,=0 fir y=n+1,n2+2,...;

2) die Zahlen 4,94, (»=0,...,n) haben dieselbe Amplitude, das
heiBt, es gibt eine Konstante y, so daB

hytpy=re% (»y=0,1,..,1n), r=0;
8) 4] =]vn-»] ‘ (r=0,1,...,n).
Aus 2) und 3) folgt |4, |>=r7,, also aus 2) fir 4,4 0:
Vnpr == Ay €775

dies gilt wegen 3) auch fiir 1, = 0.
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Es ist demnach
f(z)P(2)= eﬂ'(}: A,z A2,
it }.n B 1 zn
oder )= e i
Liegen die Wurzeln von (7) auBerhalb oder auf dem Rande des Ein-

heitskreises, so ist auch klar, daB diese Funktion der Bedingung (6) ge-
niigt, denn es ist |f(e*’)| =1; man sieht auch unmittelbar, dal jetat.

in (9) und in (L) Gleichheit gilt.
Damit ist der Satz I bewiesen,

§2
Aus Satz I ergibt sich leicht der folgende Satz von Schur [a. a. O. %),

Satz X]:
Satz A. Die Potenzreihe (1) ist dann und nur dann fir {z|{<1
konvergent und beschrinkt, wenn die Bilinearform

A(z,y) =Z Qg &0 Yy
rSu
beschrinkt ist. Die obere Grenze der Potenzreihe ist genau gleich der
oberen Grenze der Bilinearform

Ist némlich f(z)= Za,,, z» fiir |2 <1 konvergent und daselbst
y==0

|f(z)| <1, so besagt die Ungleichung (L), da8 die quadratische Form
der komplexen Variabeln i, ..., 4,:

K, (h2) = Ay (Gyhnmy + Gy dneyer + .+ Gnshy)
y=0

fiir 2 [4,/? =1 die obere Schranke | besitzt; also hat auch die Bili-

y=0
nearform

K, (R 2) = ky(Godnay + Gy dneyes + . & Guosidy)

»=0

fiir 2 k*=1 und 2 |4,]2 = 1 die obere Schranke Eins *). Ersetzt man hier

k, durch Yn—vund 4, durch Z,, so erhilt man fiir Z| %, [?<1und 2[ AL

»r=0

4} Dies folgt sofort ans der Bezichung:
K (b, )=3 [Ea(b+44, k+2)— Ko (k—1,E—1)].
Man vgl. E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundiagen fiir eine Theorie der unend-
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»
‘Zy"—'(aoxn—r“}‘a;xu_,_l +...+ Gn-'xo)‘ =1,
=0
das heit
(11) !Zaﬂ“*xvyplél (n=0, 1, 2,-..).
v_-“_Mn
Ist umgekehrt (11) erfiillt, so erhilt man gunachst fir z, =1, y, =1,
B o= dy=...=2,=0, =y =...=y,_, = O°
la,| <1 (n=0,1,2,...),
also a, z konvergiert fiir |z| < 1. Ferner folgt aus (11) fir a, = &7,
r=0

Yu = elp~n)aid

Zaﬂ_, g(ﬂ—a-)ai; <n +1,

ySpsin

oder

[(n+1)ay+ na,e**+ ...+ g et < n+1,
das heilit

) l8g + 8, () +... + ()| = n +1;
also st
’o+‘1(z:":-'i-+sa(z)t§1 fiir lzi<1’

und da

ata@d te® fG) fir n—co,
80 ist auch
(8) F(z)i <1 fir j2] < 1.

Aus Satz I kann man noch einen weiteren Schlufl ziehen. Damit
unter der Bedingung (6) schon der n-te Abschnitt der Bilinearform 4(z,y)
die obere Grenze 1 erreicht, das heillt

w poy
| S ann =V S V S
oé’él‘é* r=0 y==0

wird fiir ein geeignetes Wertesystem #,,..., #,; ¥,,...,¥,, ist offenbar
notwendig und hinreichend, da8

[K, (1,2 =2 |4

y=0

wird. Das heiBt in (L) muB Gleichheit gelten, also ist

(12)

lichen Matrizen, Mathem. Annalen 69 (1910), 8. 289—3880 (g 4, 5. 808—304). Die hier
fiir reelle quadratische Formen sngestellte Uberlegung 158¢ gich sofort auf quadra-
tische Formen mit komplexen Koeffizienten iibertragen,
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It 422"
Vo pe 2 T - T Mo%
2 @, = ert
und es ist ersichtlich, daB jetzt in (12) fiir =, =1,, ¥, —=4,_, Gleich-
heit gilt.
Ist nun A, =0, so muB auch 1, =0 sein (da sonst f(z) fiir z=0
einen Pol hétte), und dann ist

® - -

Za 2¥ = er’ Aoyt 42
L4 -

=0

Lt Fl_

also wiirde schon der (n — 1)-te Abschnitt 4, _, (z,y) = 2 Gy 2,9, die
»SuSn-1

obere OGrenze 1 erreichen. Damit also n der kleinste Index sei, fiir den

4, (w,y) die obere Grenze 1 erreicht, mufl 1,4 0 sein. Die Funktion f(z)

188t sich dann offenbar in der Form schreiben:

-+ 1wy
)= 12, (<1,

1

Wire ferner etwa |w,|=1, also W, =, so wire
n

. o z2—+wy
f(z)= e“wnH1+w,,z

also wiirde wiederum schon A, _, die Grenze 1 erreichen. Damit ist der
Satz bewiesen:

Satz B. Es bezeichne M, die obere Grenze der Bilinearform
4, (=, y), dann ist offenbar M, < M, . und nach Satz A entweder M, <1
(»=0,1,2,...), oder My< M, < ... <M, <1, M,=M, , . =...=1
Der zweite Fall tritt dann und nur dann ein, wenn f(z) von der Form ist:

(18) f(z)= et ]Ififf:z lw, | < 1.

 Verzichtet man auf die in Satz B enthaltene Erginzung, so 1aBt sich
Batz A auf kurzem, direktem Wege folgendermaBien beweisen:

Offenbar ist bei Integration iiber den Kreis |z| = ¢ in positivem Sinne

1 f(2) a, fir v=0,1,2,...
©) (1) {0 fry =018

2nd

hieraus ergibt sich unmittelbar
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A (2, y)= ff(")( ’;iﬂ;)dz

Y, p.“-()

— [ 12 (Ser) (%) 2

Nach Einfilhrung der Substitution z = g e=* folgt hieraus

W Y) =57 ff pe*t) (Zx o e*‘“) (jyvg‘”e-'“‘) de,

ryr=10 »=0

und es ergibt sich sofort

E y‘y -v e—l’dt

»=0Q

14, (2, 9)] égl’

n
Z Y, Q—v e—vat

v=0

Zx Q" et

2
} de
1 n
é?{ZI%IQ ¢+ 2 lyvl”e‘g”}-
»==x0 y==0
Durch den Grenziibergang ¢ — 1 erhélt man nun hieraus

|An<x,y>|g-;—§;{fwv|ﬂ+xyv|*},

also
n n

(11) |4,z 9)|<1 fir D |sl<1, 2 ePgl (n=0,12,.. ).
y=0 »=0

Wie umgekehrt aus (11) unmittelbar (6”) folgt, ist auf 8. 168 gezeigt worden .
Die Sitze A und B lassen sich auch so formulieren (man wvgl.
Schur a. a. O. 3), 8.226—227):
1. Es ist dann und nur dann [f(2)| <1 fir [2|{<1, wenn die
Hermitesche Form
® 2
2 @y Ty +

p—F—Td— 3ol —3

r=0 =0

nicht negativ ist.

2. Die nichtnegative Hermitesche Form & ist vom Range n stets
und nur dann, wenn f(z) vom Typus (13) ist.

Herr Schur hat auferdem bewiesen (a. a. O, Satz X*%):

8. Die Hermitesche Form § ist dann und nur dann nicht negatiw,
wenn ihre Abschnittsdeterminanten &,, Oas . .. entweder simtlich positiwv
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(> 0) sind, oder wenn die n ersten unter ihnen positiv, die folgenden alle
Null sind. Notwendig und hinreichend fiir das Eintreten des zweiten Falles
ist, da8 f(z) vom Typus (13) ist. Die Zahl % gibt hierbei zugleich den
Rang der Hermiteschen Form 9 an.

Fiir Punkt 1 selbst (mit Verzicht darauf, die Bedeutung des Ranges
der Form $ und das Verhalten der Determinanten 8, zu charakterisieren)
gab Herr Schur auch einen kurzen direkten Beweis, der sich auf seine
Ungleichung (9) stiitzt. Ich zeige, daf sich hieraus auch Punkt 2 direkt
ableiten 1aft.

Die Ungleichung (9) lautet ausfiihrlich geschrieben:

n

2 !a’ozv+%3v-—1+- b +a”}’0!2§2l1"'!2’
r=0

p»==0

filhren wir hier nach Herrn Schur die Bezeichnungen ein:

ho=mu,, =1u, ,, ce A =uy,
go erhalten wir
” n
(%) Zla.,uv+a1uy+1+---+an_vu,.|2§20|m|2,
v=0 P

und wir haben nur zu entscheiden, wann hier bei passender Wahl der
u, Gleichheit gilt. Hierzu ist notwendig (vgl § 1, 8. 165 — 166), daB

Qe+ U . u, =0 (k=1,23,...)
gel, und es ist dann

n
2 v, 2"

(by) flz) = —"="—n,
2 tnr?
p =0

wobei

Vpoy == Qg Uy + By Uy yy ~+ + o o = Ay Un (»=0,1,..., n)

ist. Soll nun die Funktion f(2) der Bedingung (6') geniigen, so muB sie
offenbar innerhalb und auf dem Rande des Einheitskreises regulir sein,
und wir konnen die Beziehung aufstellen

Z::(‘Uy l2='—21;flf(eai) Zu"_yevai

r=0

fdeg Y u
p=0

Es ist ersichtlich, daB hier Gleichheit nur dann gilt, wenn

(by) [Fe=)|=1
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ist. Aus den Bedingungen (b,) und (b,) folgt nun nach einem bekannten
Satz, daB f(z) vom Typus (13) ist®).

Umgekehrt ist klar, daB fiir eine Funktion f(z) vom Typus (13) in
(%) bei passender Wahl der u, Gleichheit gilt.

§ 8.

Eine leichte Verallgemeinerung der Relation (L) ergibt sich folgender-

maBen. Es seien
Wy, Wy, 0oy W

»
die p-ten Einheitswurzeln, also

wf=1 (r=1,2,..., p),
und es sei r eine positive ganze Zahl zwischen den Grenzen

0r<p—1.
Dann folgt aus (6):

?
»:;iZw}’"(ao—}-alw,z-{—a_zw,”'z"—}—. ) ‘ <1 (jz|<1),
r=1

also
Iarzr+ar+yzf+p+ar+2pzr+2p+'" [él (}z|< 1)’

und hieraus nach einem bekannten Schwarzschen Lemma

o +a, 2 +a, .27+ [Z1 0 (2] < 1),
also schlieBlich

g, +a ,,24+a.,,.22+... <1 0r<p—1, |[z|<1).
Daher ist nach Satz I
n

| a4 aos Gyt By | < D) 14 [

damit hier .(Gleichheit gilt, muB offenbar nach (8) =

@0 —_ - -—

R g L e R o 'Y

é;“'“”“’“e L N SR W
®) Dies ist eine unmittelbare Folge des Schwarzschen Spiegelungsprinzips
aug der Theorie der analytischen Fortsetzungen. Man vgl. auch T. H. Gronwall,
On Analytic Functions of Constant Modulus on & given Contour, Annals of Mathe-
matics (2) 14 (1912—1913), 8. 72—80 (§ 3). Einen andern, gleichfalls sehr einfachen
Beweis hat mir Herr Fejér brieflich mitgeteilt. — Speziell fiir ganze *Funktionén
f(z) vgl. such O. Blumenthal, Sur le mode de croissance des fonotions entidres,
Bulletin de la Société mathématique de France 35 (1907), B. 213—232 (8. 214 —215).
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[+~3
gein; also ist Zl“r +ypt=1. Andererseits ist aber infolge der Be-
N:O

dingung (6): Z la, '® < 1; hieraus folgt
y=0

a,=0 fir »3=r(mod p).
Es ist also

E E L S Ry pt 4
a, 2 = ar'f'f‘p zr+vp — e)’i 2r. _!f' 1172 + + o”z
~ Ao+ A 2P A 1, 2™P

und es gilt der
Satz I Unter den gleichen Voraussetzungen, wie in Satz I ist

n
‘Mnar+/‘n—1ar+p+ s +/"’oa’r+”1"—§— 2“”"[2
r=0

fir 0 <7 < p, und Gleichheit gilt nur im Falle

o _ - _—
= Za zr=e" 27 G il el L .
” Ao A 2P 4 2, 2"P

§ 4.
Betrachten wir nun einige spezielle Félle der Theoreme I und T, die

sich durch eine besondere Wahl der u, ergeben.
Es ist offenbar fiir beliebige reelle oder komplexe Werte von k

(1o 31y () o — 1ok 4 ECEED

r=0

und

==Y (=1 (H =1t 2D oy

4

80 ist '
b= (Y =012
wird noch zur Abkiirzung
—2k w(—2k -
e L e e A S L

gesetzt, so folgt aus Satz I:
Unter der Bedingung (6) ist

(14) lsff._l)'léj (F)

=0
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Bekanntlich sind die Gréfen
= LE8 gre-n o1 p1,2,8, .. )

(2k-1)
8, = = n
L n2k 1

die Cesaroschen Mittel (2% — 1)-ter Ordnung der Folge s, ¢,, s,, ..
Fiir reelle k> % ist nun nach (14)

- rek B (k1) B (1) (kdn— 1y
ot < SE8 14  BEED o ]

<IEB 1+ T | <o,
» v=1
also unterhalb einer von % abhingigen Konstante.
Fiir $ <k < 1 zeigte dies schon Herr Landau¥).
Aus Batz I folgt ferner, daB fir reelles k und 0 <k <1 in (14)
Gleichheit gilt, falls f(z) die Gestalt hat
n 1
P (3)

a, 77 =¢"" .,
2 )

wobei

Pa)=1+ket 2D oy | L RGFD-Gbnl)

denn nach einem Kakeyaschen Satz [vgl. z. B. Landau, a. a. 0. 1), §2,
8. 20] hat das Polynom P(z) keine Nullstelle im Kreise |2] <1 (seine
Koeffizienten sind niemals wachsende positive Zahlen).

Fir k=} it p=1, A=(—17(<}),
fir k=1 ist wo=v+1, 4, =1,

und man erhélt die in der Einleitung zitierten Resultate.

Analoge Relationen erhilt man aus Satz T'; insbesondere folgt fiir
k=3

n
1.3...(2»r—1)\2
'(15) Iar+ar+p+"‘+a’r+nplél_l-Z(_Z_-_Ai:,‘(:%ay—)) ?
vzl
wobel aber r < p vorausgesetzt ist.

Herr Fabry hat bei belichigem r und p eine obere Schranke fir
den linksseitigen Ausdruck angegeben, und Herr Landau hat Fabrys
Resultat auf kiirzerem Wege abgeleitet ?).

‘) Landau, Abschitzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe, Archiv
der Mathematik und Physik (8) 21 (1913), S. 42—50 und 8. 250—255; (3) 24 (1916),
8. 250260 (Dritte Abhandlung, §, 252—258, 257—259).

") 8.2. 0. %), Erste Abhandlung, §8 3—4.
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Ich gebe hier noch eine etwas allgemeinere Relation an als die unter
(14). Die allgemeinen Kugelfunktionen sind die Koeffizienten der

Entwicklung

(16) (1—2xz + 2%)7" mfPﬁ“(x)z' (P¥(z)==1).

r- 0

PP (z)ist eine ganze rationale Funktion von =z, die firk -} in das

Liegendresche Polynom iibergeht. Nun ist ersichtlich, daf fiir u, —

8
A, = P\¥(z) ist.
Also ist unter der Bedingung (6)

n i k)
an 0, P¥(z)+ a, PEy(2) + ...+ a,| < ;g'_p§d(x)r
=0
Um die rechte Seite dieser Ungleichung abzuschitzen, sei
—1<x~1,
und man setze
x = COS¢;

dann 1st offenbar

(A~ 22z + 2% o (1L —zery (1 —zemry™

[Z (— 1) ( )emzv} {2 (— 1)” k) _.,,,iz,,}_
Hieraus erhilt man®)
et = e () e

BN (st (o]

Pr(k)(x),

fiir & > 0 haben im Klammerausdruck simtliche Koeffizienten dasselbe

Vorzeichen (— 1Y, also ist
| PPeosp)| < |BP (1)) (k> 0);

nun -erhdlt man aus (16) fir x=1:

PPy =(—1y (25,

8) Fiir die Legendreschen Polynome (k=13) ﬁnd(lﬂ'/ sich diese Entwicklung schon

“bei Laplace, und Legendre schlof daraus, da }P(E)(cos ¢)| < 1. Man vergleiche
E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen (1. Auflage), Berlin 1861, 8. 7—8.

Mathematische Zeltschrift. I, 12
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also folgt aus (17)
n
: —k\2
gaoP,(.")(x) +a, P,‘,"i,(x)+ e +“ni éZ( ) ) (& > 0)%).
»=0

Hieraus folgf (14) fiir x ==1. Nur in diesem Falle kann Gleichheit

gelten.
Fiir k¥ =1 erbdlt man

(18) iaosin(n—{-l):p-{-—al'sinmpj—i.,+a,f£n£!£n+1;
| sin @ =
nun kann man tiberall a, durch a,e*¥® ersetzen, denn mit 2 a,%" geniigt
=0
auch 2 a,e’#iz* der Bedingung (6); man erhilt so aus (18)
v=0
ao8in(n+1)pfa,e”'sinng4... 4 a,8"Pising <n+1
sin @ = ’
und hieraus folgt durch Multiplikation mit e-*%*
g *¥isin(n+ 1) g+ a, " V¥%sinng ...+ aysing
(19) iy ——1<n+ L
Da aber '
ewi-%}—)ﬂ—pm 14 e20i .. 4 etroi,
go findet man aus (19)
(20) 8+ 8,evi4 ... +s,er?|<n+1 (0<p<L2nq).

Dies ist eine Verallgemeinerung der Formel (#) (8. 164); Gleichheit gilt

nur fir ¢ = 0 und Zavz” _ ere,
ry=0
§ 6.
Aus (20) erhdlt man fiir n ==1:

[8|+8 (<2,

und Gleichheit gilt nur fiir 2 a,2=e% Man kann nun die Frage

v=={
stellen: ist unter der Bedingung (6) stets
(21) {6l +le |+ +lsisn+1. %)

?) Diese Ungleichung gilt iibrigens auch fiir k< 0.

%) Fiir Fourierreihen haben sich mit der Summe |8,| )8, | J-...-| s, | schon
die Herren Hardy und Littlewood in ihrer Arbeit, Sur ls série de Fourier d’une
fonction & carré sommable, C. R. 156 (1913), 8, 1307—1309, im Zusammenhange mit dem
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Der Beweis dieser Ungleichung wurde von Herrn Schur erbracht
und ergibt sich aus seinem Beweisgang fiir einen allgemeineren Satz!1)
folgendermafen: es ist

FE)A+z2+...+a)=s +8z+...+s,20+ ...,
also fir 0 <p <1

g 18 Pe®+...+ 8,20 +...

2n
— Ql‘yiflf(geai) (1+ e - ... - phenct) i-z de
0

2

1 . :

§2;f|1—{—@e‘“+u. +greret qda=14¢*+... + 0%";
4]

hieraus ergibt sich fiir g—1
(22) [P+ s P+ 8, 2Sn+1.
Damit hier Gleichheit gilt, mu8 offenbar
flz) = Sy - 8.2 ... -8.2"

D I B R
sein, und 8y -+ 8,2+ ...+ §,2" muB dieselben Nullstellen besitzen, wie
1+2z+...4 2", also
S+ 82+ ... Fs=ay(l+2+... ),

und hieraus
(23) lag |=1, a, =0, a=0, ...
Die Ungleichung (21) ist in (22) enthalten; denn es ist offenbar

s | <38 P+ 3,
also

11yl
8]+ H 8 <52 |8 5+ Sn+1,
r=0
und Gleichheit gilt nur im Falle (23).

§ 7.
Die Relation (15) legt die Frage nahe: Welches ist fiir beliebige
r und p die genane obere Schranke von @, + @, ,+ ... + G, 4 np| UDLET

Fejérschen Summabilititesatz beschiftigt. Man vgl. auch: Fekete, ,Vizsgilatok
a Fourier-sorokrsl, Mathematikai és természettudoményi Ertesito« 34 (1916), 8. 759
bis 786, und Fejér, Fourierreihe und Potenzreihe, Monatshefte fiir Mathematik und
Physik 28 (1917), 8. 64—76.

1) J, 8chur, a.a.0. %), 8. 227, Ungleichung (26). — Man erhbilt offenbar (22)

aus Ungleichung (9) des § 1 fir 1, =1.
12*
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der Bedingung (6)? Die gesuchte Zahl sei mit G (7, n, p) bezeichnet.
Wollen wir diese Frage mit Hilfe des Satzes I beantworten, so haben wir
vor allem zu

Po=1, py=1, ., p,=1, g, ., =0,..., 4 =0 (k=1)
die zugehbrigen i, zu bestimmen, also die Koeffizienten der Entwickelung

(b2t +2) =iz,
y==q
Dies gelingt leicht fiir den Fall n =1, es 1st dann

‘221, 2" :_‘/~1 —}—E:Z(i)z' =1+ éz__{_,% _(_'—2_1)"—1

-0
1-5...( 2'—;3)
4.6...2»

Ich zeige jetzt, daB
E+1

(24) Z(i)zio fir |2l <1.

r -0
Offenbar ist fiir 0 << o < 1
2(3)(—9)”*—" 1‘2!(%)59":1/1':5>0,
v 1

»-=0
also

3%1 % [P 3
2/1 M zQ<I fir 0<p<1.

-

Hieraus folgt
k41

SO
also ist fiir [z]| <1
k+1 1 k+1
3 (3)riz1-Z|(E)]>o

Damit ist (24) bewiesen. Also gilt nach Satz I’ (fiir n =k -+ 1) der

Satz IL  Unter der Voraussetzung (6) ist
B+l

2
(25)ia‘+a,+p}<2( ) (t=r+kp, r<p, >0,p=1,2,...),
r=0
und Gleichhest gilt nur fir
1 1
kil)+<l2c) Zte et

1 -
U Wy

(26) Z“wz”Ee”‘zh(
¥ 0
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Es ist also
kE+1

GuJﬂn:QK%y’}Zp’k‘{éy

y=0
Dagegen hat man fiir ¢ << p also &k = 0 aus (15):
(27) i@, 4a.., <3(0Zr <p)

and Gleichheit gilt nur fiir

k1
Es ist also allgemein G (¢, 1, p) = 2 <3'>3, k— [1}

»=0

Ich zeige, daB in (25) und (27) die linke Seite durch die Summe
der absoluten Betrige ‘ersetzt werden darf. Dies folgt sofort, wenn man
a, durch a,e”?% ersetzt, wo ¢ beliebig ist. Es gelten also die Un-
gleichungen:

k+1

) ) . 2 t] -
a21+la,+p;é2(i) (k—H:-o,p 1,2,...)
» -0

und im Falle (26) gilt sicher Gleichheit.

§ 8.

Aus (15) folgt fiir n =2:

89 .
Iar+ar+p+ar+2p|éa (?g’p),

und Gleichheit gilt nur im Falle

N gy gri $ TR
Za,,z = e m;

Ich bestimme jetzt die genaue obere Schranke von

lar+a'r+p+a’r+np’ (n>2’ 7'<p)
Zu diesem Zwecke bestimme ich die zu

v 0

/,10—_—-1, /,L1=0,.--, M"_.3=Os /“nwlr‘“]w /"nzl
gehorigen 1,, also die ersten # -4 1 Koeffizienten der Entwickelung
(L4242t = 32
»==0
Offenbar ist
1420714 z".—:(l —}—%z"_l —{—%z" + .. .)2 fir »n> 2,
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daher ~
lo_'—_l, 21“—-‘—0,.-., 1n_g:0, ;{n—lzéi An:!z.
Ferner ist fir (2] < 1

il > 11 —3=0,
also
1+%z"“1+%z"7&0 fir z| < 1.

Aus Satz I’ folgt somit der
Satz II1. Unter der Voraussetzung (6) ist
lar+ ar+p+a’r+npz :<_ g (n > 2’ < p):
und Qleschheit gilt nur fir

o0
1 P4 27
2 a, 2" =ert-z" A:Ij(i 1_1_
y=0 2 + z ® ? + zﬂ?

§9
Ich benutze jetzt den Landauschen Ideengang, um eine auf Poly-
nome beziigliche Extremalanfgabe zu lésen.
Es sei

m
fm(z) = Za,,z”
r=0
ein Polynom von genan m-tem Grade (a, 5% 0), und
n
|Za,z”|_§1 fir |z]| < 1.
»- 0

Man findet leicht (vgl. Formel (C), 8. 7)

Zyar‘zntjlf (2 ) 22 i z“+ . m+1>dz>

P
und hieraus

S =10

2
m—) 4
p=l

denn es ist jetzt

Jlflz(-})«dz:o fir »>m-+ 1.

Hieraus erbdlt man fiir 2z = e¥¢:

» PES

B
2"0’" _—_,_217_; fm(e )(1 _i_e-z'm_l_ —l—e"(’” 1)0;)2&,9

8
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also
m 2

(29) (Zva,, g_-é_—f{l_Le—&z b em=1P 29 — o,
v=1

und Gleichheit .gilt nur, wenn |f, (e’?)| =1 und
i
fm;;i )(1 +e-Pi 4+ eo(m—l)ﬂi)-:
konstante Amplitude hat, also von der Gestalt ist

fm(e ’)(1 b P e tme)BE) L grig (),
wo g(e?*) =0 fiir 0 <9 < 2.

Damn ist aber  g(e%)= |14 ¢ 4 ... 4 e-tm-19if2,

Hieraus folgt leicht Fr(€P) =eri.emdi,
oder fo(z) = eré.gm,

m
Aus (29) erhilt man nun sofort I Z Ya,z

y==1

und hieraus m(2)] <m fir |z] << 1%

<=Q;m fuir 12'5_1,

§ 10.
Ich frage nun nach der genauen oberen Schranke von

|a, +2a,+... +na,]
fir alle Potenzreihen, die der Bedingung (6) geniigen. FEs ist also 4, so
gu bestimmen, da8
la, +2a,+ ...+ na,| < A4,,
und daf hier 4, durch keine kleinere Zahl ersetzt werden kann. Wollten
wir unsere Methode anwenden, so miiiten wir zundchst die ersten n + 1
Koeffizienten der Reihenentwickelung

[n+(n—1Daz+... + x"-1]% =Zlvx"
vz 0

bestimmen. Fiir beliebiges » scheint dies recht schwierig zu sein; fiir
n =72, 34 kommt man leicht zum Ziele und erhélt so die Werte von
4,, 4,, A,. Tch will hier 4, zwischen zwei Schranken einschlieBen.

1) Auf anderem Wege hat schon Herr M. RieB dieses Resultat abgeleitet; vgl.
seine Arbeit, Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungen
fir Polynome, Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver., 23 (1914), 8. 354—368 (8. 357).
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Nach (2) ist

S

»y=0

<1+2(1 3. (21/——-1)) 6.5,

und hieraus folgt durch Anwendung von (29):
a, +2a,+...+na,| <G,

also

Andererseits ist offenbar
a, +2a,+ ...+ na,=(n+1) <sn —_ ‘E‘L‘j:_sln‘:_;l;:.‘{‘ sn) ,

also wird fiic die Funktion (man vgl. die Einleitung)
3 oGRS
PIE (e

‘a, + 20, + ... +na,, >{n+1)(G, —1);
es ist also zusammenfassend
(30) (n+1)(G,—1)< 4, <06, n=1,2,8,...).

flz) =

) Die Konstanten (&, haben offenbar fiir die Potenzreihe dieselbe Bedeutung
wie die Lebesgueschen Konstanten

1 A sin(Z’n-—]—I)%}
anfz'; —"T‘“dﬂ'
o | sy

fir die Fourierrethe. Fiir g, gab Herr Fejér (Journal fiir Mathematik 146 (1915),
8. 56) die Darstellung

2x
=
T %n

0

ich verweise hier darauf, def fiir @, eine analoge Dawmstellung existiert. Setzt man

14242 4. 422 |dd;

z==e"

" 2
(2(—3)(—2)")::1+z+~...+z"+°‘1z"+‘+~~+°‘nz’”»

»=x0

8o ist offenbar
27

Gum g [ 1o bt w4

[i}

x-*e’
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Hieraus erhdlt man leicht eine asymptotische Abschitzung von 4, .
Bekanntlich'*) ist

1 G, 1
@, >1logn, (4 b Jim (0 B
also aus (30)
1
4,~ nlogn.
SchluBbemerkung. Durch die Substitutionen z— Rz, a, B*— Mec,
lassen sich unsere Satze unmittelbar auf Potenzreihen Za,,z" fibertragen,

die im Kreise |z | << R absolut unter der Schranke M liegen.

) Man vgl. Landau, a.2.0. ), 8. 23.

(Bingegangen am 3. August 1917))



