
U n g l e i c h u n g e n  fiir d i e  Koef f i z i enten  e iner  Potenzre ihe .  

Von 

O~t~ S z ~ s z  h Frankfurt a. M. 

Einleitung. 

Es sei die Potenzreihe 
GO 

(1) f(z) = Z ~  ~ = ~o +a~z + ~ + . . .  

flit I z J ~ 1 lronvergent und besvhrd~kt. E~ existiere also eine Konstante M, 
so da~ 

If(z) l ~_~M fiir t z l < : l .  

Sei zun~ichst M =  1; bekannt l ich ist dann (Landausche Ungleichung) 

(2 )  laont_al._}_ _]_ a n  ] .<: 1 +  , ~ ,  1.3 . . . .  ( 2 , - - 1 )  
�9 "" ~-- ~.4. :_.-2-7 

und (Fej Srscho Ungleichung) 

(3) I(n+l)ao+nal.--{- . . . -Fa , , l~n-F1 (n--~ 1, 2 , 3 , . . . ) g ) .  

1) Man vgl. z. B. E. L a n d ~ . u ,  Dars~ellung and Begrfindung einiger neuerer Er-  
gebnisse der Funktionentheorie, B e r l i n  1916, w167 I~ 2. 

2) L. F e j 6 r ,  Read. del Circ. ]Ylatem. eli Palermo 38 (1914), S. 79--97, insb. S 95. - -  
Herr Sbe f f ensen  (ebenda 38, S. 382)  land - -  unter der unwesentlichen Voraussetzung : 
a o = 0 - -  

l*o-t-81 ~ . . .  + ,~  I < ~ .  ( ~ +  1). 
Man vgl. aueh L a n d a u ,  a. a. O. z), S. 9. 

Ubrigens ergib~ sieh ~ w o r a u f  reich Herr F e j S r  aufmerksam machte - -  (3) 
sehon aus einere~lteren F e j S r s c h e n  Formel (~l~th. Anaale_ n 5 8  (1904), S. 51--69, 
insb. S. 54); demn~eh ist 

~ sinn 
eo(~)+a~(~)+ . . .+8~-~(~)  1 f "~ 2--~ ~ ~'(~) ~ - ~  d~, 

o sin 

wc so(x), s l (x ) ,  . . .  die Pa r t i a l summen  der Fou r i e r r e ihe  yon F ( x )  bezeiehnen. 
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0der worm zur Abkiirzung 

ao -~- a~ -q- . . .  q- a,  = s,  
gesotzt wird, 

and 

W e l l l l  

( n ~ O ,  1 , 2 , . . . )  

l S o + S ~ + . . .  +s.]___<n+l. 
Es ist aueh bekannt, daf~ in (2)  Gleiehheit dann und n u t  d a n n  gi!t, 

f(z)=_e~' 

n 

t t  
(~, eine reello K o n s t a n t e ) ;  

und es ist leicht einzusehen, dal3 in (8) Gleichheit nut im F a l l e  

gilt. e,'  

In Weiterverf61gung des Landausehen Ideenganges I e i t e  i c h  dJose 
Resultate aus einer gemeinsamen Quelle ab, die ieh auch z u r  _A_ufstellung 
anderer Relationen ~hnlichen Charakters benutze. Naohtr~ig'lioh b a b e  ioh 
indessen die Arbeit mit Riicksicht auf eine inzwischen e r sch ienene  Abhand- 
!ung des Herrn I. Sehur  an mehreren Stellen abge~ndertS). 

w  

Sa tz  I. Zwei  n q-1-gl iedr ige  Zahlen/olgen 

go,/~l, . . . ,  t z , ;  2 0 , 2 x , . ' . ,  2, 
seien du~vh die ldentitat mi te inander  verbunden: 

(4) (~o+ 21z+ . . .  + ~,z~) ~ =~,o + ~ , z + . . .  + ~ , z ~  q-  . . .  , 

Hieraus folgt~ leieht 

n a  o q- (n--  1) air q - . . .  q-a._ 1 r " - 1  1 #  

0 " st~'n - ~ -  

also 

nao- '~ '(n--1)a*r-b'""  q-a"-l~'~-* I ~ 1 

o ~aT ] 
hieraus ergib~ sieh (8) unmittelbar. 

s) Man vgl. I. Schu;c, Ubsr Potenzreihen, die im Inner3a des '~-hxth'eitskroises 
beschri~nkt sind, Journal fiir Mathemat4k 147 (1917), S. 205-282. Ygl.  vToi ter  unten 
die w167 1, 9. and 6 meiner Arbeit. Insbeeondere verdanl~ w 6 seine E n t s t e h u n g  der 
Schursehen Arbeit. 

( 0 . < , < 1 ) ;  

( O ~ r ~ l ) ;  
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das heifit, es sei 

(5) ~o ~, + ~ ~,_~ + . . .  + ~, ~ o = ~ ,  ( ~ = o ,  ] , . . . ,  n);  

]erner geniige die Potenzreihe (1) der Bedingung 

(6) LZ , 'I <=: < :. 
~0 

Dann ist 

(L) ! l~,, ao-q- t t ,_ ,  ax -~- . . .  --~- b% a,, l s  [~ q- ] 2: [~ --~- .. . + [ ,t,~ l '~. 

Hat die Gleichung 

(7) P (z) -~  ~o + , q  z +  . . .  + ~, z~ = o 

keine Wurzel im Kreise I" z l < 1, so tritt in L auch Gleichheit au], und 
zwar nur im l~alle 

(8) Z a ,  z , ' - - e r ' .  2o4-2, z-}- 4-~ , z  n 

Unter ~ ]st hierbei die z~ 2, kon]ugiert komplexe Zahl zu verstehen. 

Den Beweis fiihrte ieh zuerst in Anlehnung an die yon Herrn Landau  
zum Beweise seiner Ungleichheit (2)  benutzte Methode, die dem Falle 
it0 ---- 1, /t 1 -~-- 1, . . .  , it, = 1 entsprieht. Um zu zeigen, dad in (L) nut  fiir 
die Funktion (8) Gleiehheit gilt, mul3te ich jedoeh einen tiefliegenden 
Fatousehen Satz tiber besehrgnkte Potenzreihen anwenden. Herr J. Sehur,  
dem mein Manuskript vorgelegen hat, maehte mieh ireundliehst daxauf 
aufmerksam, dal~ sich der 8atz einfaeher unter Zuhilfenahme einer Un- 
gleiehung ableiten l~l]t, die er in einer inzwisehen ersehienenen Arbeit 
gab. Ieh fiihre nun attf diesem Wege den Beweis des Satzes und leite 
der Vollst&ndigkeit halber aueh die zu benutzende 8ehursehe Ungleiehung 
(a. a. O. s), S. 227) in Kiirze ab. 

Setzt man 
0o 

f ( z ) P  (z)  = ~ v ,  z ' ,  
~"~0 

so dal~ also 

ao2, + al 2,_~ + . . .  q - a ,  2 o = v ,  

a~ 2 n -q- a~+ l  )!=_ i + . . .  -~- aT,+, 2 o = v ~ + .  

so wird bekmantlieh ffir 0 <~ ~ <: 1 
2~r 

f Z 1" o i ,o,) = ~ [ f ( e  P (e e"') I ~ d a .  
1,----0 0 

( v = O ,  1, . . . .  n) 

(k=1,2, . . . ) ,  
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Verm6ge der Bedingung (6) folgt hieraus 
~ : t  n 

w~---1 t , = O  0 

also ist aueh $ 1 v ~  t ~ konvergent und 

v = O  ~ , = 0  

und sehlieglich 

(9) ~ ' t~ ,  I' <__ ~ 1  ~,t' �9 

Dies ist die Schursche Ungleichung. Damit bier Gleichheit 
jedenfalls die Beziehung bestehen: 

v ~ = 0  fiir ~ = n + l ,  n + 2 ,  . . .  

gilt, mug 

Nun ist offenbar 
n 

n 

also 
~ n 

. . .  < 1 I~ 
v = O  * , = 0  

und schlie~lich mit Riicksicht auf (9): 

(L) t~,ao + ~,_1~ + . . .  + i,o~I =< I ~0t~ + i211~ + . . .  + 1~, ?. 
Damit bier Gleichheit gilt, mul~ offenbar in den Beziehungen (9) 

und (10) die Gleichheit bestehen, es miissen also folgende Bedingungen 
erfiillt sein: 

1) v~-----0 flit ~ = n + l ,  n + 2 ,  . . . ;  
2) die Zahlen ~v~_, (~ = 0 , . . . ,  n) haben dieselbe Amplitude, da~ 

heist, es gibt eine Konstante 7, so clal~ 

2 ~ v , _ , , = r , r  ~ (v = 0, 1, . . . ,  n),  r , ~ 0 ;  

8) 12~[=lv.-~t (~=o ,  1 . . . .  , ~ ) .  

Aus 2) und 3) folgt 12, [*= r, ,  also aus 2) flit ~, + 0: 

v~,4._ ~, == ~, ,er~ ; 

dies gilt wegen 3) auch fiir 2~----0. 
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Es ist demnach  

f(z) P (z) = eyi( X,, -k X,_~ z + . . .  -k ~oz'~), 

ode~ f (z )  = e , 'X" + s z §  -I- ~o z" 
4 -I- A~ z q - . . .  -F ~.J" 

Liegen die Wurzeln yon (7) auBerhalb oder auf dam Raade des Ein- 
heitskreises, so ist auch klar, dai] diese Funktion der Bedingung (6) ge- 
niigt, denn es ist [f(e~)[  ~ 1 ;  man sieht auch unmittelbar, dab jetzt~ 
in (9) and in (L) Gleiohheit gilt. 

Damit ist der Satz I bewiesen. 

w 
Aus 8atz I ergibt sieh leicht der folgeade Satz yon Sohur  [a. a. O. 8)~ 

Satz X]: 
Satz  A. Die Potenzreihe (1) ist dann uad nut dann fiir Izl < 1 

konvergent and beschrgnkt, wean die Biliaearform 

beschrgnkt ist. Die obere Grenze der Potenzreihe ist genau gleich der 
oberen Grenze der Bilinearform. 

Ist ngmlich f(z)-----2a~z~ flit 'IZI<I konvergent und daselbst 

l f ( z ) l s  so besagt die Ungleichung (L), dal3 die quadratisehe Form 
der komphxen Variabeln 2o, . . . ,  ~. : 

4) = Z  + + . . .  + 
n 

~ ' [ ~  I~= 1 die obere Sehranke [ besitzt; also hal aueh die Bili- 
V-~-O 

nearform 

~ , ~ 0  

n 

flit Z i k'l ~ -  1 and ~ I)~,]~ = 1 die obere Schranke Eins ~). Ersetzt man hier 
~ 0  v = O  n 

k, duroh y,_, und 2, dureh x,, so erhglt man fiir Z [  x, I ~ <: 1 and Z lY- I ~ <: 1: 

4) Dies folgb sofort aus der Beziehung: 

Man vgL E. H e l l i n g e r  und O. Toep l i t z ,  Grund]agen ffir eine Theorie der unend- 
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das heist 

(11) 

a , ~ _ , . _ ,  + . . .  - -1-a, ' , - '%)[  < 1 ,  

I ~ ' T a ~ _ , , z , y ~ l ~ :  I ( n = 0 , 1 , 2 , . . . ) .  

Ist umgekehrt (11) erfiillt, so erhglt man z u n ~ c h s t  fiir x o = 1, y. = 1, 

z l = z ,  . . . . .  z . = 0 ,  Y o = Y l = . - - = Y . - 1  - - O :  

]a,]  S: 1 ( n = 0 ,  1, 2 , . . . ) ,  

also Za.z" konvergiert flit Iz[ ~ 1. Ferner f o l g t  aus  (11) ffir x. = e - ' ~ ,  

oder 

das heist 
is,, + 8 , ( e , ' ) + . . .  + 8,(e-')  I __< ~ § 1; 

also ist 

[ ~ 0 + s , ( z ) + . . . ~ s , ( z ) l < l  f i i r  [z i < l  

und da 
s0+ 8~(z)~ . . .+  a.(z) --~f(z) f i i r  n - ~  oc, , 

so ist auch 

(6') If(z)i_<_l f l i t  tzl < 1. 

Aus Satz I kann man noch einen w e i t e r e n  Schlu~ ziehen. Damit 
unter der Bedingung (6') schon der n-re Abschni t t  t i e r  Bilinearform A (x, y) 
die obere Gre~ze 1 erzeicht, daa heiBt 

V2 (12) [ Z a,_.x.y,[= [x,[" lu, l' 
o _ ~ , ~ , _ ~ .  , = o  . = o  

wi~l t i l t  ein geeigaet~s Wez~esystem x~, . . . ,  ~ ;  ~/x . . . .  , y . ,  ist offenbaz 
no~wendig urn1 hinreicbend, da~ 

wird. Da~ heil~t in (L) mt~ ~leichhei~ gel ten,  a l s o  ist 

lichen Matrizen, Mathem. Annalen 69 (1910), S. 289~8gO (w 4, S. 808--304). Die bier 
fiir reelle quadratisehe Formen magestellte Uberlegung lgBt sieh sofort auf quadra~ 
tische Formen mit komplexen Koeffizienten fibertrage~ 
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a, z" ~ e r i ~ §  .§ 
~ = o  ~ o §  ' 

und es ist ersichtlich, daI] je~zt in (12) fiir x, ~ ~ ,  y, ~ ~n-, Gleich- 
heir gilt. 

Ist  nun ~0 ~ 0, so mu~ auch ~, ~ 0 sein (da sormt f ( z )  flit z = O 
einen Pol h~tte), und dana ist 

L-~+.. + ~ - ~  

~ ' ~ 0  

also wiirde schon der (n -- 1)-re Abschnit t  A,_~ (x, y) -~ ~ a~,_~x~y~, die 

obere Grenze 1 erreichen. D a m i t  also ~ der kleinste Index sei, fiir den 
.4, (x, y) die obere Grenze 1 erreicht, muB ~o ~ 0 seia. Die Funktion f (z)  
li~l]t sich dann offenbar in der F o r m  schreiben: 

W~ire ferner etwa I w,  [-~ 1, also ~ 1 - -  so w~ire 
Wr t 

n - - 1  
�9 T T  ~ §  

f ( z )  = e - w , , 1 1  ~ u  , 

also wiirde wiederum schon A~_ z die Grenze 1 erreichen. Damit ist der 
Satz bewiesen: 

S at,z B. Es bezeichne M ~  die obere Grenze der Bilineafform 
A , (  T, y), dann ist offenbar M~ ~___M,+ 1 und naeh Satz A entweder M~ < 1 
(~----- 0, 1, 2 , . . . ) ,  oder M o ~ M 1 ~ . . .  < Mn_ 1 ~ 1, M,--~ M , +  1 . . . .  ~- 1. 
Der zweite Fall  tr i t t  dana und nu t  dann ein, wenn f(z) yon der Form ist: 

(18) f (z )  = e~' ~ .  r - ~ + ~ ,  I w. l <  1. 

Verzich~et man auf die in Satz  B enthaltene Erg~nzung, so lhi]t sich 
Satz A auf kurzem, direktem Wage folgendermaBen beweisen: 

Of[enbar ist bei Integration fiber den Kreis ]z] ~ Q in positivem .Sinae 

(C) 1 ~f(Z) d z=~a , ,  fiir ~ =  0,1,  2, . . .  
~ = ~ j ~ - 7 ~  t 0 fiir ~ - ~ - - 1 , - - 2  . . . .  ; 

hieraus ergibt sich unmittelbar~ 
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n 

A.(=, V)= 2 = ~ j  ~ x -,--, _~__;-/d. 
~ ' ,  /-r = 0 

_ _ 1  
- -  2 # i d  z x , , z "  dz. 

Nach Einfiihrung der Substitution z = ~ e ~ folgt hieraus 

A,,(x,y)=-~--~ f(e e~'~) ~ . e ' e  ""~ Y ,O- 'e - '~  
0 \ ~ ' = 0  \ v  -~.-- 0 

und es ergibt sich sofort 

lA.(x, V)I < 1 f 
0 = 

also 

(11') 

~_~ y,,~-,e -'a~ da 

I I 1 y, ~-v e-,~r 

0 ~ , - ~ 0  

1 ~,, + �9 

Dutch den Grenziibergang ~--~ 1 erhiilt man nun hieraus 

n 
1 I a.(~,  v)l-<_ 2- ~ - '  { I ~,1~ + I v,P),  

da 

~t n 

IA,(x,y)I~l fwr ~"l~,l~l, ~'ly,,l~l (n=0 ,1 ,2 , . . . ) .  
~ = 0  ~ = 0  

Wie umgekohrt aus (11') unmi~telbar (6') folgt, ist auf S. 168 gezeigt w o r d e n .  
Die 8~tze A und B lassen sich auoh so formulieren (man v g l .  

Schur  a. a. O. 3), 8. 226--227): 
1. Es ist dann und nut danrL I f(z)l<_~ 1 flit I zl < 1, wenn d i e  

Hermitesche Form 

* , - - 0  ~' ~.-.~- 0 ~ 0  

nicht negativ ist. 
2. Die nichtnegative H e r m i t e s c h e  Form ~ ist yore Range ~ s f ; ~ t s  

und nut dann, wenn f(z) yore Typus (13) ist. 
Herr Schur  hal auflerdem bewiesen (a. a. O. Satz X*): 
3. Die Hermitesche Form ~ ist  dann und nut dann nioht n e g a t i v ,  

wenn ihre Abschrdttsdeterminan~en ~1, ~ ,  " - -  entweder s~mtlioh p o s i t i v '  
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(:> 0) sind, oder wenn die n ers ten unter ihnen positiv, die folgenclen alle 
Null sind. Notwendig und hinreichend flit das Eintreten des zweiten Falles 
ist, dal~ f(z) yore Typus (13) ist. Die Zahl n gibt hierbei zugleieh den 
Rang der I-Iermiteschen Form ~) an. 

Fiir Punkt 1 selbst (mit Verzicht darauf, die Bedeutung des Ranges 
der Form ~ und das Verhalten de r  Determinanten ~ zu charakterisieren) 
gab Herr Schur  auch einen kurzen  direkten Beweis, der sich auf seine 
Ungleichung (9) stiitzt. Ich zeige, dab sich hieraus auch Punkt 2 direl~ 
ableiten lgBt. 

Die Ungleiehung (9) lautet ausfii~lich geschrieben: 

I<~o ~, + <~,,~,-~ + - - .  + a,,1o!" < Z IX, l", 

fiihren wit hier nach Herrn S c h u r  die Bezeiehnungen ein: 

~o~n, ~i ~ 'U , ,_ I ,  �9 � 9  ) . ~ U o ,  

so e rha l ten  wi t  

n 

(9') ~Y, I ao u~ -I- <~, u~+,  --I-.  �9 �9 -I- a , , - ~ , ,  I~ =< ~ - '  I u,I ", 
~,~0 ~ ' : 0  

und wit haben nur zu entscheiden, wann bier bei passender Wahl der 
u, Gleichheit gilt. Hierzu ist notwendig (vgl. w 1, S. 1 6 5 -  166), dal~ 

a k u o § a~ + ~ u~ + . . .  q- a k + ,  u ,  -~ 0 (k : 1, 2, 3 . . . .  ) 

sei, und es ist dann 

Z V~ Z y 

(b,) f ( z )  = , ,=o 

'v~---O 

wobei 

v , , -~=ao~,+alu~+l+. . .  +a,_~u, (~,---0, 1, . . . ,  n) 
ist. Soll nun die Funktion f(z) der  Bedingung (6') geniigen, so mu/~ sic 
offenbar innerhalb und  au i  d e m  R a n d e  des Einheitslrreises regular sein, 
und wit kSnnen die Beziehung aufstellen 

n 20T ~ s 

Z I ~. I:--- ~ f I r(~"*) Z ~.-,~,o' "~<~_-< Z i ~,1 '. 
~'---~-- 0 0 ~'~0 ~0 

Es ist ersiehtlioh, dag bier Gleichhei~ nut dann gilt, wenn 

(b,) I f (~" ' ) l  ~- 1 
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ist. Aus den Bedingu_ngen (b~) und (b~) folgt nun nach einem bekannten 
8atz, dall f(z) yore Typus (13) ist~). 

Umgekehrt ist klar, dal] fiir eine Funktion f(z) vom Typus (13) in 
(9') bei passender Wahl der u, Gleichheit gilt. 

w  

Eine leiehte Verallgemeinerung der Relation (L) ergibt sich folgender- 
mallen. Es seien 

w~, w~ . . . .  , w~ 

die p- ten Einheitswurzeln, also 

w~V=l  (,' = 1, 2 . . . . .  :p), 

und es sei r eine positive ganze Zahl zwisehen den Grenzen 

Dann folgt aus (6) :  

also 

O ~ r  <:~o-- 1. 

IIXw~,-r(ao§247247 ( [ z l < l ) ,  

und hieraus nach einem bekannten Schwarzsehen Lemma 

la,-§247247163 (Iz[ < 1) ,  

also schliel31ich 

Z s ia,.§247 §  ( 0 ~ r _ ~ < p - - 1 ,  I z I < l  ). 

Daher ist nach Satz I 
n 

I , .~ ,  + ~,_~ a,§ + . . .  + ~o a , + ,  I =< Z I~, I~; 

damit hier.Gleichheit gilt, mu~ offenbar naeh (8),  

�9 = o  ~ .o :+ '~ ,~  §  q-,~,e' = 

5) Dies ist e/he unmit~elbare Folge des Schwarzsehen Spiegelungspr/nzips 
aus der Theorie der ana|ytischen For~setzungen. Man vgl. auch T. H. Gronwall ,  
On Analytic F ~ n ~ l s  of Constant Modulus on a given Contour, Annals of Mathe- 
matics (2) 14 (1912--1918), S. 72--80 (w 3). Einen andern, gleichfall~ sehr einfachen 
Beweis hat mir Herr Fej6r  brieflich mltgeteilt. - -  SpezieIt fiir ganzv "l~unktibn~n 
f(z) vgl. auch O. Blumen~hal,  Sur le mode de eroissance des fonetions enti~res, 
Bulletin de la Soci6t~ math6matique de Franoe 35 (1907), S. 213--232 (S. 214--215). 
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sein; also ist 2 ]a r+~l  ~ =  1. Andererseits ist aber infolge der Be- 
~ 0  

dingung (6) : 2 I a, . '~ = < 1", hieraus folgt 

a , = 0  fiir ~_--]~r(mod. p). 
Es ist also 

2 a ,  z ,  = 2 a , + , ,  z r + , ,  = e~'  z ,  1, + ~ , - ~  z" + . ..  + 7o z " ,  

undes  gilt der 

Satz I'. Unter den gleichen Voraussetzungen, wie in Satz I isg 
f$ 

I I x ,~a , ' -~ t t , - l a r+p- -~ -  " " " -~-/Xoar+npl < Z t ~ - - -  t" ' ,  t~ 
~ ' ~ O  

fiir 0 ~ r < p,  und Gleiehheit gilt nut im Falle 

f ( z ) =  Z a,  z " ~- e ~' ' z r . Xn -~  ~" - ' z v -~ " " + l~ z " ~' 

w 

Betrachten wit nun einige spezielle Fille der Theoreme I und I', die 
sich dutch eine besondere Wahl der p~ ergeben. 

Es ist offenbar fiir beliebige reelle oder komplexe Werte yon k 

2 ( -  2~(2k+1)  z~ ( 1  - -  z ) - ~ =  (-- 1)" : k )  z'-~- 1 -~ 2kz  + 1.2 -~ . . . .  

und 

~ ' ~ 0  

Setzt man also 
. ~ = ( -  ~)~ (-~ ~ ) 

so i s t  
~ , = ( -  ~)-(-?) 

wird noch zur Abldirzung 

o, ( - ~ )  . .  - o . l +  +(-~)~  
gesetzt, so folgt aus Satz I: 

Unter  der  B e d i n g u n g  (6) i s t  

= I +kz-F k (k-~- 1) Z~ -~- 
1.2 . . . .  

( r = 0 ,  1, 2 , . . . ) ,  

(~ = o, i, ~,...); 
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Bekanntlioh sind die GrSllen 

s(~,._,) _ / ' ( ~k )  .q(~k-~) (k  > �89 n = 1, 2,  3, .) 
n ~2k-i ~ " "  

die Ceshroschen Mittel ( 2 k - - 1 ) - t e r  Ordnung der Folge So, sl ,  89 . . . . .  
Fiir reelle k > �89 ist nun nach (14) 

leL'~-"t ~ ~-K~zi- 1 -}- -}- (20, q - " " - } - -  (n,), 

also unterhalb einer yon k abhiingigen Konstante. 

Fiir ] < k < 1 zeigte dies schon Herr Landau6).  

Aus Satz I folgt ferner, dall ]ilr reelle~ k und 0 < k < 1 in (14) 
Oleichheit gil$, [all8 f(z) die Gestalt hat 

,=o P(z) ' 

wobe~ 
k(kq-1) z~ k(k--]-l). . .  (kq-r~--l)  zn" 

P ( z ) = l + k z - ~  1.2 ~ - " "  -}- 1 . 2 . . . n  ' 

denn nach einem Kakeyaschen Satz [vgl. z. B. L a n d a u ,  a. a. O. 1), w 2, 
S. 20] hat das Polynom P(z)  keine Nullstelle im Kreise I zl < 1 (seine 
Koeffizienten sind niemals wachsende positive Zahlen). 

fiir k = l  ist / ~ = ~ + 1 ,  2 ~ = 1 ,  

und man erhglt die in der Einleitung zitierten Resultate. 

Analoge Relationen erhiilt man aus Satz I'; insbesondere folgt flit 
./~ = �89 

. (1.3 ... (2~-- 1))' ,(Is) la~+a~+~,-+- . . + a , + , ~ l ~ l + , ~ X ' v .  = .4 . , .2 , ,  
~'---~1 

wobei aber r < ? vorausgesetzt ist. 

Herr F a b r y  hat bei beliebigem r und P eine obere Sehr~nke flit 
.den linksseitigen Ausdruck angegeben, und Herr L a n d a u  hat l~abrys 
Resultat auf kiirzerem Wege abgeleitetT). 

e) L an dau, Abschiitzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe, Archly 
.der Mathematik und Physik (3) 21 (1913), S. 42--50 und S. 250--255; (3)  24 (1916), 
.S. 250--260 (Dritte Abhandlung, S, 252--253, 257--259). 

*) a. a. O. o), Er~te Abhandlung, w167 3--4. 
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w  

I c h  gebe hier noch eine etwas allgemeinere Relation an ats die unter 
(14). Die a l l g e m e i n e n  K u g e l f u n k t i o n e n  sind die Koeffizienten der 
:Entwicklurlg 

�9 (L) , p 
(16) (1 -- 2xa-q-  ae) -~  -~=~ P ,  (x)z (P[,~l(x) ~ 1). 

J'- 0 

P(,,k)(x) ist eine ganze rationale Funktion yon x, die fiir k - �89 in das 
, L e g e n d r e s c h e  Polynom iibergeht. Nun ist ersichtlich, dal~ fiir # ..... P(~k)(x), 

Also ist unter der Bedingung (6) 

(17) faoP:P)(x)+ alP~)-l(x)+... +a,, ~:~ P!.~)(x)I'" 
U m  die reehte Seite dieser Ungleichung abzusch~tzen, sei 

-- l : ~ x - ~ .  1, 
und  m a n  setze 

x =  cos c~ ; 
dann  is~ offenbar 

(1 - 2 z z  + z~ - ~  = (1 - z e ' , 9 - ~ ' ( 1  -- z e - ' ,  9-' 

tI2 J L1, :.: 0 

Hieraus  erh~lt man  s) 

+ 

fo r  k > 0 haben im Klammerausdruck siimtliche Koeffizienten dasselbe 
Vorze ichen ( - - 1 )  ~, also is t  

! P:~(~os ~)I <= I v?'(1)  i (k > o); 
nun ~erhiilt man aus (16) flit ~ -~ 1: 

k "[ s) Fiir die L e g e n d r e s o h e n  Polynome ( - ~ - ~ )  findet sich diese Entwioklung schon 
1 

"~ei L t ~ p l ~ o e ,  und L e g e n d r e  schlol3 darius, dab i _P(~)(oos q0) I ~ I .  Man vergleiohe 
E. H e l n e ,  H~ndbuoh der Kugelfunktionen (1. Auflage), Berlin 1861, S. 7--8. 

Mathematische ZeltBchrlft. I. 1~ 
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also folgt  aus (17) 
~t 

(k) (k) . a o P  ~ ( x , ) + a , P , , _ l ( x ) - { - . . . + a , , i . < ~ ( : k )  ~ (k > 0) ' ) .  

Hieraus folgg (14) fiir x--=-1. Nur in diesem Falle kann Gleichheit  

gelten. 
Fiir k == 1 erh/ilt man 

(18) l a o s i n ( ~ + l ) v , + a ,  s inn~-~-. . .+a,~sinq~ < n --~ 1" 
I sin 9 - -  ' 

~o 

nun kann  man iiberall a,  durch a, ,e '~  ersetzen, denn mi t  ~ , a , z  ~ geniigt 

x=J . . . .  der  Bedingung (6); man erh~lt so aus (18) 

la~176 ~ -~- 1, 

und hieraus folgt (lurch Mult ipl ikat ion mi t  e -~~  

(19) t a~162162 <~ 
sia~ n +  1. 

Da aber 
ev~  " s i n ( v + l ) ~  ~___ 1 -~- e '2~vi + . . . + e 2~'r176 

sin ~p 
so finder man alas (19) 

( ~ o )  ISo+8~e~'+. . .+8.e"~l<n+l  (o=<~=<2~). 
Dies ist eine Veral lgemeinerung der Formel  (F) (S. 164); Gleichheit gilt  

~o 

nur  fiir 9~---0 und ~X~a~z~_ er~'. 
v = O  

w  

Aus (20) erhMt man fiir n ~ 1: 

t~oi+1811<2,  

und Gleichheit gil t  nur  flit 2 a ,  z"~er~.  Man kann nun die Yrage 

stellen: ist un te r  der Bedingung (6) stets 

(el) t*o I + 1 .11+. . .  + Is. t <=~+ 1. lo) 

~) Diese Ungleichung gilt iibrigens auch ffir k < 0. 
xo) Fiir Fourierre ihen hsben sieh mit der Summe I so I-~-I sl I ~--. .-~- ] sn i schon 

die Herren H a r d y  und L i t t l e w o o d  in ihrer Arbeit, Sur la sbrie de F o u r i e r  d,une 
fonction k cart6 sommable, C. R. 156 (1913), S. 1807--1309, ira Zusammenhange mit dem 
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Der Beweis dieser Ungleichung wurde von Herrn Schur  erbracht 
und ergibt sich aus seinem Beweisgang fiir einen allgemeineren Satz ~t) 
folgenderma~en: es ist 

f(z)(1 § z §  § z ~) : s o § s:z §  + s,,z" + . . . ,  

also fiir 0 < ~  < 1  

2z* 1; 
= 2 ~  ] f ( o e " i ) ( l + o e ~ §  +O"e"~')i'~da 

0 
2ze 

0 

hieraus ergibt sich flit ~--~ 1 

(2~) i So i ~ + ' ,  8, :'. +. . .  

Damit bier Gleichheit gilt, mu~ 

$o § 81 g 
f ( z )  = 1 -Fz 

sein, und s o § s:z §  § s,,z n mul~ 
1 + z , + . . .  + z% also 

s o + s:z + . . .  + s,,z" = 
und hieraus 

§ , s . . . .  n § 1 

offenbar 
+ . . . +  8,z" 

dieselben Nullstellen besitzen, wie 

ao (I + z + . . .  § z') ,  

(23) l a o l = l ,  a l = 0 ,  a . ~ : 0 , . . .  

Die Ungleichung (21) ist in (22) enthalten; denn es ist offenbar 

1_<I t i' +- i ,  
also 

:~ l ( n + l ) < n + l  
I S o l + . . .  + = , 

und Gleichheit gilt nur im Falle (23). 

w  

Die Relation (15) legt die Frage nahe: Welches ist flit bdiebige 
r und p die genaue obere gcbxanke "con t a~ + a, + ~ + . . .  + a,  +,~ ] unter 

Fej@rschen Summabilit~satz besch~ftigt. Man vgl. auch" Fekete,  ,,VizsgAlatok 
a Fourier-sorokr61, Mathematikai 6s term@szettudomAnyi ~,rtesltS" 84 (1916), S. 759 
bis 786, und Fej4r, Fourierreihe und Potenzreihe, Monatshefte fiir Mathematik und 
Physik 28 (1917), S. 64--76. 

19 J. Schur,  a. a. O. % S. 227, Ungleichung (26). -- Man erhMt offenbar (22) 
aus  Ungleiehung (9) des ~ 1 fiir 2 -----1. 

12" 
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tier Bedingung (6) ~. Die gesuchte gahl sei mit O (r, n,  1o) bezeichnet. 
Wollen wit diese Frage mit Hilfe des Satzes I beantworten, so haben wir 
vor allem zu 

~o ~ 1, /h ~ 1 . . . . .  t~  := 1, /~,,+a : 0 . . . . .  #,,+k ~ 0 (k>_l )  

die zugehSrigen 2,, zu bestimmen, also die Koeffizienten cter Entwickelung 
a c  

( i  + z + . . .  + z") ~ =- ~ ' Z .  z" .  
~,  : z  ( }  

Dies gelingt bieht fiir den Fall n =--1; es ist dann 

i z" = 1 + . ~ z +  (--  1)"-1 Z.  ~' z" = V] + - ~  = ~ 

p' 0 - r - 2  

. . . . .  1 " 3  . . .  ( 2 ~ ' - - 3 )  Z " .  

4 . 6 . . . 2 v  

Ich zeige jetzt, dab 

OtIenbar ist fiir 0 < 0 < 1 

also 

z " @ 0  fiir l z l < l .  

2() ( -o ) '  = 1 -  ! ~ " = V I - - ~ > 0 ,  

ffir 0 , < ~  1.  

Hieraus folgt 

- =  

also is~ fiir I z[ < 1 

Damit is~ (24) bewiesen. Also gilt naoh Satz I '  ( f i i r n  ~-k-}- 1) der 

Sa t z  IL Uruter der Voraussetzung (6) ist 

(25) 

und Gleichheit gr nut ]i~r 

(26) 2a, , z ,=~e"zr .  (k~l)q-(~)z ' - lL ' ' ' -q-zr  
~:o 1 q_ �89 §  § ( , +  1) z ( ,+ l , ,  
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Es ist also 
k + l  

G ( t , l , p ) = -  , " t ~ p ,  k -  L~ i" 

Dagegen hat man fiir t < p also k = 0 aus (15): 

(27) ',a~.+a,.1,1, . ,=< ~(O=_<v i~ p) 

und Gleichheit gilt nur fib 

1. _]f_ zP 

, ,-o l + ~ z  ~ 

k + l  i ~ 

Es ist also allgemein G(t, 1, p ) = = s  k =  I t ] .  

Ioh zeige, dal~ in (25) und (27) die linke Seite durch die Summe 
der absoluten Betriige "ersetzt werden daft. Dies folgt sofort, wenn man 
a~ dutch a,e~'p ~ ersetzt, wo ~ beliebig ist. Es gelten also die Un- 
gleichungen: 

und im Falle (26) gilt sieher Gleiehheit. 

w 
Aus (15) folgt fib n = 2: 

s9 < 
[a~--~-ar+i~--~ a~+~.~I ~ -  ~ 

und Gleiehheit gilt nut  ira Falle 

Za'z"--=~er~l  + �89 ~z ~" 
.t,'=~ 0 

Ich bestimme jetzt die genaue obere Schranke yon 

la,-~a,+r-~a,+,,~l  ( n > 2 ,  r <p) .  

Zu diesem Zwecke bestimme ioh die zu 

gehSrigen ~ ,  also die ersten n q -1  Koeffizienten der Entwickelung 

( i  + = 

Offenbar ist 

1--}-Z"-X + Z n = ( I  + � 8 9  JF�89 . . . )  2 fib n > 2, 
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dahez 
~ o = 1 ,  ~.x ~- 0 , . . . ,  

Ferner ist fiir ]z{ < 1 
, 1 n , l+-~z, ,-*+~z I>1 ~.~ ~.*=o, 

a l s o  

a-l-2,-'-4-�89162 fiir z i < l .  l ~ e  

Aus Satz I '  folgt somit der 

Sa t z  I I I .  Unter der Voraussetzung (6) ist 

la -~a,.+~+a~+,,pi~ ( n > 2 ,  r < p ) ,  

und Gleichheit gilt nut /iir 

| 1 + z ~" + 2 z  '=~ 
, $ * ' ~  e Y i . z  r 

�9 =o 2 q- r q._ z,~ 

w  

Ich benutze jetzt den Landauschen  Ideengang, um eine auf Poly- 
home beziigliche Extremalaufgabe zu 15sen. 

Es sei 

f , , ( ~ ) = ~ a , , z "  
v ~ O  

ein Polynom yon genau m-tern Grade (a m :/= 0), und 

~'-  0 

Man finder leicht (vgl. Formel (O), 8. 7) 

und hieraus 

~ ~, a, f 1 2 m ) 

m 

Z , ' = ,  = ~ , i j  ~, +~ +. . .  + ;~=r_~) d,, 

den_a es ist jetzt 

Hieraus e r ~ I t  man fiir z = e ~ :  

fiir ~ > m + l .  

= 2" -70  e~---~- " "  

0 
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also 
2o~ iJ (2o/ 

und Gleichheit.gilt nut, wenn If' ( e~ ' ) l :~  i und 

f,~(e~i)(l_~e-~_ ~ @e-(,~-i)o~).'. 
~ O t  " " " 

konstante Amplitude hat, also v o n d e r  Gestalt ist 

f , .  j~<~"') ( l +  e-o,  + . . . + ~ - ( . ~ -  , ) , ,  )~ = , ,' g ( e"' ) 

we g(e o~) ~ 0 ~Ur 0 ___< 0 < 2~ .  

Dann ist aber g(eoi) = I 1 + e-~  + . . .  + e-(m-x)or r'. 

Hieraus folgt leicht f,,( e ~) -~ er~.e ma~, 

oder f;, (z) --: e ~ - z ~ .  

~n 

Aus (29) erhlilt man nun sofort ~,'~,a,z" .~<~ m flit 

und hieraus ' ' m I z] !f~(z)l ~ fiir I l'~). 

t , i •  
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w 10. 

Ich frage nun nach der genauen oberen Schranke yon 

flit alle Potenzreihen, die der Bedingung (6)  geniigen. Es ist also A,, so 
zu bestimmen, dab 

lal-~- 2a~ -~...  + na,,l ~ A,,, 

und da~ hier A n durch keine kleinere Zahl ersetzt werden kann. Wollten 
wit unsere Methode anwenden, so miiBten wit zunhehst die ersten n-~-1 
Koeffizienten der Reihenentwickelung 

bestimmen. Fiir beliebiges n seheint dies recht schwierig zu sein; fiir 
n = 2, 3, 4 kommt  man leicht zum Ziele und erhhlt so die Werte yon 
A~, A3, A~. Ich will bier A ,  zwisehen zwei Schranken einschliel~en. 

'~) Auf anderem Wege hat schon Herr M. RieB dieses Resultat abgeleitet; vgl. 
seine Arbeit, Eine trigonometrisehe Interpolationsformel und einige Ungleichunge, 
flit Polynome, Jahresber. d. Deutsehen M~th.-Ver., 23 (1914), S. 854--868 (S. 357). 
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Sach (2) ist 

o,.- _-<: + Z" (::-'~.~ (''- 1)).__ o -, .7.-2,, " - 
~,=O v=-I 

und hieraus folgt durch Anwendung yon (29):  

a, q- 2a~ -~ . . . + na,, l < G,,, 
also 

A,~ ~ nG,~. 

Andererseits ist offenbar 

a~ -~- 2a.~ - +  , . . -~- na ,~  

also wird fiir die Funktion (man vgl. die Einleitung) 

f(z) = ,_-o 

v==-0 

] a~ + 2 a ~  + . . .  @ n a  n l > [ n  + 1)(O~ -- 1); 

es ist also zusammenfassend 

(30) (n + 1)(G,,-- 1) • i .  s ~G,, (n = 1 , 2 ,  3 , . . . ) .  

~3) Die Konstanten G~ haben offenbar fiir die Potenzreihe dieselbe Bedeutung 
wie die L e b e s g u e schen Konstanten 

1 ' (  s i n ( g n " ~ - l ) 2  t 
d ~  

fiir die Fourierreihe.  Ffir &, gab Herr Fej•r (Journal fiir MaChematik 146 (1915), 
S. 56) die Darstellung 

2 g  

e~=g'~= l + z + s ~ + . - . +  z~  ~'~; 
o 

ich verweise hier dar~uf, dab fiir G~ elne analoge Da~s~ellung existiert. Setzt man 

( - . ) "  = 1 + ,  + . . .  + e +  : q e + ~ + . . .  + ~ . , ' " ,  

so is~ offenbar 
2 ~  

x ~ t i O  
0 
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Hieraus erh~lt man leicht eine asymptotische Absch~tzung yon A , .  
Bekanntlich .4) ist 

G - ~ - l l o g n ,  (d.h.  lim G,, _ -~ )  
- -  l o g  n 

also aus (30) 
1 

2t,~ ~ .~ n log n. 

S c h l u ~ b e m e r k u n g .  Durch die Substitutionen z-- R x ,  a , R ' - - M c ,  

lassen sich unsere S~tze urmlittelbar auf Potenzreihen ~_" a,.z" tibertragen, 

die im Kreise ~ z] <: R absolut unter der Schranke M liegen. 

,4) Man vgl. Landau,  a. a. 0. *), S. 23. 

(Eingegangen am '5. August 1917.) 


